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Ich liefere hier die zweyte Sammlung combinatoriſch⸗ 
analytiſcher Abhandlungen. Sie find eine Fortſetzung 
jmer Schrift: Polynomifcher Lehrſatz ıc., die man 
als die erſte Sammlung anfehen kann; weshalb ich auch 
dafür einen Haupttitel Bier habe abdrucken lafjen, den man 
iht vorfegen kann. | 


Diefe zweyte Sammlung hat gleiche Abſicht miede 


erften: Wervolllommung und weitere Ausbreitung Der 
Combinarionslehre und ihrer Anrgndung auf die Anas 
Infis, durch Beyhuͤlfe dee lokalen und comDinatoris« 
ſchen Zeidyenund Functionen, deren Werthe durch Auf 
ſerſt ſimple, größtentheils involutorifche Darftel- 
lungen fich fo leicht ergeben. Auch ſtellt Die zweyte der 
folgenden Abhandlungen ein neues fehr merkwuͤrdiges 
Deyfpiel auf, wie fehr man fich den combinaterifchen 
dormen nähert, fie auch wohl dem Inhalte, wenn ſchon 
| "3 


> 





* 


N 


LY 


Po id 


* 


— 
gi 
Ä \ 
. 
D .n 
. R r 
x ⸗ 
€ U 
“ , ‘ r 
. \ ⸗ 
2* 
PR \ 
. .r .6 
\ 
-_ ' ef, 
® 41 
* 4 
. u 
in | 
. 
3 * 
—2 ig 
. e 
— 
. » . .._ 
ni. 
” d” 
- N 
I" 
vn J 
Br 
wu * 
. ’ " 
, - 
- \ , 
x 
r 
} 
\ B 
S 
J 
\ 
r % 
4 
‘ * 
i 
” 
. [2 
® 
’ [4 
R . r 
S 
, \ 
J 7 
= i . 





.. 





.- 





— 





N 





Sammlung 
combinatorifch » analytifcher 
Abbandlungen 
Ä herausgegeben 
J von | 


Earl Friedrich Hindenburg 





Zweyte Sammlung 





Beipzig, bey Gerhard Fleiſcher dem Jängern 
| ‚800% 





En 








Di 


u. 


* 








von “ 
ER BEE LU 5 2773 
D } » ® ‘ 
. [2/7 
.. vo. 
« “ 
227 
Yo. 
.." .. 3% 
.. C .a [1 
Ya. 
.. so 
⁊ ⸗ ..* 
ud - nu 
» 2⸗. .o,:0% 
[ ‘ ." a 
242 « 


a‘ 


vveroe 


[ 2 2 u 2 
vo... 
— 
24 
von 
. 4 





1 —— 


— 


Dem Herrn 
pesfeffor KL g el, 
I in Halle . 


und. 


dem Herren 


Pprofeffor PP feaf f 
in Helmſtaͤdt | 
\ . | wiomet 


„biefe zweyte Sammlung 


combinatoriſch⸗ analytiſcher Abhandlungen. 
zu Begeugung | 


feiner Bseundfpafe und Hochachtuug 


der Herausgeber. 











- .. 
.. - - 
. 
- ⸗ = a - 
* - 
. . 
1 
. . 
2 - . - . 
. Pop r.a ‘ * 
⸗ 
— “ — 
D - ‘ 
R - 
x . 
j 
- - 
\ - 
» [4 
i x 
. 
. 
® » . 
D 5 ’ 
\ , . . 
. 
. . .. \ - . 
.— d - ‚> 
* ⸗ 


Vorberiicht. 


en rrro— 
v 


Ich liefere hier die zweyte Sammlung combinatoriſch⸗ 
analytiſcher Abhandlungen. Sie ſind eine Fortſetzung 
jener Schrift: Polynomiſcher Lehrſatz ıc., die man 
als die erſte Sammlung anfehen kann; weshalb ich auch 
dafür einen Haupttitel bier habe abdrucken lafjen, ben man 
ihr vorfegen kann. | 


Diefe zweyte Sammlung hat gleiche Abficht mit der 
erften: Vervollkommung und weitere Ausbreitung der 
Combinationslehre und ihrer Anrendung auf die Anas 
Infis, durch Beyhülfe der Lofalen und combinatoris» 
(den Zeichen und Functionen, deren Werthe durch aͤuſ⸗ 
ſerſt ſimple, größtentheils involutorifche Darftel- 
lungen fich fo leicht ergeben. Auch jtellt die zweyte der 
folgenden Abhandlungen ein neues fehr merkwuͤrdiges 
Denfpiel auf, wie fehr man fich den combinateriichen 
Sormen nähert, fie auch wohl dem Juhalte, wenn ſchon 

% 
3 


vi 

nicht ber beſchneligen Anordnunz nach, ganz erreicht, 
indem man die Aufloͤſung der Aufgabe, durch eine weiter 
als gewoͤhnlich, getriebene Analyſe moͤglichſt zu ſimpli⸗ 
ficiren und zu erleichtern ſucht. Die dortigen Reihen 
der Coefficienten ver einzelnen Glieder find nichts anders 
als combinatorifche Involutionen, wo die hoͤhern alle vor⸗ 
hergehende niedrigern in ſich enthalten. Nur die Subſti⸗ 
tutionen, durch welche fie dort hergeleitet werden, machen 
ihre Aufjindung mweitlauftig und zum Theil beſchwerlich; 
das combinatorifche Geſetz Hingegen, das fie befolgen, iſt 


ganz einfach und leicht. Da bei den Gliedern jener 


reißen die Bogenwichfche Folge der Complexionen zum 

Vorſchein kommt, fo hat das Weranlaflung gegeben, 
Diefe Anordnung von neuem vorzunehmen, fie wie die. 
Motvrifche, rein»combinaesrifch barzuftellen, 
und auf unbeſtimmte Su mmen zu erſtrecken 


Maehrere der folgenden Auffäge find vorlängft in 
meinen Händen gewefen. Einige berfelben hätten fogar 
. in der eriten Sammlung abgedruckt werden können, wenn 
es der Raum verftattet haͤtte. Alle würden fie, nad) 
ben-.von mir getroffenen Anftalten, längft im Publicum 
erfchienen feyn, hätte nicht ihre Ausfertigung dutch ben 
Druck mannigfaltige Schwierigkeiten und unvorherge⸗ 
fehene Hinderniffe gefunden. Dieſe hier aufzuzäßlen, 
kann die Sefer nicht intereſſiren. Dagegen, hoffe ich, 
ſollen Inhalt und Ausfuͤhrung der Abhandlungen die 
Verzögerung ihrer Mireheilung hinlaͤnglich vergüten. 


Man wird. mit Vergnügen bemetft haben, daß die 
combinatorifche Analyfis immer mehr und mehr an Aus 
dehnung gewinnt. Auch ausmärtige, ber deutſchen 
. Spräche unfundige, Leſer koͤnnen fich nun näher von ihr, 
mad) ihrem isigen fehr erweiterten Zuflanbe, aus given 

neuerlich erſchienenen lehereichen, und, fuͤr die Anaiyſi⸗ 





vie 


ed 


überhaupt, wichtigen Beten unterrichten. - Gere Pros 
feſſor Pfaff Hat nähmlich in feinen fehr gründlichen, tief⸗ 
eindringenben Disquifitionibus analytics, in der dorti⸗ 
gen dritten Abhandlung, durch eigene Bearbeitung dee 
combinatotifchen Operationen und ihrer Anıven« 
bung, mach den von mir eingeführten lok al en und coms 
binatorifhen Zeichen, um biefen neuen Zioeig bet 
Analyſis ſich verdiene gemacht. Auch hat Herr Doctor 
* > Deofeflor Aranıp zu Coͤlln in feinem. clafjiihen 

erfe: Analyfe des Refractions aflronomiques et ter- 
elle ber den bafelbit im dritten Capitel neu aufge 
führten eigebralfchen teanfcenbentifchen Zunctionen, facul- 


tes numeriques, aus weichen fo viele und wichtige - - 


Wahrheiten hergeleitet werben) bie combinatorifche Ana» 
Infis bey feinen Forſchungen, nad) einer eigenen, mit 
feinen übrigen Zeichen mehr übereinftimmenden, Bezeich⸗ 
nung häufig angewendet, und dadurch ihren großen 
Nutzen bey vermidelten Unterfuchungen aufs neue bes 
flätiget und auffer Zweifel geſetzt. Vielleicht, daß auch 
nun Herrn Profeſſor Buͤrmanns in Coͤlln vielumfaſſen⸗ 
dee Efsai de Calcul fonctionnaire, davon zu anderer 
Zeit im mathematifchen Archive gefprochen worden, bes 
reits abgedruckt ift; da, einer mir zugefommenen fichern, 
Nacheicht zufolge, das Inftitut national zu Paris, wel⸗ 
chem dieſe Schrift von dem biedern Lalande zur Prüfung 
vorgelegt worden war, den Druck derſelben, mit ruͤhm⸗ 


licher Meldung ihres Verfaſſers, ſchon ſeit einiger Zeit 


verordnet hat. In dieſem Werke wird Herr DB. der 
vornehmlich dahin arbeiter, die Functionen⸗Analyſis 
mit der combinatoriſchen in die engſte Verbindung zu 
ſetzen, nicht ermangelt haben, dieſe neben jener zu em⸗ 
pfehlen, auch mehrmals von ihr Gebrauch zu machen, 
„Die Functionen⸗ Analyſis (fage dieferToortrefliche Ana⸗ 
„toft in einem feiner “Briefe an mich) lehrt, meifterhaft . 
„was Zu chun iſt, übernimint aber, in verwickelten Faͤl⸗ 


I 
yıll 


„ten, nur felten die Ausführemg; ſondern uͤberlaͤßt folche 
„der combinatorifchen, wodurch alſo ein großer. Theil 
„der ganz allgemeinen Sormeln erft wirkliche Brauchbar- 
„keit erhält, und ſolche ſonach aufpören, bloße Spiele 

„des Wiges und bes Scharffinns ihrer Erfinder zu feyn.“ 


- Der Wunfch, den man bereits mehrrgalsgeäuffert hat, 
ein eigenes Lehrbuch ver combinatoriichen Analyſis zu 
haben, welches von ben erften und einfachften Gruͤnden 
en, die Dauptfäge und ihre Anwendung. wiffenfchaftlic) 
"geordnet, faßlich vorgetragen und deutlich entwickelt ent» 
bielte; ein Lehrbuch, in weichem alles, was zur Sache 
gehört, : beifammen anzutreffen wäre, worinn nichts, 
als anderswoher bekannt, vorausgefegt würde, wo alfo 
Berufungen und Verweiſungen auf andre Schriften, aus⸗ 
genommen in biltorifcher und litterarifcher Ruͤckſicht, ganz 
weggfielen — biefer Wu iſch iſt mahrfcheinlich bereits ist, 
da ich diefes ſchreibe, ın Erfüllung gegangen. Es ha⸗ 
ben nämlich, Here Profeſſor Stahl in Jena und Here 
Eonrector Weingaͤrtner in Erfurt, fich fchon feit einiger 
Zeit mit Ausfertigung eines .foichen Werks, nach meiner 
Theorie und in meinen Zeichen, befchäftige. Ihre grün: 
lichen Kenneniffe und Einfichten in die Sache bürgen für 
den guten Erfolg diefer Unternehmung, ‚durch welche fie 
ſich ein bleibendes Verdienſt um die Wiflenfchaft ermer: 
ben werben, die fie ſchon vorher, durch afademifche Vor⸗ 
leſungen mehr auszubreiten und zu erweitern bemuͤht ge- 
weſen find, Bender Schriften, wenn fie niche ſchon 
ägt abgedruckt find, werben gewiß in der. nächft bevor 
ſtehenden Oſtermeſſe zu haben feyn: 


‚ Bon mehrern Auffäsen, bie wegen Mangel an 
Raum in diefer ziweyten Sammlung nicht Plag finden 
konnten, hätte ich fehe gern noch einen, „betreffend eine 
„nähere Betrachtung meiner combinatorifchen Zeichen, 


\ 


er 


— IN 


‚um felbige in bee Zeit von. einer halben Stunde je- 
„em Analyften lesbar und verftändlich zu nıas 
„hen ”), „nebſt der Vergleichung diefer Zeichen mit 
„andern, neuerlid in Vorſchlag gebrachten‘ vorgelsgt, . 
wenn letzteres Durch den Druc bequem hätte gefchenen 
koͤnnen. 


Es hat naͤhmlich Herrn Profeſſor Buͤrmann bey ſei⸗ 
ner ernſtlichen und gründlichen Beſchaͤftigung mit der com⸗ 
binatorıfchen Analyſis wuͤnſchenswerth geſchienen, Daß bie 
Kenntniß von ihr auch im Auslande ſich baldmoͤglichſt 
verbreiten moͤchte. Bey der Vorarbeit zu einer kuͤnfti⸗ 
gen Analyſe combinatoire, bie Herr B. ſogleich unter» 
nahm, kam es nun wegen der lettres gothiques, deren 
hier in der Anmerkung erwaͤhnt worden iſt, recht eigent⸗ 
lich zur Sprache. Die Folgen der dadurch veranlaßten 
Discuſſion ſind merkwuͤrdig und verdienen hier nicht 
uͤbergangen zu werden. 


*) Noch immer hört man die Aeuſſerung, dieſe Zeichen ſeyen 
fremd und unverſtaͤndlich. Vi dirò con franchezza (ſagt 
einer von Herrn Buͤrmanns auslaͤndiſchen Cotreſponden⸗ 
ten) che non ho ſtudiato l' Analiſi combinatoria. La 
notaziane troppo eterogenea fenpre mi faceva pau- 
ra — und ein Anderer: La notation differe trop et 
tro 5 peu de la notation analytique. Ces lettres 
gothiques (die deutichen Buchft:"-n) auxquelles je 
ne me puis accoutumer — La cho.: peut Etre excel» 
lente, maiy une autre nofation eft indifpen- 
fable. So ſchlinm dürfte es denn doch wohl um die Sa⸗ 
che nicht ſtehen! — In den obenangeführten Auflage vede 
ich blos vom Lefen und Verftehen der Zeichen. ? 
dabey kann män anfangs anftoffen. Denn, mas bie 
Ausführung berfelben. nad ihren Zahlen oder Buchſta, 
denwerthen anbettift, fo weiß man fich entweder ſchon felbft 
zu belfen, oder man verfährt nach angewieſenen fehr einfas 
chen Regeln; und dabei fällt ſogar jeder Vorwand von 
Scywierigteit hinweg, weil die combinatorifhen Operatis 
genen ihrer Natur nach leichter find, als die arithmetiſchen? 
die Zahlen. fidy leichter permutiren, combiniren und variiren, 
als addiren, multipliciren und dividiren laſſen. 


I 
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Die Unbekanntſchaft der Auslaͤnder mit unfern deut⸗ 
ſchen Buchitaben, deren ich mich zu Bezeichnung der 
Binomial- und Polynomialcoefficienten bes 
diene; ja, was noch mehr auf fich hat, ihre entfchiedene Ab- 
tiehgung Dafür, und eine gewiſſe, ich weis nicht ſoll ich 


ſagen natürliche oder erfünitelte (übertrieben delis 


‚cate) Perhorrefcenz derfelben, die Herr ‘WM. der ſich 


lange Zeit im Auslande aufgehalten hat, aus Erfahrung 
ne, nnd die ſelbſt ein Euler durdy häufigen Gebrauch 
Diefer Buchftaben in feinen claſſiſchen ganz unentbehrlis 


gen Werken gleichwohl nicht hat tilgen können; ‚Dies zus 


* 


ſanmen genommen, winfchte Herr B. (der übrigens 
nıeine Grundſatze der Bezeichnung Erſte Samml ©. 


384] vollfommen billige) die deutſchen Buchltaben gegen” 


ansyere Zeichen auszutauſchen. Die Sache hat feine 
Schwierigkeit, und man. kann — flans pede in uno — 
wohl zehn paſſende Vorſchlaͤge hun, den Anftoß aus 
ben Wege zu räumen, und fih dadurch befonders einer 
N ation gefällig zu bezeigen, bey welcher | 

Eu ZZ “ la plus noble penfee 

Nie peut plaire à l’efprit, quand les yeux font blefs. 


u Den biefer Gelegenheit — mie es fo beym Bauen 
gu geſchehen pflegt, wenn man einmal anfängt einzu⸗ 


reiffen — kamen noch zwey andere Sragenin Antrag: 
„o b nicht, wenn einmal bie deutichen Alphabete weg⸗ 
„fielen, aud) die Buchftabenzeichen ver übrigen lateini⸗ 
„schen Alphabete (deren Bedeutſamkeit im einzelnen , fo 
„wie ihte Harmonie in ber Zufammenfegung übrigens 
„vollkommen anerfannt wären) aufzuheben, und diefe 
Vortheile auf einem andern Wege zu erreichen feyen ? 
„und, ob es überhaupt nicht rathſam fey, den Zeichen 
„ber Combinationslehre, als Grundwiſſenſchaft, 
„eine, von ben in ber Algebra und Anaiyſis vorkommenden 


 „hende Form zu geben?“ 


x: 


„geichen, bie gewbbolich Buchſtaben find, ganz abwel⸗ 


⸗ 


Was Herr Profeſſor Buͤrmann von ſeinem Plan 
d'une notation purement combinatoire, feinem Develop- 
pement des Fonctions combinatoires, ſeiner Application 
aux .combinaifons arithmetiques des Series, und ſpaͤ⸗ 
terhin, von feinem Syſteꝛme de Notation und feinen Foncti- 
ons combinatoires pour la langue univerfelle, dite 
Idograpbie analytique (Ach. dee Math. H. VII. ©. 
510) mir zugelendet hat, verdient alle Aufmerkſamkeit, 
zeigt großen Scharfjinn und eine gereifte Ueberficht des 
Ganzen. Die kurzen und erprefiiven Zeichen, die viel- 
leicht Her B ſchon ige weiter vervollkommnet hat, koͤn⸗ 
nen, nit ihren verſchiedenen Modiſicationen, hier nicht 
mitgetheilt werben, weil es für fie in ber Drudereg feine 


‚ Zopen giebt, u 


Ich will gleichwohl veſuchen, von der — 
ſache, der Notation combinatoire, und den fonctions 
combinatoires, hier ſoviel im Allgemeinen beyzubringen, 
als, ohne Nachweiſung auf Figuren, davon zu begrei⸗ 
fen moͤglich iſt; fuͤr Leſer, verſteht ſich, denen meine 
Zeichen ſchon bekannt ſind. Nur dieſen kann ih mich in 
der Kuͤrze verſtaͤndlich machen. 


Bey mir deuten bekanntermaßen die großen lateini⸗ 
ſchen, gerade und ſchiefſtehenden, Buchſtaben, mit ih⸗ 


ren beſtimmten Abzeichen, combinatoriſche Opera⸗ 


tionen, mit oder ohne Wiederholung, ſchlechthin oder 
zu beſtimmten Summen, claſſenweiſe oder lexikographiſch 


geordnet, an; die Klaſſen oder Ordnungen ſelbſt, 


werden durch die Folge der Buchſtaben nachgewie⸗ 
ſen; der uͤbergeſchriebene Diftanzerponene macht, 
daß es dem Alphabete nie an Buchſtaben fehlen ann, 





« 
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fo viel man ihrer au PReR hat, auch können durch ihn 
beftimmte und unbeſtimmte Klaſſen und Ordnungen 
Durcheinander ausgedrüskt werden; beyzufügende Polys 
nomial» oder Binomialcoefficienten werden 
durch vorgefeßte kleine oder große, im leztern Falle mit 
Ähren Potenzerpenenten verfehene, beurfche Buchftaben 
“angebeutet; die combinatorifchen Operationen aber auf 
die im Zeiger befindlichen Elemente bezogen; die In⸗ 
volurionen insbeiondere, biefe vor alten andern fich 
fo vortheilhaft auszeichnende Formen ber: Zuſammen⸗ 
ſetzung, werden durch eigene beſondere Zeichen dar⸗ 
geſtellt. 


Herr Profeſſor Buͤrmann hingegen waͤhlt fuͤr gewiſſe 
Hauptbegriffe und Operationen: Einzelne Dinge, 
Reihe, Eompierion, Combination, Dis 
cerption, eingelne beftimmte Grundzeichen; bie, 
durch Veränderung der Sage; durch Feine Abftufimg der 
urfprünglichen Form; durch Verlängerung ber Grund: 
ftriche ; durch) Benfügung horizontc:er und verticaler Dop⸗ 
peiitriche, oben, unten und zur Seite des Zeichens; durch 
ein⸗ und uͤbergeſchriebene Zahlen und Buchſtaben, weiter 
mobdifieirt werden, um bie, bey meinen Zeichen fo eben 
angeführten, beſendern Beftimmungen, beſtimmt nache | 
zuweiſen. 

Die Bıiemannifchen Zeichen find f prechende; 
fo etroas, wie meine 

P(1,2,3:.. n); C (1,2,3..0); (2,3... n) 
für die combinatorifchen Hauptoperationen Sytt. Perm. 
p. XLI, 12) oder, wie meine | 

[P] [c} [m 

(I,2, 3... n) 6, 2,3... ) (1,2,3..,0) | 

. (Anh. d. Math. H. IV. ©. 416, 417 und bie dort. No⸗ 
. " | 
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e) wo man auch die Klammern [. } weglaſſen kann, 
mern man, wie bier, den Zeiger (1,2,3...n) überall 
nterfeße ; wodurch fich Die compleren Zeihen P,C,V, 
khon binlängtich von ‚gemeinen Buchſtaben unterjcheiden ; ; 
“ endlich, wie meine 


J I: J: mit und ohne Summenerponenten, 


u are « und lerifographifche Involutionen (Erfte 
Samml. S. 176, 32) — nur find es feine Buchftaben, 
wie bey mir, (ondern blos buchſtabenaͤhnliche is 
guren (wie das verzogene r bey 7”, dem Radical⸗ 
er Wurzelzeichen; bapin man auch meine Coeffi« 
cienten und. Öliederzeichen x, 7 rechnen, und folche als 
verzogene c, t anfehen kann). 


Die einfachften Birmannifchen Monogrammata,- 
aus weichen Die übrigen, Durch obenermähnte Neranderung 
und Benfügung beitimmter Abzeichen, gebildet werden, 
ſind ur 


M Seie;. E Combinaifon ; 32 Difcerption; 


Die Variations (md’hier den Combinaifons, als Com- 
binaifons permutees, untergeordnet. Cine Menge ein« 
jelner, zuweilen auch verbundener Dinge, heißt, Serie; 
die einfelnen Dinge werden Individus (nicht chofes oder. 
Elemens) genenut, weil jenes zu viel Bedeutungen hat, 
diefes zu oft vorkommt. 


Noch charakteriſtiſcher wäre folgende Zeichnung: 
N Permutatien; [L Combinaifon ; w} Variation; ) Diferption 
für Die eombinatorifchen Hauptoperationen. : Es iſt befa 
fer, die Combinationen und Variationen, jede für fich zu 
betrachten, und nicht, jene als befchränfte Variationen 
eder Diefe als erweiterte Combinationen, anzufehen (Er: 
L Samnl, ©. 214. Note). Die Discerptionen werden 
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| u bier nicht (mie bie Dermutationen, Combinationen und 


Variationen) als eine befondere. combinaterifcye Opera 
‚tion aufgeführt; fie find von den Combinationen und 
DBariationen nur der Betrahtungs- und Entwi.f: 


 -felungsart nad) unterfchieden; in foferne man bey die⸗ 


9 


fen das Ganze als aus feinen Theilen zufammenge- 
fest; bey jenen, als in feine Theile zerlegt fich denke. 
Meine beyden Discerptionsprobleme (Inf. Dign. 
p. 73. ſeq. und p. 129 ſeq. *), befonders die dortigen 
Vorſchriften der Auflöfung, zeigen das fehr deutlich, Die 
Serie fünnte man durch Klammern, runde ( ) oder 
eckichte [ ] welche die einzelnen Dinge eingefchloffen ent⸗ 
bielten, darftellen. Diefe wären zugleid), wegen der 
Aehnlichkeit, der erften mit dem alten, der zweyten 
mit dem neuen, griehifhen großen Sigma, 
fprechende Zeichen, wie die obigen; und fo hätte man in 
aftem nur vier Örundzeichen, .oder,. wenn man fo 


will, nur ein Einziges, aber in vier verfchiedenen Sagen, 


für die Form; und eben fo ein Eigenes für die Mas 
terie. — | 
Ich eröffne hier bios meine Gedanken in Abſicht auf“ 


Bas Ganze, wie ich es jet kenne. Was Herr B. weis 
terhin für Veraͤnderungen im Einzelnen vorgenommen 


‚bat, ann ich nicht fagen, Ba mir ſeine neuſten Ders 


ſuche hierüber nicht bekannt find. Auch dürfte der Vor⸗ l 
2 fihlag, bie gegebenen einzelnen Dinge der Serie, niche 


einzufchreiben, fondern, in Klammern eingefchloffen, dem, 
combinatorifchen Zeichen unterzufegen, von Herrn B 
wohl ſchwerlich genehmiger werden, da das Einfchrei 


be n oder Einfeigen derſelben, welches.die Form feiner 


49 In den behden dortigen roblemen (p. 73 und: p. 129), 


nähmlich in dem Saße ſelbſt, ſtuͤnde ſtatt Numerus —- 
somponendus, befjer —fXWB 
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Srnbgekten verſtattet, ſonſt viel Empſehlendes vor 
“ ats 


* Den Schriftzügen n, c U, I ‚ Namen zu ges 
‚en, um folche,. wie Buchftaben, bequem damit aus» 
ſprechen und Tefen zu koͤnnen: fo dürften wohl die bey 
den erften Buchftaben Pe, Co, Va, Di, als Sylben 
her lateiniſchen Benennungen ber combinatorifchen Open 
rationen, die fie bezeichnen, ober aud) nur die Anfangs⸗ 
buchſtaben derfelben , mit ihren bekannten gewöhnlichen 
Benennungen, Pe, Ce, Vav, De, bie fchictlichften fen; _ 
um fo mehr, da die. Namen diefer Operationen fchon vor⸗ 
längft in andere Sprachen übergegangen und allgemein 
im Gebrauche find, 


Mehrere ber Buͤrmanniſchen combinatorifchen Zei⸗ 
hen baben Aehnlichkeit mie hebräifchen Schriftzägen, 
mit denen ſie auch das gemein haben, daß fie fich, wie . 
die Finalbuchftaben diefer Sprache, ohne unfenntlich 
zu werden, in die Sänge dehnen (auch in die Höheund Tiefe 
ſtrecken) laflen; welches bey mehrern ein» über- und uns 
terzufchreibenden -Machweifungen (Zeigern, Sum 
men»tind Klaffenerponenten, und barnach bes 
ſtimmt entwichelen Complerionen) mit Nußen ge 
ſchieht. Wegen des einfachen Baues diefer Zeichen aus 
geraden Linien, die unter rechten Winkeln zuſammen 
ftoßen, ließen fih mehrere derfelben, und, wären bie. _ 
Einfhreibungen nicht, alle inggefamt, ohne 
weitere Vorbereitung, durch Typen darftellen, wie fie in 
jeder Druckerey vorhanden find. Dies wird das Eckichte 
diefer Zeichen entfchuldigen, bey denen Herr B. die fchös 
ne Form felbft vermiße, aber auch zugleich richtig be 
merke: L’ Elegance de la fimplicite Et la feule, qui 

‚ convient aux feiences; celle d’ornement, eft pour les 


arts, Daß eckichte Schriftzuͤge fich weniger bequem und _ 
* | 


y \ 


— 
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geſchwind ſchreiben laſſen als runde, iſt ſehe wahr; aber 


man ann ja im Schreiben die Züge fo viel abruͤnden, 
als man ‚nur immer ‚für bequem finder. ch male die, 
zu auffallender Unterfcheidung von mir gewählten, blu⸗ 


michten gedruckten Buchftaben „A, IB, O ... und. 
, der. ferifograppifchen Ordnungen und Involutionen, 


beym Schreiben aucynicht nach; ganz geroöhrliche Buch 
ſtaben, mit einem fleinen Steiche zum Abzeichen, ſtellen 
fie mir dar, | 


Der Ausfuͤhrbarkeit biefer Zeichen im Drucke haͤlt 


ſich ihr Urheber mit wenigem Koſtenauſwande verſichert. 


ieſer koͤnnte gleichwohl geſpart, und alles ſogleich in 
Bang gebracht werden, wenn Herr B. des Einſetz ens 
von Zahlen und Buchſtaben in die Grundzeichen (das 
auch für die Zeiger zuweilen Schwierigfeit haben wird) 
ich zu begeben, und meine Abzeichen für Die Buchftaben, 
% wie den Zeiger mit ber Klammer, auch für feine Sym⸗ 


bole beyzubehalten fich enrfchließen wollte. Die Klaſſen⸗ 
und Drönungszahlen würden bier (ie meine Diſtanzex⸗ 
" ponenten) über Das combinatorifche Zeichen geſetzt. So 


würde z. B. 


P-4| | m+n das hier nebenftehende Symbol mie 
non feinen Abzeichen „die (m-Hn)te Po- 
G 2 9, 2.) - „ten, der rten Bariationsclaffe, zur 
„Summe p— 9, für den Zeiger aus 


„ben Buchftaben 7, rn, » » ... nach den beigefügten 


„Zahlenwerthen 3, 7, 9, 10... ausdruͤcken.“ Beh den 


- Bariationscomplerionen wären hier Widerbolung en 


verſtattet, weil das Abzeichen bes Gegentheils fehle. 
Diefe fo eben aufgeführte ſymboliſche Anordnung, 


die von der Buͤrmannifchen (merin auch bey ihr die Ein- 


ſchreibungen beybehalten werden) nicht weſentlich vers 


1 
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ſchieden iſt, ‚gewährt ‚, auffer der Seicheigfeie , mit web · 
cher fie ſich ſogleich und ohne alle Vorbereitung im Drudt 
auefüßren laßt, noch) den Vorcheil, daß fie ein beques 
mes Mittel an die Hand giebt, wie man auf dem fürzes 
ften Wege, eine ver Buͤrmanniſchen ähnliche Darfkel- 
lung in meinen Zeichen ausdruͤcken kann. Man darf 
nehmlich nur, ſtatt des Buͤrmanniſchen ch mein V, mie - 
ober ohne Klammern (nach ber Erinnerung auf Seite 
XIII, oben) ſetzen, alle uͤbrigen Nebenbeſtimmun⸗ 
gen aber, wie ſie daſtehen „belbehalten. Der Unter⸗ 
ſchied dieſer Zeichnung von ber ſonſt von mir gebraͤuch⸗ 
lichen, beruft einzig und allein barauf: daß die Varia⸗ 
tionsclaſſen bier nicht, wie bey mir font, durch die 


| Solge do Buchſtaben 4 BCD, Ar. ſondern 


v 
durch v, v. Y, V.. . V, alſo durch bie Difonp 
erponenten, 1,2,3,4...rüber dem V (dem Zeichen 


der nach Warigtion) geriefen werben, welche, als Claſ— 


fenarponenten, ſich Bier auf die Graͤnze o beziehen, 
von welsher. ber. Anfang zu rechnen wäre, Een fo 
wäre, bey den Combinationen, ſtatt C nun © zu 
fegen, auch würden, bier, ſtatt der Combindiions- i 
r-i 4 
claſſen A, B, C, D. „A nun C, 6 C, C.. ‚C 
und.ftattder Combinationseloffen zu beftimmeen Sum 
men n, beren Complerionen die Polynomialcoeffk 
cienten benzufügen wären, ober Rate a’A, 6"B, c’C, 


DVD... nun ec, ec, eC, ec. . zu fegen ſeyn. 


Das- nur auf den Fall, wenn man bie Buͤrman⸗ 


niſche Darſtellung fo nahe als möglich.in meinen 


Zeichen nachbilden wollte; aufferdem würde ich doch lie- 
ber, bey Uebertragung jener Zeichnung in die meinige, _ 


den eingeführten Gebrauch, die Combinations » und Va⸗ 
| riations Claſſen durch die ö oise ber Buch ftab: en 
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anzudeuten, beybehalten. Dabınd werben bie Ord⸗ 
nungsexponenten 1, 2, 3, 4... über die C und V zu 


fchreiben erfpart „. jedem der groffen Claſſenbuchſtaben 


A, B. © D,.. wird der gleichnamige Polynomis | 
. alevefficiene a, b,.c, d... bengefügt,. welche mies 
der zu den Binomialcoefficienten "%, "2, "5 | 


BD, genau paſſen. 


Sollen aber einmal Koften aufgewenbet werben, fo | 


wären 'unftreitig, aus dem Ganzen gegnffene 


Grundzeichen, denen ſich die weitern Modificationen 
bequem ein- und anfügen lieſſen, bey weitem bie beſten. 


Freylich koͤnnte man dazu nur dann erft fchreiten, wenn 
fich hoffen lies, die Darauf zu verwendenden anfehnlichen 
Koften in der Folge mit Vortheil wieder zu erlangen. 


Man koͤnnte dabey das Aeuſſere der Chargctere gefällis 


ger machen „ und das Eckichte der Formen abruͤnden, 
woran ſich die Augen der analytiſchen Elé- 


zants jenes revolutionären Volkes, welchem vornehmlich | 
zu gefallen auch diefe literarifche Ummälzung in Wore 

ſchlag gebrache worden ift, Doch immer ſtoſſen wuͤrden. 

Zugleich würde dadurch viel Zeit und Unluſt beym Segen 


. bes Druds erſpart werden. 


Die Forderung betrefſend, daß bie combinatoriſchen | 
Zeichen von allen andern analptifchen fich gut unterfchei- 
den, und daher auch Buchſtaben daflır vermieden wer⸗ 


. ben möchten; fo, geht die Abſicht berfelben vornehmlich 


dahin, daß combinatorifche Symbole mit ‚andern, ohne 
Abbruch der Deurlichfeie und ohne alle Zweydeutigkeit 
fich ‚Fönnten vermiſchen laſſen. Meine aA, b’B... 
j"J; und andere combinarorifche Functionen, thun-unftreis 


tiger Forderung, wegen ihrer befonbern Form, vollfom« 


men Genüge; aber freilich iſt der Abſtand verfelben von 
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ben gemößnlichen nicht fo groß, als bey nachfolgender Sfeis ' 


chung Herrn Buͤrmanns 


4 x r r 
3PpC — 
a4 I =set-n? md, mn 


Solche Vermiſchungen finden fich bey analytiſchen Un⸗ 


terfuchungen häufig ein, wenn man das, was bey ihnen u 
combinatoriſch fich entwickeln läße, auch fofort combinato⸗ 
riſch zeichnet. Dies zugleich als ein Beweis, wie fi) etwa 


folche Symbole, ohne weitere Vorbereitung, im, Druck 
ausführen laſen. = | 


Das ift ein kurzer Abriß der Buͤrmanniſchen come 
binatorifchen Semiotik, fo weit ic) fie igt fenne, und 
ſoweit fich folche, ohne Die Zeichen felbit mic ihren Modi⸗ 
fieationen figurlich vorzulegen, überfehen laͤßt. Diefe 
Zeichen find, wie Herr B. ſ.bſt erinnert, eine getreue 

ng meiner Alphabeie, mit denen fie daher, in 
Abſicht auf harmonifhe Darftellung gleichen 
Schritt Halten ; fie find niche kuͤrzer aber einfacher, und 
daher nach Herrn B's Bemerkung, für Ausländer 
und Nicht⸗Gelehrte leichter und faßlicher. es 
ne dürfen nehmlich nicht. zwey ihnen verhaßte Alphabete 
(das deutſche, große und Eleine) erft leſen und ſchreiben 
lernen, und die fe, wenn fie auch zu den uncultivirten Nas 
tionen.der Erde gehörten, brauchen überhaupt gar keins 
zu wiſſen, weil ihnen die Zeichen, deren Grundzüge fo 
einfach find, unmittelbar mit der Sache ſelbſt vorgelegt 
werben fönnen; weshalb fie auch Anfpruch auf eine alle 
gemeine combinatoriſche ideographirte Zeichenſprache 
machen koͤnnen. Was ich von uncultivirten, wenigſtens 
nicht ſo helle wie wir erleuchteten, Nationen hier ſage, 
dafuͤr koͤnnte Manchem vielleicht das Ziel zu weit geſteckt 


| feinen. Ich habe aber dabey folgende. merkwuͤrdige 


| 
> 
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anzudeuten, beybehalten. Dadurch werben die Orde 
nungsexponenten ı, 2, 3, 4... über die C und V zu 
ſchreiben erfpart,. jedem der groffen Claffenbuchflaben 
A, B, C. D... wird der gleichnamige Polynomis 


. alevefficient a, b,.c, d... beygefuͤgt, welche wies 


der zu den Binomialcoefficienten "Y, "DB, "TE, 
AD. genau paſſen. “ 
Soillen aber einmal Koften aufgewendet werben, fo 
wären 'unftreitig, aus dem Ganzen gegoffene 
Grundzeichen, denen fih die weitern Modifirarionen 
bequem ein» und anfügen liefen, bey weiten bie beten. 
Freylich koͤnnte man Dazu nur dann erft fehreiten, wenn 
fich Hoffen lies, die darauf zu verwendenden anfehnlichen 
Koften in der Folge mit Vortheil wieder zu. erlangen, 


Man Eönnte babey das Aeuſſere der Chargeteregefällie 
‚ger machen, und das Eckichte ber Formen abrimben, 
woran  fih die Augen ber analytifhen El 
‚ Kants jenes vepolutionaren Volkes, melchem vornehmlich 
u gefallen auch diefe literarifche Ummalzung in Vor⸗ 
lan gebrachte worden ift, Doch immer ‚ftoflen wuͤrden. 
Zugleich würbe dadurch viel Zeit und Unluſt beym Segen 
bes Drucks erfpare werden. BE | 
Die Forderung betreffend, daß die combinatorifchen 
Zeichen von allen andern analptifchen fich gut unterfchei- 
den, und daher auch Buchſtaben dafuͤr vermieden wer- 
den möchten; fo, geht die Abfiche derſelben vornehmlich 
dahin, daß combinatorifche Symbole mit andern, ohne 
Abbruch der Deutlichkeit und ohne alle Zweydeutigkeit 
ſich koͤnnten vermifchen. laffen. Meine aA, BB... 
jnJ. und andere combinarorifche Functionen, thun/ unſtrei⸗ 
tig der Forderung, wegen ihrer beſondern Form, vollkom⸗ 
men Öenüge; aber freilich iſt der Abſtand verfelben von 











xix 


ben gewoͤhnlichen nicht fo groß, als bey nachfolgender Gleis 
Qung Herrn Buͤrmanns Bu | 


v 
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Solche Vermiſchungen finden ſich bey analytiſchen Un⸗ 
terſuchungen häufig ein, wenn man das, was bey ihnen . 
sombinatorifch ſich entwickeln laͤßt, auch ſofort combinato⸗ 
riſch zeichnet. Dies zugleich als ein Beweis, wie ſich etwa 
ſolche Symbole, ohne weitere Vorbereitung, im Druck 
ausfuͤhren laſſen. | . 


Das ift ein kurzer Abriß der Bıirmannifchen come 
binatorifchen Semiotik, fo weit ich fie ige fenne, und 
ſoweit ſich folche, ohne die Zeichen felbft mit ihren Modi⸗ 
ficationen figurlich vorzulegen, überfehen laͤßt. Diefe 
Zeichen find, wie Herr B. ſ.'bſt erinnert, eine gefreue 
Ueberfegung meiner Alphabere, mit denen fie daher, in 
Abſicht auf harmoniſche Darftellung gleichen 
Schritt Halten; fie find nicht kuͤrzer aber einfacher, und 
daher nach Herrn B's Bemerkung, für Ausländer 
und Nicht⸗Gelehrte leichter und faßlicher. Je⸗ 
ne dürfen nehmlich nicht. zwey ihnen verhaßte Alphabere 
(Bas deutſche, große und Eleine) erft lefen und fchreiben 
lernen, und biefe, wenn fie auch zu den uncultivirten Nas 
tionen.der Erbe gehörten, brauchen überhaupt gar keins 
zu wiſſen, weil ihnen die Zeichen, deren Grundzuͤge fo 
einfach find, unmittelbar mie der Sache felbft vorgelegt 
werben koͤnnen; weshalb fie auch Anfpruch auf eine alle 
gemeine combinatoriſche ideographirte Zeichenſprache 

‚ machen fönnen. Was id) von unculeivirten, wenigftens 
micht fo Helle wie wir erleuchteten, Stationen bier fage, _ 
| dafiir Bönnte Manchem vielleicht das Ziel zu weit geſteckt 
ſcheinen. Ich habe aber dabey folgende merkwuͤrdige 
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[2 
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Stelle aus einem von Herrn Buͤrmanns Briefen (von 


15. Sept.1798)vor Augen gehabt. „Sich münfchte die Ana 
„ Infisauffer Europa bekannt zumachen. Die Zeit iſt da, wo 
„unfere Wiſſenſchaften gemeiner werden wollen, und Bd 
„‚nopartens Heldenzug *) wird nicht wenig dazu beytras 
„gen. Es fcheine mir darum nörhig zu feyn, auf eine alle 
„gemeine, ſyſtematiſch einfache Bezeichnung zu denen. 
„In Eonftantinopel, in Perſien, in Peking, in Ja- 
„pan und Indoſtan, find die franzöfifchen Anfangsgrüns | 
„be der Mathematik in die Sandesfprache überfege worden. 
„Gott weis, welche Formen unfere meift ſchweren Euros 
„päifchen Buchftaben da befommen haben, und mie fehr 
„eine “ohnehin ſchwere Wiſſenſchaft dadurch erſchwert 
„worden iftle Ä | 


Der Beyfall, welchen ich jenen neunorgefchlagenen 
Beichen.hier- ertheilt habe, kann den meinigen feinen Eine 
ag hun. Here Buͤrmann erfennt fie für Die vollfom- 
menften fchlechterdings, die ſich Du ch Buchftaben an 
geben und bdarftellen laſſen. Sie werden alfo immer 


fortdauern, um fo mehr, da uns das Sefen und Schrei. 
- ben der Buchſtaben, fo wie ihre alphabetifche, fo gue 


zu benußende, Folge fo geläufig iſt. Auch kann die Eins 

führung und der Gebrauch doppelter Zeichen gar nichts 
fehaden; feldft die Unbequemlichkeit, Die einige, die fih 
meiner Zeichen bereits bedienen, . von daher befürchten, 
ift nur fcheinbar, nicht reell, indem der Heberblic einer 
einzigen Octavſeite, worauf die Zeichen verglichen wer⸗ 


den, ben Kenner der meinigen fogleich in den Stand fegr, 


die andern zu lefen und zu verftehen. Es tft ja niche 
das erſte mal, daß bey einer Wiffenfchafe, gleich von 
ihrem Urfprunge an, doppelte Zeichen, ohne Nachtheil 

*) Obgleie , wie wir nun wiſſen, jener Zug nach Eyypten 


in politiicher Hinſicht ganz verunglückt it, fo wird er Doch 
für die Wiſſenſchaften, für aͤnge und Gewerbe, nicht ohne 


erſpriesliche Folgen ſeyn. 
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find gebraucht worden; und fo werden bie behderley com⸗ 


xxil 


binatorifchen in volllommenem Einverfländniffe mit und 
neben einander beftehen fünnen. Was das Finftige 
Schickſal dieſer Symbole feyn, und ob bie eine Art der⸗ 


jelben vor der andern ein merkliches Uebergewicht iin Ges - 


brauche bekommen werde? das kann die Urheber ber» 
ſelben wenig fümmern, Die daben nicht auf ſich, blog 


auf die Sache fehen — wenn nur die Wiffenfchaft dar 
durch gewinnt; und das wird fie gewiß, wenn Herr B. 
feinen Plan verfolgt, und das Publifum recht bald mie 


feiner Analyfe combinatoire beſchenkt. 


Wegen meiner bokalze ichen und Formeln hat 


ſich Here B. nicht erklaͤrt. Der ſchnelle Ueberblick, den 


ſie gewaͤhren, indem ſie die Beſtandtheile des zuſammen⸗ 


zuſetzenden Ganzen kurz darſtellen; der enge Zuſammen⸗ 
bang mit den combinatoriſchen Functionen, durch welche 
fie ſich bequem ausführen laſſen; der Umftand, daß, wenn , 


man ohne ihre Benhülfe fogleich zu den combinatorifchen 
Ausdrücken ſchreitet, man nicht felten in unnoͤthige und 
verdruͤßliche Weitläuftigkeiten verfällt (Toepf. comb. An. 
©. 176 — 180; Arch. d. Math. H. VIL S. 374, 3755 
10), — dies zufammengenommen, macht ihren Ge« 
brauch wichtig, zum Theil unentbehrlih. Will man 
aud) hier Buchftaben im eigentlichen Sinne vermeiden, 
fo darf man nur ſtatt meiner gewoͤhnlichen Reihenbuch⸗ 


ſtaben p, q, 5 s, t..., flott. der Glieder- und Coef⸗ 


ſiclenten zeichen 7, x, andere willkuͤhrliche Zeichen oder 
buchſtabenaͤhnliche Figuren wählen, Die Sache hat 
nicht die geringfte Schwierigkeit, - | 


Diefer lange Vorbericht wird hoffentlich keiner Ent⸗ 
fhuldigung ‘bedürfen, Die vergleichende Betrachtung 


der Zeichen ſteht an ihrem rechten Orte: an der Spige 


einer Schrift, bey welcher auf leichte und vielumfaffende 


S 
Sn 


xvıt 


- "Symbole fo viel ankommt. Der Nusen ſolcher Zeichen | 

iſt ſehr groß und mannigfaltig, Sie beziehen fich auf 
ganz einfache Darftellungen, dienen zu bequemer Auffafe 
ſung derfelben, kürzen Die Vorträge, Schlüffe und Ba 
weiſe ab, erleichtern dadurch das Nachdenken, und fchaffen, | 
wie fchon Herr Profeſſor Pfaff bemerfe bat, ven wer 
fentlichen Vortheil, daß fie Unterfuchungenveran- | 
kaffen, an die man font nicht fo leicht gedacht hätte — 


* | 5 Ä 
Ce n’eft qu’en generalifant les combinaifons et en 








'Simplifiant leurs Symboles, que l' ame diftingue les 


“ parties d’un Tout immenfe. C'eſt en foulageant ainfi 
‚Ja memoire, que l’imagination difpofe.de toutes fes 

forces, que l’homme concentre, Pour ainfi dire 
q D 


_ }Univers au foyer de fon efprit. E/sai de Calcul | 


f onct. Fect. J. 
Leipzig, im April 1800, . 


. - Earl griedrich Hindenburg. 
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‚I 
Entwickelung gebrocherier Sunctionen, in lokal⸗ und com« 


binatorifchen Zeichen dargeftellt, in Tafeln geordnet, und 


. mit hiſtoriſchen Erläuterungen verfepen, 
von = | 
Carl Friedrid Hindenburg. | 





. 


N % 


Vorerinnerung. 


Mir Abhandlung ift durch die folgende des Herrn Pros 


feflor Trembley’s veranlaßt worden. Beyde enthalten dies’, 


ſelbe Aufgabe, nur unter verfdhiedenen Namen und Formen, 
und auf verfchiedenen Wegen aufgelößt, Die Evolution 
gebrochener Functionen führt auf wiederkehrende Reihen, 
und diefe find alfo ein Nefultat von jener. Wie wichtig eis 
ne verbeflerte Theorie folcher Meihen, fowohl an fi) als 
wegen ihres ausgebreiteten Einfluffes auf andere Aufgaben 
fen, ift befannt. Um fo mehr wird die moͤglichſte Simplis 
fication derfelben durch die combinatorifhe Methode, 
in ihren darftellenden leicht auflöslichen Zeichen, den Ana⸗ 
lyſten willkommen feyn. wu 

Herrn Trembley’s Verfuch einer neuen Behandlung 
diefer Reihen war ſchon damals, als ich die er ſte Samıms 
lung combinatorifch: analytifher Abhandlun⸗ 


gen *) abdrucken ließ, in meinen Händen. Ich war wils . 


a) Diefe Schrift in bisher unter dem Cnutı anf ben größten. 


Theil nicht auf ben ganzen Inbalt derfeiben paflenden) Titel: 

yolynomifher Lebrfap ıc. citirt worden Hier und im: 

der Folge aber ‚werde ich felbige immer unter den obigen ans 
1 4 ’ 


> 
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9 I: Hindenburgs Entwickelung gebt. Sunctioneh 


lens, fie dafelbft einzuruͤcken, uud hatte dieſerhalb ſchon die 
dortige Aufgabe ($. 215. ©. 289, 290) nach meinem Ber- 
fahren und in meinen Zeichen, zur Bergleichung aufgeftellt; 
nur bie Enge des noch übrigen Raumes hinderte das Vor⸗ 
haben, Beyde Abhandlungen folgen nun; die meinige, 
nach ihren beyden, von einander wefentlich verfchiedenen, | 
Formen: bie Tremblepifche, mit einigen Erlduterungen 
und Bemerkungen von mic verfeben, bie man hoffentlich | 
| er sberfäfs finden wird, 





N 


% Yufgabe, . Das Enioiteumgenc für schen | 
unetionen 
pi! (er Lbx* F+cxt23L etc)! 
are etc.)* 
in Lokal⸗ und combinatoriſchen Zeichen ausgedruͤckt, 
| darzuſtellen. | 


— P 


2, Aufloͤſung. I. Der obigen, in Lokalzeichen 
auegedruͤdten, Reihen (1) 


— puix +pn2xLpngx 2° etc. 
g> = = quix’+quax’-tgagx’*4 etc. 
Potenzen 
pr P xix ®Lp" —8 ypt ae etc, 
g’— g’uız” Ignaz" Lg’ngx”* u etc. 


find, nach dem polynomifcden Lehrſatz e, für jede x 
‚und 5 gegeben (Erfte Samml. c. a. Abh. S. 2. 


gemeſſenern Titel: Erfte Sammlung Lombina to⸗ 

en führen, Darin 
ote h errn embley’ r t b 

erwähnt worden, bie ich " eben erhalten bette. oriſt bereits 


ı? 


— 


- 
\ . % B 


in lokal- und combinatoriſchen Zeichen: 3" 


U. gar P nehme man eine Reihe, die mit g’—q’uıa” - 


49 Sax‘ etc. multiplicirt, dieſelben Potenzen von x 
darſtellt, wie pfꝛ. Man ſetze alſo 
P= Pxız"“"+Puox ip Pugz te t2o etc. 


und ſuche der angenommenen Reihe P nnd ber Potenzen 


P,g, Coefftcienten _ 
Pxr, Px2, Pu3,,.Px (a4) 8 
p'x1, p'x2,P'%3 ...p% (n41) 
g’xL, g’22,q’23 ...9’% (n+) 
durch einander auszubräden. — 
1, Das gefchieht entweder fo, ‚daß die gefuchten Sorfe 


, 


ficienten der angenommenen Reihe P unabbängigvon ' 


einander, blos durch die Coefficienten der Potenzen p',g®, 


die durch die Coefficienten ber Reihen p, q gegeben fl: () 


dargeftellt (directe independente Form) oder, daß zugl:ich 
folgende oder fpätere Coefficienten von ihren vorhergehenden 
oder frühern ab hängi 8 gemacht werden Cecurrirende de⸗ 
pendente Form). 


Die Aufldfungsformeln beyder F ormen der Haupt⸗ 


aufgabe (1) und einiger ſpeciellern davon abgeleiteten, will 


ich in folgenden Tafeln aufſtellen. So laſſen ſich die 


Formeln am bequemſten uͤberſehen und mit einander vers. 
gleihet. Die Rechtfertigung derfelben durch Beweis, . 
nebft einigen Bemerkungen, ihre Ginrichtung und den Ge⸗ 


branch breffend,. follen hinterher nachgeholt werden, 


- 
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j 4 I. Hindenburgs Entwiclelung gebr. Functionen 





Lafel L Aufdfungsformel der Hauptaufgabe %) 
A. Recurrirende dependente Form. 
x) Combinatoriſche Grundlage in Variationsklaſſen. 
3, a. Fuͤr 
om (ax +-bx* Spez ete y _ 
di (ax’+ßBx’ Hyd ete)e etc. .): Zu 
if P= Pxıx'** — terre Du ggrtsttadn, etc. 





'zı u 
und Pxı = — 
' I 
. q’P 
n—2B 
Px2 = P — 
qxi 
g’P ’ R 
p»3—’B \ 
Pr = — — 
g’#r 
g’P ’ 
oo ya—rB 
Ps = #4 ‘ 
de, 
.9 ur g — 
a * ua) —?"B 
. Ps (n+ı —,— 
(n+) = * 


[gr gi, "03 lat]. 
P[s ‚„Pxsı,Px2.... Psn ] 
. [ : ’ I ‚ 2 ‚eerr$ n } 


Die Zahlen 1, un im Zeiger beziehen fih auf die 
Gberftehenden Eoefficienten von P und q’; deren Verf 
bindumg mit einander die beffimmten Variations- 
tlaffen beflimmt nachweiſen. Infin, Dign. p. 172.1 
Tab. VIII; Nov. Syft. Perm. p.LX. Tab, IV. 1 








Idie ——2* dieſer Klaſſen giebt, zeigt Seite 6. 


‘ 
9’ 


in lokal⸗ und combinatorifihen Zeichen. 5 


ſeſe I. Aufloͤſungsformel der Hauptaufgabe (1) 
0 B,. Directe independente Form, 
a) Combinatorifhe Grundlage in’ Variatjonsklaſſen. 
















3, b. Fuͤr 
p' (ax +bx* Geo etc.)" 
g’ — (xx 4 gx’*° +yx’*2? + etc,)° — 
iſt P= Prix" + Puaxttd Puguttt di elc. 
\ . . . g°p' 
und Prı = (gq-’p) B ' 
N . , g”°’p‘ . j s 
Pr = ((p)n=’B 
q"p 
P3= (A) B 
| sp | N 
Pr = (Q’p) ng ’B 2 
⸗ — ⸗ s — 
q”'p" . vw 
Pr) = (Ra 
alſo P d. i. | 
-S.? 


g'p‘ g’p" m . 
gp' — [? B +? Bx® + HBx 4 ete. ]x° 

‚p'[pxt, , px2 , -ps3.. .] 
g’[g%aı, g’a2 . gene. 
[LI,.32 33 2* .] 

Ä Megen der Zahlen 1, 2, 31. . im Zeiger, gilt diefelbe 

' Erinnerung wie auf Seite 4 unten, Was die Zerlegung 

ver bier aufgeführten Variationsklaſſen giebt, zeig 

Seite T» | ur 





6 I. Hindenburgs Entwickelung gebt. Functionen 





Tafel J. Aufldſungsformel der Hauptaufgabe (1) 
A. Recurrirende dependente Form. 
) Zerlegte Variationsklaſſen (3 =) in ihre Theile. 








p@ a, "Für die Yurgabe (1 oder 3, a) 
AR Par = pur: fen 
Pr2 = (pin — q;u2. Pai): qẽvi 


gar Ja'r2.Pxa | 
Pr3 = (p'x3 — 1a’%3. —2 ge 


vg „| 
Pra= (pug—ıguaPua Jg 
la | J 

2* — ⸗ 2 


q’a2.Pzn .* 
g°#3,Px(n-ı) 
Pete ⸗95: qxx 


q*ẽxn. Px2 

g’s(n-H).Pxı) 
PlLa,sb,cy,d, e....] 
qle , B 7 ’ oe, Ereea] 


Das Zeichen — afficirt hier alle Glieder zwiſchen den 
jRlammern [.P vor welchen es ſteht; und q’xt iſt ein ge: 
ae Divifor überhaupt in alle Glieder, Weit 
P',q° durch p und q gegeben find (2) fo iſt auch pFarzg’xı 
d. i. Pxr gegeben, und dadurch Pa2, und Paz u ſ. w. 
Es erhellet, daß bie Recutrenz lediglich auf den Pr, 
l’ ”2, Pu3... berubet; da die p'ar, p'x2 ... und g’xI, 
g’x2 .... durch p und J gegeben find, 
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in lokal⸗ und combinatoriſchen Zeichen. 








Tafel J. Aufloſungsformel der Hauptaufgabe (1) 
B. Directe independente Form. 
Zerlegte Variationsklaſſen (3, b) in ihre Theile. 





4, b. zar die Aufgabe oder 3, b) 
it Pxı = (pg”)xı = par .g“ar | ’ 


en 

6 "8. s U 
Alſo P d. i. | 

Pa’ —[prri ‚g*e] > Sat 


x1,g”"°%2. _ 
4 a nah Zum 


fr" p'a1.g”°x3 
+ p'r2.g7 | ze ad 


prug. gs) 
ku 9 4 
dpleng”a (n+ı 
p'x2,gq”"xn 
+ | ’ ⸗ —8B— 


præen. ga 
p'a(nt1).g”°xı] 
pla,b,ce,d 0, 0e..] 
q[lı 2) B „v0, 0., Excel 


Ni 


Die Eoefficientein der hier untergeſetzten Scalen p. q. 
find einerley mit denen der Reihen p, q der Aufgabe (3,b). 
Die hiefigen Lokal⸗ Zunctionen laffen fich leicht in combi⸗ 
natorifche umſetzen. (E. S. c. a. A. S. 235, 298.)  & 
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Tafel ll. Huföfungöformeln für einzelne Fälle. 
A. Recurrirende bependente Form. 
_—_ [0 

5,2% Fuͤr 
p ax Hbxtrdhogter2d, etc. 


LU} — — —— v 


9 — tax’ —— etc. 
ft P= Pxıx“” +Pa2x "FLPugx rad etc, 
‚und Paı = pr : gu 








Px2 = (px2.— qua. Pur): gut ! 
un _ - fqu2.Px2 . 
Pa3 = (pı3 — qu3.Par ): qur | 






⸗ 3 ⸗ 2 s 
pla, b, ec, d, e,..J] 
ala, 8, Y..d, ®,, .] 
Alles wie in (4.a) wenn man dort r— s—ı ſezt. Eben 















ifo hätte man (aus 3» a) < durch Variationollaſſen Aus: 


brücen konnen. Anch kann man hier « flat qui und a, 
b,c... flatt par, ‚Px2, px3.... ſetzen. 








6,2 Fuͤr 

p ax px Log +28) ete. 

— — nn m — 
q aAx“ꝰ - BR yx’t2d_ etc, 







Haben die Par, Px2,Px3 .. in allen ihren Gliedern das 
- BBeihen +. Man barf alfoin (5, a) nur überall, wo — 
ſteht, das Zeichen + fetzen. uch in der Scale q. ha⸗ 
ben Hier die 8, , d 4... das Zeichen + (wie in 5, a) 
Per — a, — . — u — s,,.im Nenner entge- 
gengeſezt. 










Die Auflhſungsformel für das — — (hieri in 6,2), i un« 
q 


ion 1.3) ausgeführt, Wegen der umſekung der Zeichen: 
1 in + (Ebend. und ar), 






in lokal ‚ und combinatorifchen Zeichen. . 


Tafel 1. Auflöfungsformeln für eingeine Faͤlle. 


B. Divecte independent Form 
5, b. Fuͤr 


© 








p ax" br Lcxf23 etc. . 
q x ax hyx —** + etc, — pP , j 
ftp" = a— ı"” | 
0% ! 
a'A) 
%& 
7 „und . 
A 9 
m a  — — — 
a a? 
dA —RX 
— bb; | 
I 
+ ec — 
& 
A, BB dC 
(7572 
(2 b°B 
Bu Pr 4/43 
x 
\ aA 
— C — 
ı 
+ d— 
2 Br 2 ⸗ 2 ⸗ 
2 >» ‘ 2 u Er zur :) 
‚2 3 oe 9% 
6, b. Far 4 


p __ axfpbr tiert etc. 


1. "X BR — etc. 

baben Alle Glieder und ihre Theile daB Zeichen + daher man hier 
für 6, 6) Überall + ſtatt — in den ECoefficienten «in 5, b) feyen 
muß, Der Zeiger iſt dennoch hier (Wie in 5, b) derfelbe ; nehmlich 


8 +y9, + ...) 
I, 2: Z.0.%+ 











Lafel I. —— fuͤr einzelne Fälle. 


. Mecnrrireude dependente Form. 






1 Ä 
== (æx — etc et -q 
iſt Q = Qxız ”+Qnax + rt etc. 





„m geı =.1ı: qua 
— 
2 _ 
Qua — — — m q—. Arrigeal 
g’xı | 
Er 
| Br; *2 Pers 
% = — — — * KL. 
Vs — Ad. Oxıf. Ed 
8 . 5 ‚3 4 
0 far. Qum 
. nı!3 5% 9x (n-i) j 
Oxla+l) == —— =- 41% <q’xI 
qꝰxi 2 
g’a(n+1),Qxıf' 


Der Zeiger wie in 3, a, nur Q' für P\ 

Die Scalefürq wie in 4, a | 

Folgt aus 3, a und 4,2, wenn man dort P= 9; a 
- pfuı=, b=sc=d=et — 3; und 
p'»2 = p'n3 = ptx, = etc = o ſetzt. . _ 


1 1 
u ar’ tax Lyx’t2dL etc, — 8 
Darf man nur in 7, a das dortiges = 1 ſetzen. Eben das 
ailt auch für den Zeiger; die Scale fuͤr q iſt hier mit] 
vet in 7, a übereinflimmend, | 7 





% 


ir lokal⸗ und ombinadoelſchen Zeichen. m, | 
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Tafel II. Aufldfungsformeln für einzeine Säle ii 





B. Directe independente. Form. 





7, b. Sir W 
I 1 * 
= 4* 








75 (ax +öx’yx’t2 etc .* 
= garıa g max te etc. 


ft q 


a dx 


u & 


ara‘ -3b”B v+2d 
a IT 





- UA BB EC yesyi3d 
et 
ne 2 ⸗ 
Ps» 5 . ’ oo. 


I 4. 
Erfie Samml. c. a. Abh. ©. 235, 3 ee das dortige m hier — s, und 
fur die Pleinen lateiniſchen Buchftaben , die zugehoͤrigen griechifchen 
geſchrieben. Ddiger Werth für q-* anders ausgedruckt (42). 


82 . Für I. v 
r — I — 211 
q ax + Br’ +yx’'22 +etc. , . 3 
1 4? 2 . . 
1 a’A | A WB 
⸗ nn d — ‘ 
t'=—r’—— x” 5 Fre 


. „A b’B ec > 
— ] yurrad u. ſ. w. 


— — — — 
[ tu 











ar æx 
Naͤhmlich fuͤrs — 1, iſt A— — 1; *B—413; *6 
=—1, 2 * 13. .. alſo (8, a) 
aA 6B c’C d'D 
= +50 + — etc. |» 
DE BEER RE 


“. 


4 


12 1 Hindenburgs Ennniteling gebr. Funchonen 








7T7Tafel IN. Aufldfungsformeln für einzelne Faͤlle. | 
A. Recurrirende dependent? Form. 
——— 9, 2 Für | | \ | Bauern 
| _ ı _ 
En — ax’ — Br — ———— etc. Q 
iſt —E Qxıx "-HQRaX gerrd He etc, 
I . * 
md = = | | 
28 
B 
QR=+ — =+PRe:e | 
* 
— 18.0x2], , 
= ++ — B 
* B. Qu | 
amt z—tryre 
N) 6, Su a 


Altes, wie in 7, a; nur PR "ums ſtatt der dorticen — hier uͤberall 
+ geſetzt. Fuͤr die dortigen g8L, qx2, g4x3, qxu4q... ſtehen bier æ, ß, 
YGIooc Man vergleiche (21. 22). 
10, a. Kür 
1 1 | 
q 1—Bx® — a — ir — etc. 2 
ift Q = Qxıt+Qxax’ + u etc. 
Pr wwlr=ı . 


mn “ 


— 


aQ Ä | 
OQn—=’B= 4. Qu 
aQ 
03 B B. gr2tr.Qer 


> J 2 F-] 
qe ı ß, Yo dee 
⁊ Qt 3 QuI ’ Qx2, Qu3 ... ] 
m [> I» 2, Zee.) ⸗ 
Man ſehe (43) — v 
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| Tafel IL. Aufloſungsformeln für einzelne Fälle. 


| B. Directe independente Form. 













J 
9, b. Für . 
1 {1 I, 
Zu = q” 
q ax — ß x’r‘ yx't2d etc 
1 
tg’ — x” 
& 
WA 
+0 
+ % / 








:. 
( ß 1; ö. N 8 222* ) 
1, 25 35 4 so . 
Alles, wie in 8, b; nur überall das Zeichen P flatı 
— vor die Combinationsklaſſen gefeßt. 


10, b. Fuͤr | 
I 1 
—— — — — — — — — ** 
q 1 Br’ — yx— dx’ _— etc. 


ft 5 14 a'Ax°+ [aA+b’B] x” 
+ [PA+HB+ECI ZH etc. 
6 22 .„ 8% .. 
P 1, 25 3, 2...) 
Alles, wie ing, b; nur «—ı und v=o gefeht. Ei: 
ne andere Darftellung in involutorifchen Zeichen J und J 
in der Folge (44, 45). ' | 


j | 
3 


⸗ 


6 T. Hindenburgs Entwickelung gehr. Functionen 


[Tafel J. Aufldſungsformel der Hauptaufgabe (1) 
. A. Recurrirende dependente Form. 
G) Zerlegte Variationsklaſſen (3 2) in ihre Theile. 
























4, a "Für bie Yurgabe (1 oder 3, a) 
ift Par — par:guır 
Pa2 = (pn — q’x2.Pxr):q’xı 


| — °42,Px2 Ä 
Px3 = (px»3 — { 8 * D : qꝰxi 





g’mp.Pn3 
Pr4 = (png— 1 q’n3,Pra N): g’xı 
. | —8 J 
W — ⸗ Zr 
— | g°’a2.Prn 
7 . FRE | 
Prlotn)z(p'x(o 4) so = ige 


g’un . Px2 

g’#s(n-H).Pxı) 
P a , b, ec , _d N e...] 
ql[l« ; B 7 ’ de, Exrey] 


Das Zeichen — afficirt hier alle Glieder zwifchen ben 
jRlammern [ ] vor welchen es ſieht; und q’xt iſt ein ge: 
meinfchaftlicher Divifor überhaupt in alle Glieder, Weil 
B',9° durch p und q gegehen find (2) fo iſt auch prar:qui 
d. 4, Par gegeben, und dadurch Px2, und Paz u. f.w, 
Es erhellet, daß die Necurrenz lediglich auf den Par, 
"u2, Pug ... beruhet; ba diep'xz, p'x2 ... und q’sı, 
- Ig’x2 „. . durch p umd q gegeben find, 
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in lokal⸗ und vondnneheſhen Zeichen. 7 





ſaein A J. —— der Hauptaufgabe (1) 


B. Directe independente Form. 
8) Zetlegte Variationsklaſſen (3, b) in ihre Theile. 








4, b. zar die Aufgabe a oder 3 b) 
ift Pxı = N "gsx = pfar.g"sı 
Pro — (pfa=s — Sp” „a - 
x2 = E q Ja2 = % —8 
"8. ⸗ 
If P D. i. 
pPg°’=[Ip tur. Cur]xtv 
+ f p' “l. ga] xrumstrd 
{p’xa. q*«ı 1* 
P'rt.g” 2 
+ F Iua,g”’n2 tz! -sy+2d 
& n3.g°x1 | 


9 3 3 4 


j | ptx I.q Sx | 
"u2,g”"an 
4 p - q —8VB 


⸗ 8 
prxn. q”°xa 
pa(ntr).g*eı 
pla,b,c,dy, ec] 
"ql[la n) B „»- Y"; e., Exee] 1 


Die Coefficienten der bier untergeſetzten Scalen p,q. 
find einerley mit denen der Reihen p,q der Aufgabe (3.b). 
Die hiefigen Kofal= Functionen laſſen fich leicht in combi⸗ 
ngtorifche umſetzen. (E. S. c. a. A. ©. 235, 298.) $- 





) 


81. Hindenburgs Entwickelung gebr. Functionen 


Tafel II. Aufloͤſungsformeln fuͤr einzelne Faͤlle. 


A. Recurrirende dependente Form. 
—ñ — — — —— | 


5% duͤr 
p ax bad Lege. etc. 


x’ + — ya’ ee 
q + 


it P= Paıx“"LPx2x "LPugxtadı etc, 


‚und Pxı = pxı : qui 



















Px2 = (px2.— qua. Pui): qui 
— ton JW2.Pr2], Fa 
Pı3 = (px3 —, Tqx3.Par f ); ger, 
a 2 9 a. 













pla,' b, c, d, e...] 
gl — B, Y, 6, € .. .] 
Alles wie in (4.a) wenn man dest r— s—ı fest. Eben 






ſo Hätte man (auß 3,2) dur Variationsllaſſen aus 


druͤcken konnen. Auch kann man hier « flat grı und a, 
b,c... flatt PXI, px2, px3... ſetzen. 






6,3% Fuͤr | 
pP ax ybatttLcglrzd, ete. 






.q ax" Bx’*? _ vxꝰtad etc, 
Haben die Par, Px2,Pu3 .. in allen ihren Gliedern das 
Zeichen +. Man darf alfoin (5,a) nur überall, wo — 
tet, das Zeichen + fegen. Auch in der Scale q. ha: 
ben hier die 8, 1.8... das Zeichen + (wie in 5, a) 
‚den — ß, — 1 X ‚im Nenner entge⸗ 
gengeſezt. | | \ 
















Die Aufldſungsformel fuͤr das (hier in 6, a) iſt un: 
En q 


ten (23) audgeführt, Wegen der Umfegung der Zeichen 
I in + (Ebend, und on). 





® ’ 





in lokal⸗ und combinatoriſchen Zeichen. 9 
Tafel Il. Auflöfungsformeln für einzeine Falle. 











B.. Directe inbependente Form. 
Tr ä Eu 
5, b. Fuͤr 


p ax“ +Hbx I Hex “24 L etc. . 
q — ax’ ext dL etc; — Pq \ ‘ ⸗ 


“A. BB CC 
— 4 — — — — . 
2 a? n* 





‚ & 
aA BB 
nl 
\ 


a? a3 &-V+3d 
ı x 
aA 


a2 
ı 
\ + d— 
%& 
⸗ ⸗ 2 ⸗ 2 ⸗ 
— a ee, 2) 
1, ,2,3 353 ZZ: ‘ 


6,b. Für 
pP _ ax ba td Lcxtt2dr etc, 


— — — — ——— — — — — 

æx- — ———— —— etc, 

haben Alle Glieder und ihre Theite daß Reichen + daher man hier 

(für 6, b) überall + ftatt — in den Coefficienten (in 5, b) ſehen 

muß, Der Zeiger ift dennoch hier ‚(wie in 5, b) derfelbe ; nehmlich 
* E, ty, 133:5) 


I, Dr Ze.:. 





















Tafel Il. —F fuͤr einzeine Fälle 


A. Recnrrireude dependente Form. 





8 


q — (æx 7 etc . — Q 
ift = Oxıx“ +Qn2x"* Ha + etc. 
und geı =: g’aL 





. — | 
On = > 542, Qxıig’xı 
gu 
r 0 
3 _ Jar Qx2}. 
— — — — Sr 
9x3 gq’x1 u "3" Quıf . 3 
. ⸗ 3 ⸗ 
, .,9q9Q fjdu: Qu 
" HB, _ 
Oxla+i) mu or 2 — q 3.08 a » sg’xı 
| q WEHEN Qur | 


Der Zeiger wie in 3, a, nur für P\ 
| Die Scalefür q wie in 4, a | 
Folgt aus 3, a und 4,2, wenn man dort P= 9; al 
I- fae=ı; b=sc=d=et =od=u, mm 
p'x2 = p'n3 = p'ng = ete = 0 feßt. — 
sa Br 
1 — 
q — art BR hy etc. — Q 
Darf man nur in 7,a dad dortige s = ı fegen, Eben das 


ailt auch für den Zeiger; die Scale fürg iſt die mit 
zer im 7 a übereinflimmend, 








inlotale und combinatofihen Zeichen. m. 


— — 
Tafel U. Auflöfungsformeln für einzelne Faͤle 
B. Directe independente Form. 


7, b. Bi W 








Tea 

ft = gras” J etc. 

alſo x” 
—YalA 


stri. 


„sY-+d 





&% 


Aa?‘ Bbeß 
+1 — 





1 yus’+2d 
j as+! as’? 
-  URA BB EC Ä 
. — — — — — nn ] gerad 3 
st! .ast? st3 
⸗ 2 3 = =" ⸗ 
P 3. I >» j 2 U... 





I 2 
Erfie Samml. c. a. Ah. S. 2 


2 4 se» 
035, 3 ehe das dortige m hier — s, und 


fur die Pleinen lateiniſchen Buchfiaben , die zugehörigen gricchifchen ” 
sefhrebeh. Diiger Werth für q-" anders ausgedrudt, (42) 
8, b. Sür 9p | 
1 1 
— — 2— q. 
q tee, 0° 
vo 5,1 ’ 2 28 
1 a’A A b’B 
. BR) — v+2d s 
it q LT — — [— - —\k 
ſt — 4 | Br TS 7 3 | 
A BB CC 
/+3J ' 
— —— — —+ ur ] x +3 # ſ. w ” 
& & & 


Nähmlich für s=ı, iſt » A——1; 0 — +1; e 








— — 13 - = +13... alſo (8, a) 4 
a” baß CC vWD | 
Tr am=— er I _ + - — etc. N 
er a a⸗ 
Rh, Yo»  , eııe ) 
I 2 3 4.» + 





t 


2 ı Hindenburgs Entwickelung gebr. Zunckionen | 














Tafel U. Aufldfungsformeln für-eingelne Falle. | 


A. Recurrirende dependent? Form. 


— 
9, a Fuͤr | 

I I 2 

_ [| — T777 m — 

q | ex” — ——S— —— etc. 


iſt —E Quix Quax Rt etc, 


‘ 











I 
En | D 
qQ, 
”B 
Om=+ — =+AQm:= 
rs alle 


a 


Alles, wie in 7, 2; nur FE “und ſtatt der dorticen — hier uͤberall 
* geſetzt. Fuͤr die dortigen qsI, qx2, qx3, qx4 ... ſtehen bier a, Al 
Yde co. Man vergleiche (21. 22). 


10, a. Für 
1 1 
Er ee — ——_Q. 


I—Bx° —yx I__ 2?’ etc. 


EE Ltg + ut etc. 
and Qxr = 


| 20. 

ga —="B=B,. Qui 
qq, . 

OB = RE 


I, FR Y, ER ] 
3 QuI s Qu2, Qu... 3 
5 


- Man fche (43) 





in lokal⸗ und combinatorifchen Zeichen. 13 

—l e —. —— — — 
| Tafel IL Auflöfungsformeln für einzelne Fälle, 
B. Directe independente Form. 0 





9, b Fuͤr 
1 Li ' 
u — ar* 
q ax’ — Bx’”? yxtr2d etc ) 
1 
fg’ — x 
& 
a’A ' 
„Y+d 
rar | 
“ “A # 











3 8 : 

(7° La de, 1::) 

1, 25 35 Ace | 

Alfes, wie in 8, D; nur äberall das Zeichen + flatıl - : 
— vor die Combinationsklaſſen geſetzt. | 


10,b, Fü | 
1 I. = \ 
q 1— Bx’— yx® — dx?’ — etc. 


it ’=ı4+a'Ax®+ [aA+H°B] x’ 
+ [PA+BB+ECIK+ etc. 
(7 Ya de, ::) 
253 3, 4: 
Alles, wie ing, b; nur a=ı und v—o geſetzt. Ei: 


ne andere Darftellung i in involutorifchen Zeichen J und J 
in der Folge (44, 45). 


4 I Hindenburgs Entmictelung gebr. Junctlonen 


- 





Tafel I. Aufldſungsformeln für einzelne Fälle, 


A, Recurrirende dependente Form, ‚| 











II, 2, ‚Tür » N 1 





pP a 4bx +ex"+dx?’+ etc, 
a * 1 Px— 7x Kam ELC, etc. — 
iſt P=a . “ 


\ + (b+ß. Pen) x j 
+ (c+ß Pu2-v. Pui) x 
+ (d+ß, Past Pxa+6.Pxi) x’ 
* E ⸗ -8, 
Alles, wie in 6, a und in 23, wenn man vort e=y=0 
[end x = d=1fest. 

















B. Directe independente Form, 
1b, Sur J 
pa bx ꝓexꝰ4 dxꝰ tee © | 
— m op” | 
u RR eic. Bi | 

it pa 

+ [bpana] x 
4 Lerba'äte az] —W 
a 2 8 “ 


4 


! 8 ” y N Ö 9 € ... ! 
| I. 29 35 2) ' 

Alles, wie in 6, b, wenn man nehmlich in 5, b Äberail 

+ ſtatt —, ud ae = y‚=owd 2@=d=1 feßt, uns 

die einzelnen Glieder von unten heranf. fchreibt, alfo hier 
nach... bs a, wie dort nach a, b, c ... ordnet. 

* Eine andere Darfiellung in involutoriſchen Beiden 3 

und I in der Zolge a5), 





in lokal⸗ und eombinatorfhen Zeichen,  ıa 


Taſel 111. Kombinatorifc) » involutorifche Formeln 

für die beyden eihfachften Formen (10, b umd 

11, b) zu unmittelbarer Vergleichung der Auflöfung 

nach diefen Formeln mit dem Verfahren nad) 
den Trembleyifchen in der nächfifüls 


' 















genden Abhandlung. - 
22. Fuͤr . | . \ 
1 
4 0 1m-ıx—bri—cr— ee . 1 


iſt — TKa-+ı) = q’xCnFr)x® =j"]Jx"= jn Fx⸗ 


alſo (fuͤr n nach und nad) 0, 1. 2, 3... geſetzt) 
„JZ —=qg’nıtg "nn. tg'3 x’+g "24 x’4+ etc. 
1 +4 'Jx +47) x”"+j’]o? + etc. 
=,ı + 1.) x 4 j* JS + Ws + etc. 
a, b,c, d.. 
(alas). 

Erhellet aus 10, b, wenu man die dortigen a 'A durch 
NI=i,J; die A+5°B durch 577 =’; die a’A 
+ B+ CC durch I PT; u. ſ. w. (ES. c. a. A. 
S. 267) ausdruͤckt, und flart der dortigen Coerficienten 
39% % 8... im Nenner, bier die Trembleyifchen a, b, 
c, d..ſetzt. Ein directer Beweis der Formelfürgq”" (49). 

1) Die "J find Claſſeninvolutionen, die ” 
lexikographiſche. Darftelungen von beyden und ihre 
Regen (Ebendaſ. ©. 183 f, ©, 200: 2045 S. 280, 281). 

2) Die a, b, e... im Zeig er für q”’ haben entgeger: 
geſetzte Zeichen mit denen im Nenner q für den Bruch 
7 Wäre des Bruches Nenner I-ax-+bx’-cx’+dx*,.. 
jo müßte man dafür im Zeiger Pa, — b,+c,— d... 
ſetzen. Mit dem Zeiger verbätt ſich's wegen der Zeichen, 


wie mit der Beziehungsſcale (27). 
Ein Paar Benfviele zur Erläuterung (60, 61), 
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‚16 1. Hinbenburgs Entwickelung gebr. Sunctionen 






Tafel IL. Combinatoriſch- involutorifche ‚Jormeln 
für die benden einfachften Zormen 2%. ſ. Seite 15 
⸗ AJI5 — — 











Füuͤr 
Zr et Px+ YX IE urn etc. . 
= 7 = pq° 
qg 1: ax— bx’— cx’— etc, 





— (pg*)a an 
” #200 = HATT. ho 1 4 Te) xR. 

. = + T. Hai ftepx' 
Daraus (für n nach und nach © I, 2, 3 4... gefeht) 
wird pg”” part") x +rgn3. x’+etc. 
das iſt pa" = | 

+ ke I +P)x 
++ TR 
r . (æj . BSH +N 8? 
" + @* rer ———— J +2) * 


‚9 5 









( den. 

[2 1, 22, 3,4 ) | 
ſſtatt der), iJ: 1 IE in pq”" kann man andh j"J- 

I. j... ku, wie auch aus dem obenflehenden allge: 


meinen Gliede — 7 Ca+ı) zu erſehen. 


Alles folgt bier aben fo aus (11, b) wie 12 aus (10, b) 
nach Ber Nachweifung in (12), Statt der a,b, c... 
B, 9% 0... in (1,b) ftehen hier Pr V... u b, c... wie 
bey Herrn Trembley. Eindirecter Beweis der Bor 
mel für pq”" (50). 

Die Erinnerungen 1) 2) in (12) wegen der 2] und" 
nd wegen ber entgegengefetsten Vorzeichen ber a,b,c,d.,. 

[in Nenner und Zeiger, ‚gelten au) hier. | 
Einige Benfpiele zur Erläuterung (62 — 65). | 





0) 


in lokal⸗ und combinatorifchen Zeichen. . 17 


ST men mm — — 
Tafel IV. Moivre: Hindenburgifche Daiftel, 


fung der combinatorifchen Sinvolution abcde...) 
I, 2,3,4,5... , 











14. 15 
etc jalala alafa a anfa] 
alala alajb - a0=2[b] 
-[alalalalc. ’ 
ala I | — E 
alalald ar ‚d] 
aabe a”’[be,e] 
aꝛſe hl 
etc. . Ne an Tbec,be,cd,g] 
alce " a0-8[b* b?d,be? bf,ce,d?,h] 
DE ar-Sfp?c,b?e,bed,bg,c’,c£ 
pre de, i] 
cd an-toph), b’d,b?c?,b*f,bce,bd?, bh, 
8 c geh eꝰ, x] 




















etc. etc. ſ. f. 

Beyde Anordnungen find lex u gr aphiſch und 
rein-combinatoriſch. Ber erfte (14) geht von nie⸗ 
drigern Involutionen auf die nächft höhern fort, und um: 
gelehrt; die zweyte (13) enthält die Complerionen zur un: 
beffimmten Summen n allgemein. Bender Daritellun: 
gen gehören zu den Involutionendervollfommen: 
ten Art. 

Von beyden (E. ©. c. a. 2. an mehrern Orten); na⸗ 
mentlich von ber erften (daf. ©. 183 185); von der zwey⸗ 
ten (S. 199.203); ein Paar einzelne Falle, für n = 10 
und wenn der Zeiger mit a,b, c, dabbricht (&. 280, 287). 
Wegender Benennung: Moivres Hindenburgifche 
Darftelung, unten (74). 

Bon der allgemeinen @laffeninvolution®], aus 
Somplerionen zur unbeftimmten Summe n (&.204:206). 





18, 1. Sinbenburgs Entwickelung ger. Sunstionen 


. [Sara IV. Boscomich: Hindenburgifche Dar] 


ſſtellung der Complexionen von (eb 


‘ 
Du 


10, 


- 





Ron der Bodeswichfhen Unordnung aus fuͤhrlich (unten 
Abh. III. F. 10. u. ſ. Wegen der Benennung Boscow i ch 
Hin denburgiſche Darſtellung (Ebend. i1. Anm.) 


111222 
12222 
IIIIIISZ 
111123 
11223 
2223 
11133 
1233 
3% 
111114 
11124 


1224 


1134 
234 
444 


II115 


1125 
225 

155 

N 45. 
‚1116 
126 

36 

117 

27 

s 


a, b, c,d,e, 
2,5; 45%. 


beſtimmte Merthe von n. 
en Are 
Darftellung fürn = 9. 


LIIIIIIII 
LIIIIII2 
IIIII22 


) für 


XXR 


aaaaaaaaa = aꝰ 
aaaaaaab = a’b’ 
aaanaabb = a’b? 
aaabbb = a?b? 
abbbb = ab® 
aaaaaac = acc 
aaaabe = a®bc 
aabbe = a?b?e 
 bbbe = b’c 
aaacc = a?c? 
abce = abc? 
‚„cec=c? - 
aaaaad = a’d 
auabd = a’bd ‘ 
’ 'abbd = ab?d 
ancd = a?cd 
bed = bed 
add = ad” 
aaaae = ate “ 
aabe = a”be 
bbe = b*e 
ace = ace 
de= de . 
aaaf = af. 
abf = F 
cf = cf 
aag = a?g 
bg = bg, 
ah =ah 


1 


1 











| 
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Die Rechefertigung der Formeln in biefen Tafeln durch 
Beweis, und was fonft noch basäber zu fagen oder dabey 
zu erinnern ſeyn möchte, will ich in Folgendem, unter der 
slgemeinen Nubrif ihrer Sormen, zufammenfaflen. . - 


A. Recurrirende bepenbente Form. 
Beweis der Formeln 3, a und 4, a Taf. J. S. 4. 6. 


18. Der Satz (1) giebt — —P. In dieſe Ste 


dung feße man, flatt der gegebenen Reiben pt, 9°, und der 


ongerommenen P, ihre Lokalwerthe (2), multiplicire die 
Reihe für q° (2, I) mit der für P (2, IT) und bringe die 
Glieder der Reihe für p"- (2, I) auf die andere Seite, zu 
gP. Dieſes giebt o = q’P— p'. In diefer Gleichung 
feße man bie einzelnen, zu eiherley Potenz von x gehörigen, 
Eoefficienten, einen nach bem andern = 0. Dadurch fin= 
det man die Merthe der einzelnen Eoefficienten der Reihe P; 


die Werthe nehmlich von Pxı, Px2, Px3.. . nach der Ord⸗ 


zung, wie fie in der Tafel (32, S. 4) ſtehen. Die dort 
q’P q’P 

vorkommenden Variationsklaſſen *B, B 2. + find bequeme 

Ansdräde der zufammengehdrigen Producte aus der Multis 


plication der Reihe q’ (von g’x2 an) inP. Sie machen die " 
combinatorifche Grundlage aus, durch welche, mit 


Beyhuͤlfe der Lofalwerthe für p', q’, es möglich wird, die 


Auflöfungeformel für eine fo verwickelte Aufgabe in einen fo 


fimpela und, ohne Abbruch der Deuilichkeit, kurzen Aus⸗ 
ve, als 
qP . 
J — hr 3 , 
Pr (at) = BIT #(n+T) — 
g’al | 


darſtellt, zuſammenzufaſſen. 
= 082 





/ 


- 


J 
x 


AB 
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Daraus kann men nun fehr leicht, vermittelft des (S. 
4, unten) beygefügten Zeigers, bie Werthe der Coefftciens 
ten von P, für den Gebrauch herleiten, und das fo einfache 
Verkindungsgefetz ſelbſt anfchaulic) Darftellen, wie folches 
(4, a, ©, 67 ausfuͤhrlich geſchehen iſt. 


| 19. Das analgtifche Verfahren für die Yufldfung und 

den Beweis in 18, ift das ſchon fonft oft und nielfach ge- 
brauchte; aber bie dabey angewendeten Mittel, die Lokal⸗ 
und combinatoriſchen Functionen, ſind von den 
gewöhnlichen ganz verſchieden. Daher eben die fo große 
Abweichung der hier beygebrachten Auflöfungsformeln dieſer 
Aufgabe pon andern; wovon in ber Solge Cam Ende biefer 
Rubri) mehr. vorkommen wird, 


. 20. Fuͤr 
(> + bx Hot Lee )N f. 
Klax’ + Bx’’ 4 yx’*2° + etc.)° 


L 








- Pfyrgf MW) + Pfyaxf NEL etc, 
‚findet man die Werthe von Plat, Pa, Pſag, u. ſ. w. 
wenn man durdigängig .n 


AttP, x, sin@a; 4a) 
bier Pf, fr, Ss fehe, 


j | 
a1. Die Vorzeichen ber Eoefficienten a, b,c...: &, 
P.Y... ber Reiben p, q (in 3, a; 4,25 5, a) find fämmt- 
lid) +.  Daffelde Zeichen mäffen alfo auch die Corfficienten 
ber einzelnen Glieder ihrer Potenzen p' und q’ (ohne Ruͤck⸗ 
ſicht auf die Befchaffenheit der Erponenten r und s) haben. 
Was alfo in den Werthen von Px2, Px3, Pxa uf. w. 
Negatives vorfomms, beruht auf dem den Klammern J 
vorgeſetzten Zeichen —. Anders verhaͤlt es ſich, wenn di 


[1 





\ 


% 


in lokal⸗ und combinatoriſchen Zeichen. ai 


GSoeffictenten von p und q nicht fämtlich das Zeichen + ha⸗ 
ben. Da kommen poſitive und negative Glieder unter den 
Klammern verniengt vor, bie durch das vorgeſetzte Zeichen 
— wieder umgefegt werden muͤſſen. Um nun nicht auf 
diefe zweyerley Zeichen Nädficht nehmen zu därfen, ift es 
bequem, der Aufgabe, an welcher man die Auflöfung zeigen 
will, eine folche Geſtalt und Einrichtung zu geben, durch 
welche das vor den Klammern gefeßte Zeichen nicht — fon- 
dern + wird. Dad würde z. B. bier (in 5; a) der Fall 
feyn, wenn man bafeldft durchgängig — A, — 7, — d,. +. 
im Renner anıähme, die Glieder aber’ bey der Entwicke⸗ 
Iung der Werthe von Px2, Pxz3, ... fo anfähe, als ob fie 
zu der Scale + A + Y + dr ... gehoͤrten °), Ä 

22. In 6, 2 (S. 8) iſt das wirklich der Fall. Da ftehen 
nehmlich — B,. — 9% — d 0, Im Nenner, und alle lies 
der deſſelben, auſſer dem erften, haben das Vorzeichen —. 
Den Erfolg den diefes, nach der Bemerkung (in 21). auf die 
Auflöfungsformel hat, wird folgende Darftellung zeigen, 
die der noch uͤbrige Raum auf Seite 8 aufzuführen nicht 
verfiattete, Zur Abwechslung will ich bier a, b, c, ... 
flatt pxı, pr2, Px3 +. und a, B, Y +. ſtatt qui, qu2 
qu3, u. . feßen. 


23. Bür (6, a) \ u 
p ax bat Lex ?dL etc. 


a u Br — ya'rzd__ ete, 


b) Hieher die Euleriſche Erinnerung wegen ber Form 
arbx-+cx” etc. | 


: primum denominatoris termi- 





I — ax — Br” — eic, | 
num pono = ı, huc enim femper fractio reduci poteft, nifi is 
fit=o; reliquos autemdenominatoris terminosomnes 
tanquam negativos contemplor, vt Seriei hinc forma 
tae omnes termini fiant affirmatiui (Iotr. in An. 
Inf, T. I. art, 63.) Zu 
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‚#P= Paız“ Pax LPazu 04 etc, 
md Pr = — . 

% , , + . 

ap . u 
2 


B 
Px2 = ren = =(b+ PR): & 
D & ® . 





qP 
* c 3B ‚P 
P3= —— = (t+ (2 Bahıe 
Re ff BR» 
Pu=—— = (d+ ‚Px2\):« 
u J od, Par 
⸗ 2 Ps ⸗ 


& 3 ß L) 7 ’ 6, Erg] 
s» „ Pıı ’ Px2 , Pxa...} 
93.1,» 2.3.3 Bere} 


Hier werden nähmlich (in 3. a uud 4, 2) die⸗ Zeichen 
— durchgängig in + verwandelt (21). Auch erhellt ohne 


Schwierigkeit, daß alle Glieder des obigen Quotienten > 


pofitiv kommen mäffen. Man kann daher (in 4, 3 in je= 
dem Gliede hinter der Klammer [ ] das Zeichen — der 
‚negativen Hactoren, qu2 oder — 3; quz oder — Y, qx4 
oder — d;... aus dm Nenner g, auf das Vorzeichen — 
vor der Klammer wirken, und folches in + umſetzen laſſen. 
Das ift eben fo viel, als ob man, für die gleichfalls poſitiv 
gP q 
gezeichneten Variationsklaſſen +’, + ?B u f. w. dann 


q [+ “a, + P,. + Y5 + eo, + Ereı) . 
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im Zeiger fegte, daß alfo die Eoefficienten im Nennerg 
denen im Zeiger, von Ban, entgegengeſetzt wären. 


24. Wenn pund q, wie biöher iſt vorausgeſetzt worden, 
unendliche Reihen find, fo hat jeder folgende Coefficient von 
P oder O ein Beſtimmungsſtuͤck mehr, ald ber vorhergehens. 
de, und die Zahl diefer Stücke (der einzelnen Glieder) dies 
fer Evefficienten wächft unendlich, Wenn aber p und q,.. . 
wie nicht felten der Fall iſt, irgendwo abbrechen, z. B. p 
mit den vierten Coefficienten d, und q mit dem dritte 2 


% ſo haben, wenn der cbenerwaͤhnte Fall für m (23) ans 


genommen wird, nur die erfien vier Coefficienten von P 
vorgefeßte a, b, c, d nach der Ordnung, und, mo dieſe 
Buchftaben ausfallen, von da an Calfo mit dem fünften _ 
Eoefficienten Px5) giebt ed für diefen und alle übrigen 
nur drey Beſtimmungsſtuͤcke ober Glieder, in denen ,B,% 
nach der Ordnung, als Sartoren vorkommen °). -. 


Was für Q — - auf den Zal gilt, wenn die Coeffi⸗ 


cimeen & ß, Y 8... für q irgendwo abbrechen, zeigt un⸗ 
ter andern die Formel (9, a) mit einem Blicke. 


o8. Solche Reihen, wie bisher find betrachtet worden, 
werben recurrirendeoder wiederkehrende genennt, 
weil jeder folgende Coefficient derfelben, aus einem oder 
mehrern der nächfinorhergehenden, durch Benhülfe gewiſſer 
beftändigen Größen gebildet wird,, welche nach de Moivre, 
der fich mit der Unterfischung folcher Reihen zuerft und vorz 


ͤglich befchäftigt hat, die Beziehungsfcnle (Scala re- 


c) Niſi Numerator in infinitum progrediatnr, additio (numero- 
rum ex Numeratore) mox ceflabit, atque quluis terminus 
fe:zundum legem conitantem ex aliquot praecedentibus 
determinabitur. (Eul, Intröd. in Anal. Infin. T.I. ſ. 63.) 


- 
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lationis) ausmachen. Ich will Moivre's eigene Worte 
hierüber aus der Schrift Mifcellanea analytica (p. 27) in 
welcher er feine Säge über dieſe Reihen am ausführlichfien 
vorgetragen und erwieſen hat, hier anfuͤhren: 

26. Si Series aliqua ıta fit conftituta, vt affumtis in 
ea ad libitum terminis quatlibet, termisus quisque ſub- 
ſequens ad eundem femper antecedentium numerum ha- 
beat rationes datas, talem feriem voco zeturrentem: 
hpiusmodi eft fabjecta Series: 


ABCDE F | 
1+2x+3x”+10x’+34x%4972°’+ etc. 
in qua D — 30x — 2Bx 4 5Axꝰ 
| = 3Dx—2Cz? 5Bx?. 
FE = 3EX--2Dx?+5Cx? 
“etc. ° etc. ete. 


Quantitates autem 3x2x 25x vel etiam 24. 
. fimul fumtas ſubque propriis ſuis fignis connexas, voco 
‚Indicem feu Scalam relationis., 


\ 


Ebendaſelbſt (©. 35) beweißt de Moivre ben Satz, die 


Eatwiceiuns des Bruchs — — 

I—fx+gx 2 hxitkxt— etc etc. 
"gebe eine wiederkehrende Reihe, und fest (©. 36) hinzu? 
Scala (relationis) conficitur ex Divifore 1—fx+gx— 
nxv--kxꝰ — etc., deleta vnitate, mutatis fignis, diuifis- 

que terminis reliquis per x, x”, x?, x* etc., adeo vt Sca- 
' la relationis fiat —g-+h — kt etc.; iam vero cum haer 

Scala refpiciat tantummodo Coeflicientes terminorum Se- 
‚riei, fi defideres Scalam , qua termini ipfi ad antecedern- 
‘ tes referantur, nihil aliud faciendum erit, quam vt Uni- 
tas deleatur ex denominatore, mutenturque Signa termi 1- 
norum reliquorum, ſeruatis poteftatibus quantitatis x, 
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adeo vt Relationis Scala, quae terminos ipfos fpec- 
tat, futura fit X - gx "+hx? kt etc, 


27. Ehre alfo eine Reihe 
A+Bx-+Cz? +Ds’+Ex'4 etc, = & 
fo beſchaffen, 
‚daB E = «aD-+FACHYBFIA 
und F= «E+BD-+YC+ IB 
u. ſ. w.f.. | 
fo wäre S als einerecurrirende Reihe gegeben, vie 
fcala relationis wäre naͤhmlich 34, oder, die 
Factoren +0, +ß. +9 +4 machten zuſammen ihre Bes 
ziehungsſcale aus, und der Nenner der gebrochenen 
Function, durch deffen Divifion S eutflanden, wäte 1 — ax 
— Bz’—yr— ort, Das Fortgangsgeſetz ber 
- Reihe beruht alfo auf der Beziehungsfcale, und diefe giebt 
augenblicklich den Nenner des Bruchs, durch deſſen Ents 
wickelung die recurrirende Reihe entfteht. Die Vorzei⸗ 
hender ©, 8, 9% ds. find nehmlich im Nenner und in 
der Beziehungsfcale einander immer entgegengefet, und es 
verhält fich mit der Bezichungsſcale, wie in (22) mit dem 
Zeiger. Für die Beziehungdfcale — — B—y— ete. 
wäre der Nenner 14 ax + Bx”+yx? + dx’ + etc; für jes 
ue $x—B+y— ete., wäre diefer 1— ax + Ax” 
— yx’+oxt— etc. Wenn alfo mit einer Reihe zugleich 
ihre Beziehungsſcale gegeben iſt, ſo hat die Beſtimmung der 
gebrochenen Function, deren Evolution die Reihe sieht, kei⸗ 
ne Schwierigkeit. 


28. Die Beziehunsſcalen, und folglich auch die Nenner 
der Bruͤche, durch deren Entwickelung die Reihen entſprin⸗ 
gen, beſtehen gewoͤhnlich aus einer beſtimmten Anzahl 
von Sliedern. Ich habe aber die Glitderzahl der Scalen 
und Nenner, fo wie der Zähler, nicht gleich anfangs be⸗ 
ſchraͤnkt, und wieberlehrende Reihen, in einem weitläuftt- 


‘ 
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gern Sinne fo genommen, wie ich fie (im Anfange von 24 


25) befchrieben habe, Inzwiſchen hat man bereits, nach 
jener. Beſchraͤnkung, die wieberfehrenden Reihen in Or d⸗ 
nungen abgetheilt; nenne Reihen der erftien, zwey⸗ 
ten, dritten... Ordnung, nachdem ihre Beziehungs⸗ 
- fealen aus eins, zwey, drey... Gliedern beftehen, bie 
Neqyner alſo der zugehörigen Brüche, in ihrer einfachften 
dom, 1— ax oder L—ax— x? ober 1— ix — x? 
ya’. ſ. w. find; wobey man zugleich feſtgeſetzt hat 
(wie such Herr Trewbley in der folgenden Abhandlung 
durchgaͤngig beobachtet) die Zähler dieſer Brüche ſeyen, -in 
Abficht auf die veränberliche Größe (x) wenigfiend um 
einen Örad niedriger, als die zugehörigen Nenner; 
dergleichen Brüche man eigentliche, ächte zu nennen 

pflegt. Wiederkehrende Reihen, in der Ausdehnung wie 
ich folche hier anfangs genommen habe, "würden, in Abficht 


“auf Ordnung, an ſich ganz unbeftinmt ſeyn, jede Reihe 


von beſtimmter Ordnung aber in fich begreifen, und 
ſolche durch augenblickliche Nachweiſung, welche Glieder oder _ 
Producte bey ihr wegfallen, mit größter Reichtigkeit fogleich ' 
- barfiellen. 

29, Noch unterfcheidet man feriem recurrentem puram 
‚von der impura, und nennt puram diejenige, wo alles blos 
durch bie æ Ps v. 9... der Beziehungsfcale beſtimmt wird, 


1 
wie bey — 7 impura heißt, wo außer 


den æ, B, v, ds ..., der Beziehungsſcale, auch noch andere 


Groͤßen a, b, c, d... wenigſtens in den erſten Glie⸗ 
dern der Reihe, vprtommen, wie die Entwickelung von 
a.+bx+Fex’+dr?.. 


— Fr u (m a) zeigt Bey ber pura ift 
I— Xx — — 


1 
alſo das erſte Glied 1. wenn der Nenner mit I oder — 
Fi 


wenn er init © Anfängt: alle übrigen Glieder werden von 





d 





l 
j 
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diefem, vermittelſt der anzelnen Theile der Beziehungsſcale, 
nach der Ordnung, gebildet. Kommen im Nenner Spruͤn⸗ 
ge ben den. Potenzen von x vor, fo muß auch bey der Scale 
rRuͤckſicht darauf genommen werden, und umgekehrt bey dem 


Renner, So gäbe —— et feriem recurrentem | 


. Irax+yx 


puram, deren Scale ——0— 7 wäre; und zu der - 


ı 
Scale 04 Are — 6 gehbrte der Bruch — 
30. Das Aufangezlied. z im Nenner der gebrochenen 


Function wird zum gemeinfchaftlichen Diviſor aller Glieder 


der entwidelten, und bie Beziehungsfcale fängt mit des  . 


zweyten Bliedes im Penner Coefficinten « an. Eben fo 
verhält es ſich, wenn im Nenner q, fatt I jede andere Zapf 
g’»ı ben Anfang macht. Dann ift g’xı der durchgängige 


Divifor in ale Glieder der evolvirten Function, und die Bes - 


‘2 x Sy 
ziehungsfcale — de — 3 
gar gar, ga | | 
dem zweyten Coefficienten q’x2 des Nenners an. Die Vor⸗ 
zeichen find auch hier bey beyden die entgegengefeßten (4, a; 





— etc, fängt von 


7, 2). So befolgen die gebrochenen Sunctionen , Die im 
erften Gliede des Nenners nicht ı haben, einerley Geſetz 


mit denen, die mit 1 anfangen; und fo find die Reihen 
(7,2; 9, a) wirkliche Series purae, die nur allein bon ihren 
q’#2 € #3 _ #4 


Besichungdfcalen = 2 Ei bey7, 


gr g’sı gu 


a; und ++2 tz + * bey 9, 2) abhangen, obſchon ih: 


re Nenner ir mit y anfangen. Ehen fo find die Reihen 


(25 5 2) impurae, weil die Formirung ihrer Glieder, 


42 
neben ber Vezie hungeſcate (- — 25 — — — ... in 


% J 
® 
« 
m 
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17) x 
4. 2} und _ 33 — .. iu, a) noch die Beya ı 
ge gar . Ä 


hälfe anderer Größen (p'x 1, pr2 22. für 4. a, ober pur, | 


. Pu2 ... das iſt a, b...fürs,a) erfordert; jene giebt der 


7 


Nenner, diefe der Zähler an die Hand, 


31. Weil der erfte Theil des Nenners der Function den 
gemeinfchaftlihen Diviſor in alle Glieder der zu entwickeln⸗ | 
ben Reihe giebt (30) fo darf dieſer nicht — o ſeyn. Denn 
wäre q’xı oder qut d, i, bier @° oder « = 0, ifo würden 


dadurch das erfle und alle folgende Glieder der Reiben (4, 


25 5.25 7,25 9 a) unendlih, Wie man diefer fchein- 
baren Schwierigkeit, begegnen, und fie leicht Heben koͤnne, 
bat Euler (Introd. in Anal. Inf.L. 1. f. 69) gezeigt. Eine 
andere. wichtige Bemerkung ,; in Beziehung auf Achte und 
unächte gebrochene Functionen, und wie, bey bem Ge⸗ 


. Branche der letztern, bie ganze darinn enthaltene Zunction, 


in den Gliedern, in welche fie fommt, das Fortſchreitungs⸗ 
gefe unterbricht (Ebend. 1. 63), . 


32. Die Hauptaufgabe (1 oder 3, a) bat Euler in der 
U 11. 2] | 


(A+Bx+CzH’+ ee)" x r 
(Ct Bram 


 aufgeldßt (Inft. Calc. Diff. P. IL. Cap. VIII. f. 207) 


Die Euleriſche U B, €, D... 
find meine . Pxı, Pa2, Px3, Pra.., 


aber das dortige Sortfchreitungsgefe für die Werthe der A, 


«8, & D...ift nicht fo leicht und einfach °) als das hiefige 


d) Enler, der vorher mehrere Geſetze, in weniger zufammenges. 
festen Fällen, wortlich ausgedrädt und angegeben hat, fage 
daber q. a. D. von Diefem: Lex, qua iftae formulae (für die 
Werthe der A, B, C, D.. .) viterius continuaniur ex in- 
fpectione facilius apparet, quam verbis defcribi queat, 
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' (4,2) für die Par, Pr2,. Px3 uf. w. . Durch) die Aufld- 
' fung biefer Aufgabe, behauptet dieſer große Analyſt (a. a. 
Dt 268) die Lehre von der Evolution der Zunctionen und 
"per recurrirenben Reihen ‘ erweitert zu. haben, Eben das 
‚gilt von der Aufldfung bier (4, a) und noch mehr von der 
andern (in B). - 
n 


9 33. ueberhanpt hat Euler von der Evolution der 
ni" Zunctionen in Reiben, und den wiederkehrenden Reihen 
"| insbefondere (Introd. in Anal. Infin. L. I. Cap. IV. und 
„XIII. ingl. Inf, Calc. Differ. L. II. Cap. VII.) ausführs, 
lich gehandelt. Unter den legtern fchienen ihm vor andern 
‚»: diejenigen Reiben, die aus Bruͤchen entſpringen, beren 
I Nenner eine Dignitaͤt ober Potenzeiner Reihe iſt, 
einer befonbern Betrachtung werth zu feyn. Bey Potenzen 
son Binomien hatte auch die Auffindung eines allgemeinen 
Gecſetzes (Introd. L. I. ſ. 64 = 67) feine Schwierigkeit; aber 
die Potenzender Polynomien (hier 7, a) zeigten, auf 
dem gewöhnlichen Wege, deſto größere, die ſich noch um 
Vieles vermehrten, und fo bad Gefetz noch weit zuſammen⸗ 
gefeister machten, wenn auch ber Zähler eine Pagenz eines 
Polynomiums ift (mie hier in ı). Daher auch dort (Introd. 
f. 68) die Behandlung folcher Neihen und die Anffindung 
ihrer Geſetze, als für die Analyſis endlicher Groͤßen zu 
fhwierig, in die Differenzialrechnung (Lib. II. Cap. VIII. 
Sf. 198 = 207) verwiefen wird, Die Unterfuchung dafelbft 
| ſchließt mit folgenden Worten: Hoc igitur modo doctrina 
de feriebus recurrentibus amplificatur, dum iftum 
defectum füppleuimus, atque legem coeflicientium defi- 
niuimus, fi non folum denominator fractionis fuerit 





poteftas quaecungue (bier 7, a) fed etiam numerator ex - - 


quotlibet terminis conftet (3 und 4, a); ad quam legem 
detegendam fola inductio non fufficiebat (a. a. 9.1. 208), 
Das wird Hoffentlich bie bier beygebrachte etwas aus⸗ 
führliche Auseinanderfezung entfchuldigen,, um fo mehr, 





e 
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da alles durch ganz einfache, auffallend leichte, in Lolal⸗ 
functionen ausgedruͤckte, Geſetze dargeſtellt und gegeben ift. 
Diefe Geſetze ſucht Euler für jeden einzelnen Fall insbeſon⸗ 
dere auf, und fleigt fo vom Speciellen auf das Allgeineine, 
Hier hingegen fließt alles aus der allgemeinen Aufgabe (1) 
und ihrer Auflöfung (3 und 4, a) durch leichte interpretation, 
und man hat nicht nöthig zu Logarithmen und ihren Diffe⸗ 
renzialten feine Zuflücht. Zu nehmen. Die Analsfid endli- 
cher Größen ift allein hinreichend, alle vorkommende Schwie⸗ 
rigfeiten gründlich zu heben. Man darf nur an die Stelle 
der Logarichmen und ihrer Differenzialien, die gebraucht 
werden, dad negotium perquam laborioſum (4.0. ©, ſ. 200) 
der Potenzürung der Polynomien zu vermeiden, das c o m⸗ 
binatoriſche Verfahren ſetzen, das auch bier, wie 
anberwärts (Urch. H. III. &.334, 23) als ein longe prae- 
ftantifimum et fructuofifimum compendium fich bewährt. 
Für gegebene Reihen p und’ q, find nehmlich ihre Potenzen 
p‘ und q’, mithin p'« (m+1); q’x (n+1) folglich auch 
m R und # (n-FI) durch bie combinatoriſche Methode 
mit Leichtigkeit gegeben (E. S. c. a. 2, S. 235. s 138, 
139 ingl. $. 143, 144). | | 
4 
34. Auf dieſen und aͤhnlichen Forderungen (Ebend. G. 
150. 15) gruͤnden ſich die ſchoͤnen, in Lokalzeichen durch⸗ 
gängig ausgedruͤckten, Auflöfungen verſchiedener, für die 
gewöhnliche Analyſis fchwierigen, Aufgaben Herrn Prof. 
Pfaͤffs (Ebend. S. 123 - 152; vergl. die Anmerk. S. 125, - 
186). Mehrere, noch vermwideltere- Aufgaben dieſer Art 
find von Herrn Prof. Pfaff auch in biefer zweyten Samm⸗ 
Iung mitgetheilt worden, 


35. Da die p'xı, p'a2; p'x3 u. ſ. w. in ben Aufidſungs⸗ 
formeln (3, a; 4, a) der Hauptaufgabe (i) unabhängig 
von einander gegeben find, fo beruht alle Recurrenz lediglich 
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auf den Pıı, Pn2, Pr3 nf. w. Wie man auch diefe auf: 
heben, und fo die Glieder independent von einander 
darftellen und finden Lönne, das zeigen bie Formeln (3, b 

4, b) für ‚welche die Lokalfunction q”** (n+1) durch q * 
fo wie die p'x (n+I) durch p ‚gegeben: iſt. Hieher gehört 
Folgendes. 


B. Directe independente Form. 
Beweis der Formeln 3, b und 4, b Taf. I. S. 5, 7, : 


36. ]. Sir — = Pift(a, 11) 
P= —E—E— + Hype, etc. 


I. Um nun die Pai, Px2, Px3. nicht (wie in. 3 4) 


durcheinander, fondern unabhängig von einander, auszu⸗ 


drüden, feße man q"p'==P, alfo Pxı = (g”'p') xı ynd 


Pr2 = (q”’p') »2 und Paz = (AP) zum Da 


durch läßt fih bie Evolution der gebrochenen Function — 


auf die Aufloͤſung des allgemeinen Productenpros J 


blems (Arch. der Math, Heft Il. ©. 224 u f.) reduciren, 
wenn man ſtatt der doriigen a, b bier r, — s ſetzt. 


m. Demnach fi (a. a. O. ©, 227, 8): 


“Smt 


Pa(nꝑi) = (g*p)e(n+ı) =""B 


Daraus findet man den combinatorifchen Ausdruck der Coef⸗ 
firienten q”’p" in einzelnen Bariationsflaflen (wie in 3, 


d) wenn man in bie obige Formel nad) und nad) ©, I, 2, 
3... flatt n ſetzt; und hieraus ergiebt ſich, fer der Ba: 
riations klaſſen ihre Werthe nach dem dortigen Zeiger fuͤr 


p’ und g’’ geſetzt, die Reihe für Poder pig”*, wie ſolche, 


» 
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mit der untergeſetzten Scale für p und %- (in 4 b) befinds 
ih 


IV. Weil für gegebene Reihen p, q; auch isre Potenzen 
Ps q°°, durch die combinatorifche Methode, und zwar von . 


vorhergehenden Bliedern ganz er gegeben find, fo 
iſt durch die Formel (4, b) für p! q* die Evolution von 


£ —, auch von aller Abhängigkeit der Glieder von einander 


befreyt, und alſo die geforberte, unb bier (in II) wieder hol⸗ 
te, Bedingung vollſtaͤndig erfuͤllt. 


37. Was (in 18) von dem vortheilhaften Gebrauche der 
dortigen Variationsklaſſen und der Lokalwerthe für p', q’, 
gefagt worden ift, das gilt auch von den hiefigen, Der 
Ausdruck für Px (n+1) nad) der biefigen Independenten 
Gorm (36, ILL) ift fogar einfacher, als ber re (18) für 
die dependente. 


38. Die Auflöfung (4, b) diefer Aufgabe habe ieh vor⸗ 


längft (Infin. Dign. $. XXVI. p. 120 feq.) gegeben... Die - 


bier gebrauchten Lokalausdruͤcke p'xI, px2 ... ger, 
q”’22 .. . find bequemer ald die dortigen, willführlich ge⸗ 
wählten, "A", "B®r... "AS, "B®,., (p.122, 4; 
123, 6). Die dur) die Combinationsmethode bewuͤrkte 
ganz einfache Darftellung in den gegebenen Coefficienten und 
Erpouenten, ſteht daſelbſt (p. 123, 124, 8) und die recur⸗ 
rirende fehr verwickelte Euferifche Formel zur Vergleichung 
(p: 125, 126, 9) 


39. In der Rofalformel 4, b) find zwey große Vor⸗ 
theile mit einander vereinigt: 1) iſt ſelbige frey von aller 


Recusreng, 2) führt fie die durch andere Verfahren fo fchwies 


‚tige Evolution der gebrochenen Function auf Summen von 
q’ 


- . 
' D 
* [ 
. + ° 
2 —4 
9 


in lokal⸗ und combinatoriſchen Zeichen, | 


 Probucten zuruͤck, beren Sactoren fx (n-}I) für jedes m, . 
alfo auch für x und — 5, durch combinatorifche Berfahren, 
auſſer der Orbuung bequem ſich darflellen laſſen (E. ©; c. 
«U. ©. 235), Diefe Reduction iſt vornehmlich wichtig; 
denn auf ihr beruht die große Leichtigkeit der Auflöfung der, 
felbft nach Eulers Urteile, fo verwidelten Aufgabe (T) und, 
dann giebt fie nicht felten beträchtliche Verkuͤrzungen an die 
Hand, wo andere Vorfchriften in unndthige, oft in nnuͤber⸗ 
ſehliche Weitlaͤuftigkeiten führen. Die Bälle, wo dergleis, 
Gen Verfürzungen eintreten, find biefelben, wie ich bereits 
für die combinatorifche Reverfionsformel (Arch; d. Math. 
H. VII. ©, 3743 10) angegeben habe. 


Die Formel für pf q° (4, b) iſt eben fo mannichfalti⸗ 
ger Veränterungen, nach den verſchiedenen Beftimmungen, 
von Pp, q. A, 9,6, 1,5, fähig, aldjene für P(3, a; 4, a), Um. 

* | | 


(& ohne Recurrehz (die recurrirende Formel ſteht in 20) 
q | 


zu entwideln, darf man nur pf q® barfiellen, d. h. in der 
Sormel für p" q° (4, b) überall, fs ſtatt r, s ſetzen. 


4. Fuͤr r=s=.ı, oder für die Function 2, enta, 


hält (5, b) die Entwidelung in combiustorifchen Zeichen, 
Die dortige Formel ift nad a, b, c, d.... geordnet, und 
ihr Bortgangägefeg falls ohne Schwierigkeit in die Augen, 


| Oo ı 1 0 1 | 
Diefelbe, ‚nur aber ap —, — ; — 1... georbnete, For⸗ 
& & & t - ur 


mel babe ich bereits (Nov. Sylt. Comb. p. LXXX) bes 
" oO -I 2 — 
lannt gemacht; die dafigen n, n, n.,, find ben pun, 
pr (n-ı), px (n-2). ..gleichgeltend, Die Darftellung 
(5 b) zeigt zugleich (augenfcheinlicher, ald jene andere Nov. _ 
Syſt. a. a. O.), daß in. jedem folgenden Gliede alle 
| | Ä 6 
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Combinationsklaſſen des nächfivorhergehenden GSlie⸗ 
des enthalten find, und daß man alſo, was man von dieſen 
Claſſen für irgend ein Glied berechnet hat, für alle vorher⸗ 
gehende Glieder gebrauchen kann; nur werden die in einem 
fpätern &liede in b, c, d, e, h g. .. multiplicirten Com⸗ 
binatioadelemente (= 3 = X ) „ im naͤchſtvor⸗ 


hergehenden in a, b, c, d, e, F... mulsiplict, Und 
umgekehrt, wenn In einem Gliede die Combinationselemen⸗ 


m I. 
te (aA, 6 B,..n°" N) ober ihre Stellvertreter qQ’’xn, 

n-I | 
g’x(a-1) ,.. ger, ina,b... a multiplicirt vorkom⸗ 
men: fo kommen im nächfifolgenden Gliede dieſelben Ele⸗ 


‚eb ' 

mente, aber inb, c... b, und noch Aberdied q"x (n-+-r) 
in a multiplicirt, vor; ‚wie aus (4, b) erbellet, wenn man 
dert r—=s=ıfegt. Hier zeigt fich affo auch eine Recurs 
renz, aber keine der gemeinen fo läfligen und befchwerlichen, 
“ fondern eine combinatorifch» inpolntorifche. der 
- zufommenzufeßenden Elemente *), durch welche man jeden 
verlangten Eoefficienten auffer der Orbuung mit Leichtigkeit 
ſchaffen kann, und zugleich, wie er mit den vorhergehenden 
und folgenden zuſanmenhaͤngt, mit Deutlichkeit uͤberſieht. 


43. Die Formel für q”° (in 7, b) läßt ſich in Abficht 
auf die dortigen Binomialcoefficienten U, "VB, "CE ,. . 
Mech anders ausbrüden, Denn weil | 


0) Bon folhen combinatorifhen Depenbenzen folgen» 
der Werthe oder Glieder von uorbetgehenden, AN ken: 
möge der ganz eigenen Urt von Zuſammenſehung bee Sle— 
mente, abfoluten Independenzen vollkommen gleich- 
gteig find, babe ich bereits anderwärts (Arch, der Math. H, 
ul. G. 324) geſprochen und Beyſplele gegeben, 


4 


‘ 
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u | —. — sy — -s 

S+I 

"Bu -trB 4a 

- 2 

*C pr UN st2g | — 8 v 
3 

=D _ 4 D 583C. 
4 

SE — — sr — — 

u? ſ. w. 


fo ergieht ſich daraus, wenn man 5. B. die letzten Coeffi⸗ 
cienten ſtatt ber erſten in die Formel (7, b) fetzt, und den ” 
gemeinfchaftlichen Bactor abfondert, 


] x 20. 





s_ ** BC, 
2 . gut 
» e a Te .s 
BP, y, 8, 1:) 
I, 292 3, Ar. 





1x ont 


1 
43. gr bie Evolutien des Quotienten — *5. 

„Br yx”- etc, 
(10, a, b).hat unter andern auch) Herr be la Grange eine 
—F gegeben (Mem. de PAc. de Berlin, année 1768, 


R. 285, 2865 vergl, Sof, ei, Anal, S. u 


N 


l 


G, 


— 


x 
Pr 


° 


* 


4 
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Sie iſt zuſammengeſetzter, als die hieſige (10, a), hat aber 
eine etwas weiter getriebene Analyſe der dabey vorkommen⸗ 
den Coefficienten zum Zweck, die gleichwohl auf Sobſtitu⸗ 
tionen und Reductionen, wie die gewoͤhnliche, fuͤhrt. Herr 
de la Grange empfiehlt daher in der Folge (Mem. $. 22. 
p. 291, 292) wegen des unendlichen Nutzens diefer Coeffi⸗ 
cienten bey fo vielen Unterfuchungen, ihre ausführliche Be⸗ 
rechnung und Darftellung in den gegebenen ganz einfachen 
Coefficienten Br Y, ds Ex... Dieb. zeigt die große Wich⸗ 
tigkeit der fo fimpeln, von allen ˖ Subſtitutionen und Nes 
ductioneu ganz freyen und: unabhängigen combingtoris 
ſchen Formel (10, b). Zur beſſern Weberficht des Hier 
Geſagten vergleiche man Toepfer a. a. O. ©, 119 — 123 


und Arch, der Math. H. VIL. ©, 363, 364; 366, 367. 


44. Die a”A, 6"B, c’C... bedeuten überhaupt, nach 
Elafien zur Summe n combinatorifch geordnete, mit 
ihren Verfegungszahlen verbundene, Compferionen, fie . 
mögen in ihrer Folge auf einander involutorifch bargeftellt 
ſeyn, oder nit. Verlangt man nun nicht blos combina⸗ 
torifche fondern zugleich innolutorifche Anordnungen 
diefer Coefficienten, fo kann man dafür die j"J oder jn J 
‚gebrauchen, jene für bie Elaffen: dieſe für die lexi ko⸗ 
grapbifhen Juvolutionen (E. S. c. a. A. ©. 266, 
267). Das giebt für die involutoriſchen Formeln (10, b): 

g’—=ı+ ji? + j’Jx j. ete. oder 
g’==ı HT HH x 4 7.2” + etc. j 
G > Y, Ö, e !ır 
An, 30...) 

Die Entwidtelung ber Elaffeninvolution "] und der lexi⸗ 
kographiſchen ""J' Cund jwar der Ieztern auf zwey verſchie⸗ 
dene Arten) für beftimmte und unbeftimmte Summenerpos 
nenten n, zeigen (EE. S. c. a. A. ©, 183, f. und ©. 202, 


* 


= intofals und combinatorifchen Behen, . ° 


N 


204). Auch in dieſer zweyten Sammlung wird 
Mehrere davon vorkommen. 


— Daraus folgt für (if, mer oder 
p a tbx+cx? + etc, 
m ——— — — 7— 1 
DE ee ZZ ze 
po = a . . 
+b+37J]x 
+lctHbiftaPI]e, 
‚+ld+gJ +bj‘J+ af] 3° 
e- ur . eo... 8 
ß y., ,, EN 
1 2 3, u) 


ER i Pir) . Tann man. auch ſeten Joi Te 


46. ehe die Evolution der Elementarfunctlon 





— —7 hat auch de Moivre zwo Bormeln 
gegeben: eine recurrirende dep endente (Mife. anal. 

p. 35, 36) die mit der hieſigen (10, a) bis auf die Zeichnung 
vollkommen uaͤbereinſtimmt, und eine directe inbepen- Ä 
den te durch die Eoefficienten b, c, d . . . des Nenners uns 
mittelbar ausgedruͤckte Cibid. p. 89. -Coroll. I). Die Zus 
fammenfegung der leisten folgt keinesweges, wie doch zu er⸗ 
warten war, der unmittelbar vorher (auf derſelben Seite) 
angegebenen Regulae producta literalia ex praecedehtibus 
colligendi; auch hat de Moivre,. welch anderes Gefe das _ 
bey zum Grunde liege, nicht angegeben. Die She it 
eine literariiche Merkwuͤrdigkeit, über welche ich in der Folge 
Auffchluß geben werde ” 


47. Auch bat Herr Profeflor Trembler zu Berlin: im | 
der folgenben Abhandlunget uͤber die wiederlehrenden ven 


3 L Hindendurge Entwickelung gebe. wchelnen 
x + x + ya” + ar + etc, 


von — — —— 
durch Evolution c. 


C(worinn — als Element enthalten ift) 
1 — ax bx — etc. 

mit vielem Scharfſinn eine Formel aufgefunden, deren Ent⸗ 
wickelung, wie ich in der Folge zeigen werbe, eine combi« 
natorifhe Anordnung darſtellt. Sie begreift zufaͤlli⸗ 
gerweilt das oben (46) vermißte, von be Moivre nicht ans 
gegebene, Gefet der: Zufammenfesung-iener Coefficienten 
volftändig in fi), und enthält fo eine weitere Analyfe der 
Moisrifchen Anordnung jener Coefficienten. Aus dem 
ganzen Vortrage der Abhandlung felbft erhellet jedoch aus 
genfcheinlich, daß Herr Trembley, dem die uurerwähnte de 


Moivrifche Iufämnienfeßung der b, c, d..... vermutblich. 


gar nicht bekannt gewefen iſt, ſeinen eigenen Bis eingeſchla⸗ 
gen und verfolgt hat. 


Zu unmittelbarer, in der Solge anzuftellenben, Vers 
gleichnug der Trembleyifchen Formeln und ihrer Aufldfung, 
mit den combinatorifch = involutorifchen, babe ich letztere Cin 
12; 13. Tafel III) vorgelegt, anch diefelben Coefficienten 


u BY, %;b,c... im Zaͤhler und Nenner ber gebros , 


denen Function _ „ wie bey Herrn Trembley beybehal⸗ 


ten. Da hier, wegen der Rechtfertigung der Formeln (12, 13) 
auf andere vorhergehende (36, LIT) von welchen fle abhängen, 
verwieſen wirds fo wird es hoffentlich nicht überfläffig ſeyn, 
‚ einen directen Beweis biefer Formeln hier beyzubringen. 
Bey aller Strenge läßt er. fich ganz kurz faffen, und fchaffe 
den Vortheil, daß, wen blos um die Einficht und Verglei⸗ 
chung der beyderley Formeln (der meinigen und ber von 
Herin Trembley) und ihres Gebrauchs in der Anwendung zu 
thun iſt, diefer das Biäker Vorgetragene ganz übergehen, und 
ſich nur mit dem zuuaͤchſt golgenden bekaunt machen darf. 
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C. Directer Beweis der Formel für q”” und pg” 
02, 13) nebſt einigen Beyſpielen zur Erläuterung, 


a) Beweis der Formel für —* (12. Taf. Ill.) 


49. Fuͤr 
5 
— — —— — — q” 
g tax br’ — cr? etc, J 
I I 
feße man = — wo alſo "gax-+bx’+cx’t-etc. 
Nun iſt _ | 


—— =ıt g+ + gp+ee=g” 


ig 
ala» b,c....] 


folglich, ſtatt der Potenzen 'q’, q*, q?... ihre einzelnen 
in Combinationsclaſſen autgebräitten Glieder ce S. c. a. 
A. ©. 232 $. 130) geſetzt, 


* = IHa'äxta2A] x +a’A 24 etc, 


ı—q Ä +bBf +5°B 
+eC 
ee, d .... 
Is 22 335 2) 
woraus — 


* = 14 jIB4ꝓIFB 4j]8ꝰ + ete. 
= IH TECH SRH TR + etc. 
(wie in ı2, Taf. III) folgt, wenn man, nach der dortigen 
Erinnerung, ſtatt ver "A +bTB+C”C + etc. die zugehbri⸗ 
gm involutorifihen unctionen LIT» fe (Ein, € S. 
267). 


⸗ 
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da alles durch ganz einfache, auffallend leichte, in Lolal⸗ 
functionen ausgedruͤckte, Geſetze dargeſtellt und gegeben iſt. 
Dieſe Geſetze ſucht Euler für jeden einzelnen Fall insbeſon⸗ 
dere auf, und fleigt fo vom Speciellen auf das Allgemeine, 
Hier hingegen fließt alles aus der allgemeinen Aufgabe (1) 
und ihrer Aufloͤſung (3 und 4, a) durch leichte Interpretation, 
und man hat nicht noͤthig zu Logarithmen und ihren Diffe- 
renzialien feine Zuflucht. ju nehmen. Die Analsfiö endli⸗ 
cher Größen ift allein hinreichend, alle vorkommende Schwie⸗ 
rigfeiten gründlich zu heben. Man darf nur an die Stelle 
der Logarithmen und ihrer Differenzialien, die gebraucht 
werden, das negotium perquam laboriofutn (a, a. O. ſ. 200) 
der Potenziirung der Polynomien zu vermeiden, das come. 
binatoriſche Verfahren feen, das auch hier, wie 
anderwärts (Arch. H. TIL. S. 334, 23) als ein longe prae- 
ftantifimum et fructuofifimum compendium fid) bewährt, 
Für gegebene Reihen p und q, find nehmlich ihre Potenzen 
p‘; und F ,„ mithin p'% (m-+I); q’x (nFi) folglich auch 


2 —, und 7 x (n+1) durch bie combinatoriſche Methode 


mit Reichtigtet gegeben (E. S. c. a, A. S. 235. $. 338, 
139 ingl. $. 143, 144). 

394. Auf diefen und ähnlichen gorberungen (Ebend, S. 
150. $. 15) gründen fich die ſchoͤnen, in Lokalzeichen durch⸗ 
gaͤngig ausgedruͤckten, Aufldfungen verfchiebener , für, die 
gewöhnliche Analyſis fehwierigen, Aufgaben Herrn Prof. 
Pfaͤffs (Ebend, S. 123 +152; vergl, die Anmerk. S. 125, - 
186). Mehrere, noch verwideltere- Aufgaben biefer Art 
find von Herrn Prof. Pfaff auch in diefer zweyten Sam m⸗ 
Yung mitgetheilt worden, 


35. Dabie p'xı, p'x2, p'x3 u. f. w. in ben Aufidſungs⸗ 
formeln (3, a; 4, a) der Hauptaufgabe (1) unabhängig 
‚von einander gegeben find, fo beruht alle Recurrenz lediglich 
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auf den Pxı, Px2, Px3 nf. w. Wie man auch biefe auf- 
heben, und fo die Glieder independent von einander 
darftellen und finden inne, das zeigen die Formeln (3, b 


‚4 b) für welche die Lokalfunction q”’x (n+r) durch q eben 


fo wie die p'x (n+1) durch p gegeben: iſ. Hieher gehoͤrt 
Zolgendes. 


B. Directe independente Form. 
Beweis der Formeln 3, b und 4, b Taf. J. &. 5, 7, : 


36. I. Bir R = P if (a, II.) 
P = Paıx "+ Paaxt HL Pyzx is tt2dL ete. 


U. Umnum die Par, Pas, Px3 ... nicht (wiein 3, 4) 


durcheinander, fondern unabhängig Hon einander, auszu⸗ 


drüden, feße man q ’p'—P, alfo Pxı = (q”’p') xı ynd 


Pr2 = (q’p) 2 und Paz = (pH) x3 u. ſ. w. Da 


durch läßt fih die Evolution der gebrochenen Function Fr 


auf die Aufldiung des allgemeinen Broductenpro- J 


blems (Arch. der Math. Heft II. ©. 224 u, f.) reduciren, 
wenn man fast der dertigen a, b hier 5, —s fh 


IM. Demnach if (a. a. O. S. 227, 8) 
q”'p' 


Pt) = a pha(Iy = =""B 


Daraus F man den combinatorifchen Ausdruck der Coef⸗ 
firtenten q”’p" in einzelnen Variationsklaſſen (wie in 3, 


b) wenn man in die obige Formel nach und. nad) ©, I, 2, 


| 3... ſtatt n ſetzt; und hieraus ergieht fi), ſtatt der Bas 


riarionsHaffen ihre Werthe nach dem dortigen Zeiger für 


p' und q’’ geſetzt, die Weihe für P oder p 'g”, wie folche, 


_ 4 * — 
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mit der untergeſetzten Scale für p und q, a 4 b) befinds 


lich iſt. 
IV. Weil für gegebene Reihen p, q. auch thre Potenzen 


5 q°%; durch die combinatoriſche Methode, und zwar von 


» 


vorhergehenden Bliedern ganz unabhängig, gegeben find, fo 
ift durch die Zormel’(4, b) für p" q”° die Evolution von 


B —, auch vom aller Abbaͤngigkeit der Glieder von einander 


befreyt, und alſo die geforderte, und bier 0“ m wieder hol⸗ 
te, Bedingung vollſtaͤndig erfuͤllt. 


37. Was (in 18) von dem vortheilhaften ehrauche der 
dortigen Variationsklaſſen und der Lokalwerthe für p', q°, 
gefagt worden ift, dad gilt auch von den hiefigen. Der 
Ausdruck für Pr (nt) nach der Hiefigen Independenten 


Form (36, ILL) ift fogar einfacher, als ber bortige (18) für 


die dependente, 


98. Die Aufldſung (4, b) dieſer Yufgabe habe ich vor⸗ 


laͤngſt (Infin. Dign. $. XXVI. p. 120 ſeq.) gegeben. Die 


hier gebrauchten Lokalausdruͤcke par, pua... gar, 
q”’n2 .. . find bequemer als die dortigen, willkuͤhrlich ge⸗ 
wählten, "A", "B®... "AS, "B®,.,(p.122, 4; 
123,» 6). Die dur) die Combinationsmethode bewuͤrkte 
ganz einfache Darftellung in den gegebenen Coefficienten und 
Erponenten, ſteht daſelbſt (p. 123, 124, 8) und die recur- 
rirende fehr verwickelte Euleriſche Formel zur Vergleichung 
(p: 125, 126, 9) 


39. In der Boralformel a, b) find zwey große Bor: 


theile mit einander vereinigt: 1) iſt felbige frey von aller 
Recurrenz, 2) führt fie die Durch andere Verfahren fo ſchwie⸗ 
1 1 r 


‚tige Evolution der gebrochenen Function aufSummen von 
q Ä 


| 
| 


⸗ 
8 


in lokal⸗ und combinatoriſchen Zeichen. 


Prodasten zuruͤck, deren Factoren fux (n-HI) für jedes m, 


alfo auch für r und — s, durch combinaterifche Verfahren, 
auffer det Drduung bequem ſich darflellen laſſen (E. ©; c, 
a. A. ©. 235). Diefe Reduction iſt vornehmlich wichtig; 
benn auf ihr beruht die große Leichtigkeit der Auflöfung der, 
felbft nach Eulers Urtheile, fo verwidelten Yufgabe (1) und, 
dann giebt fie nicht felten betraͤchtliche Verkuͤrzungen an die 


Hand, wo andere Vorſchriften in unnoͤthige, oft in unuͤber⸗ 


ſehliche Weitlaͤuftigkeiten führen. Die Fälle, wo derglei⸗ 
hen Verkuͤrzungen eintreten, find dieſelben, wie ich bereite 


für die combinatorifche Reverfionsformel (Arch, d. Math. 


9. VII ©, 374; 10) angegeben habe, - 


‚ Die. Formel für.p! q”° (4, b) iſt eben o mannichfalti⸗: 
ger Veraͤnderungen, nach den verſchiedenen Beſtimmungen 
von p, q. M V, d, x, s, fähig, als jene für P(3, a; 4, a), Um. 

IN f° j u 
Er ohne Recurren; (die recurrirende Formel fteht in 26) 
q | \ 


S 


zu entwideln, ‘darf man nur pft q" barfiellen, d. h. in ber 
Formel für pf 64, b) überallifr, fs ſtatt r, s ſetzen. 


41. Fuͤr r—s=ı, oder für bie Junction —, entæ, 


. q , 
hält (3, b) die Entwidelung in combiustorifchen Zeichen, 
Die dortige Formel ift nach a, b, c, d.. geordnet, und 
ihr Fortgangsgeſetz fälle ohne Schwierigkeit in die Augen, 

Ä 11 1 ' 

Diefelbe, ‚nur aber mh —, — ; — 10. georbnete, For⸗ 
j & & & N . or 
mel habe ich bereits. (Nov. Syft. Comb. p. LXXX) bes 

0-1 - . 
lannt gemacht; bie dafigen n. n, n.., find den pan, 
px (n-ı), px (n-2). ..gleichgeltend. Die Darftellung 


(5 b) geigt zugleich (augenſcheinlicher, ald jene andere Nov. _ 


Hyſt. a. a. O.), daB in jedem folgenden Gliede alle 
2 € 


} 
= 
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Combinationsklaſſen des naͤchſtrorhergehenden Slie⸗ 
des enthalten ſind, und daß man alſo, was man von dieſen 
Claſſen fuͤr irgend ein Glied berechnet hat, fuͤr alle vorher⸗ 
gehende Glieder gebrauchen kann; nur werden die in einem 
ſpaͤtern @liede in b, c, d, e, d g. .. muitiplicirten Com⸗ 
binationdelemente (= nr .. ) im naͤchſtvor⸗ 


hergehenden in a, b, c, d, e, f... multiplieirt. Und 

umgekehrt, wenn In einem Gliede die Combinationselemen⸗ 

' I -L 

te (at A, 69 B,..n”" N) ober ihre Stellvertreter q "un, 
a .. 

g”’x (a-TN)... q’xı, ina,b... a multiplicirt vorkom⸗ 

men: fo kommen im nächftfolgenden Gliede dieſelben Ele⸗ 


‚nei ' | 
mente, aber inb, c... b, und noch Äberdied q”’x (n+-1) 
in a multiplicirt, vor; ‚wie aus (4, b) erbellet, wenn man 
dort = s—ıfegt. Hier zeigt fich affo auch eine Necurs 
renz, aber feine der gemeinen fo laͤſtigen und befchwerlichen, 
ſondern eine combinatoriſch⸗involutoriſche der 
- zufammenzufegenden Elemente °), durch welche man jeden 
verlangten Eoefficienten auffer der Ordnung mit Leichtigkeit 
fhaffen kann, und zugleich, wie er mit ben vorhergehenden 
und folgenden zuſammenhaͤngt, mit Deutlichkeit uͤberſieht. 


48. Die Formel für g (in 7, b) laͤßt ſich in Abficht 
auf die dortigen Binomialcoefficienten "U, "WB, "E ,., 
 woch anders ausbrüden, Dean weil . | 


0) Bon ſolchen combinatorifhen Dependenzen folgen⸗ 
der Werthe oder Glieder von vorbergehenden, A en 
möge der ganz eigenen Art von Zuſammenſethung der Eic- 
mente, abfoluten Independenzen volfommen gleichs 
gut find, babe ich bereits anderwärts (Arch. der Math. H. 
Al. &, 324) geſprochen und Beyſplele gegeben, 


4 


4 
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ns. BE Be!" — - 3 
- . 2 
u mn VB 
3 
= 40-4 
4 

er — mn _ DB. 
| | 5 
N ſ. w. 


ſo ergieht fid) daraus, wenn man z. B. die letzten Coeffi⸗ 
cienten ſtatt der erſten in die Formel (7, b) fetzt, und den 
gemeinſchaftlichen Factor abſondert, | 





— — x’ - 
7 
\ 
— — Az) 
x 
erxꝛiq9jpꝛꝰ 
— 8* 0° — 8 » ] x "9120 
3 Sg 8*28 J 
ar [A — — tra jx +9 
3 e J 5 a .s R 


BB, 1, d, EB... ) 
I, 22 3, Ares 
43. Bär bie Evolution bes Quotiente — 7 
I-Px x” — etc, 
(10, 2, b) hat unter andern auch Herr be la Orange eine 
Fermel gegeben (Mem. de l’Ac. de Berlin, annee 1768, 
2.285, 2865 vergl, Toepf. comb, Anai. S. 16-118), 
. 83. En 


N 


6 


| 8 
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Sie iſt zuſammengeſetzter, als die hieſige (10, a) , hat aber 
eine etwas weiter getriebene Analyfe der dabey vorkommen⸗ 


den Eoefficienten zum Zweck, die gleichwohl auf Subititus 
tionen und. Reductionen, wie die gewöhnliche, führt. Herr 


de la Grange empfiehlt daher in der Folge (Mem. $. 22. 


p- 291; 292) wegen des unendlichen Nutzens biefer Coeffi« 
cienten bey fo vielen Unterfuchungen, ihre ausführliche Des 
rechnung und Darftellung in den gegebenen ganz einfachen 
‚ Sorfficienten 8, Y, ds ©... Dieb. zeigt die große Mic): 
tigkeit der fo fimpeln, von allen ˖ Subſtitutionen und Re⸗ 
ductionen ganz freyen und' unabhängigen combinatori- 
{hen Sormel (10, b). Zur beffern Weberficht des hier 
‚Gefagten vergleiche man Toepfer a. a. O. S. 19 — 123 


und Yıch, der Math, H. VI. ©, 363, 364; 366, 367. 


44. Die a"A, 6"B, cC... bedeuten überhaupt, nad) 
Elaffen zur Summe n combinatorifch georbnete, mit 
ihren Berfegungszahlen verbundene, Complexionen, fie 
mögen in ihrer Folge auf einander involutorifch bargeftellt 
ſeyn, oder nicht. Werlangt man nun nicht blos combinas 
torifche fondern zugleich in volutoriſche Anordnungen 
biefer Eoefficienten, fo, kann man dafür die je] oder j" 
‚gebrauchen, jene für die Elaffen: diefe für die lexi ko⸗ 
grapbifchen Juvolutionen (E. S. c. a. A. ©. 266, 
267). Daß giebt für die involutoriſchen Formeln (10, b): 

T=ı+ ie“ + I + j’Jx?° +.etc. oder 
“I 1 ‚2 2 s ” 
er TH TH TR + ee. 
(0 7 6, E fin 
. I, 2, 35 22.) 

Die Entwickelung ber Claſſeninvolution "J und der lex! 

fographifchen °.] Cund Zwar der leztern auf zwey verſchi⸗ 


bene Arten) für beftimmte und unbeftimmte Sunmmnerpı: 
nenten n, zeigen (E. S. c. a. A. S. 183. f. und S. 20 


5 in Tofal» und combinatorifchen Zeichen, BE 


204). Auch in dieſer zweyten Sammlung wir 
Mehrexes davon vorkommen. 


a3, Daraus folgt für (ti, bist oder 

pP. a-tbx+cx” + etc. 

u En ent 
gT-B— Re et — 
pg” = | 
+[b+afJ]x 
+le+bjftaPI]e®, 
‚+d+gT +bj’J+ a7 12 
—8 — e —A 

4 Ya , kt... 
1, 2 »_ 3» 4:.* ) 


Zuͤt j.j?] ... Tann man auch ſetzen Tin) ++ 
46. Fuͤr bie Evolution der | Elementarfunction 


I 

— were bat. auch de Moivre zwo Formeln 
gegeben: eine recurrirende dep endente (Mife. anal, 
p. 35, 36) die mit der biefigen (10, a) bis auf die Zeichnung 


vollfonmen' Äbereinftimmt, und eine Directe indep en⸗ 
den te durch die Coefſicienten b, c, d... des Nenners un⸗ 


mittelbar ausgedruͤckte (ibid. p- 89. Coroll. I). Die Zu⸗ 
ſammenſetzung der letzten folgt keinesweges, wie doch zu er⸗ 
warten war, der unmittelbar vorher (auf derſelben Seite) 
angegebenen Regulae producta literalia ex praecedentibus 
colligendi; auch hat de Moivre, welch anderes Geſetz da⸗ 
bey zum Grunde liege, nicht angegeben. Die Sade ift 
eine literarifche Merkwuͤrdigkeit, über melde ich in der dolge 


Auffchluß geben werde. % | 


47. Auch bat Herr: Drofeflor Trembley zu Berlin in 
der folgenden Abhandlungt uͤber die wiederlehrenden Bellen 


N 


= durch Evolation vn — 


38 L Hindendurge Entwickelung gebe. Buncienen 
+ Bx + yx” + &w + etc, 


1— ax + bxꝰ — cx’ +. dx* — etc. 


C(worinn — — als Element enthalten iſt) 
I-—ax- bx’ — 
mit vielem Scharffinn eine Formel aifgefunden, deren Ents 
wicelung, wie ich in der Folge zeigen. werbe, eine comtbie 
natorifhe Anordnung barftellt. Sie begreift zufaͤlli⸗ 
gerweilt das oben (46) vermißte, von be Moivre nicht ans 
gegebene, Gefet der Zuſammenſetzung jener Eoefficienten 
volftändig in fi, und enthält fo eine weitere Analyfe ber 
Moivrifchen Anordnung jener Coefficienten. Aus dem 
ganzen Vortrage der Abhandlung felbft erhellet jedoch au⸗ 
. genfcheinlich, ‘daß Herr Trembley, dem die unrerwähnte be 


Moivrifche Iufamnienfegung der b, c, d... vermuthlich 


gar nicht bekannt gewefen ift, ſeinen eigenen Wes eingeſchla⸗ 
gen und verfolgt hat. 


Zu unmittelbarer, in der Solge anzuſtellenden, Ver⸗ 

- gleichung der Trembleyiſchen Formeln und Ihrer Aufldſung, 
mit den combinatoriſch⸗ involutoriſchen, babe ich letztere (in 

12, 13. Tafel III) vorgelegt, anch dieſelben Coefficienten 


BY, 3 a, b, c ... im Zaͤhler und Nenner ber gebros 


chenen Zunction Fr „ wie bey Herrn Trembley beybehal⸗ 


ten. Da hier, wegen der Rechtfertigung der Formeln (12,13) 
Auf andere vorhergehende (36, LIT) von welchen fie abhängen, 
verwieſen wird: fo wird es hoffentlich nicht überfläffig feyn, 
‚ einen directen Beweis diefer Formeln bier beyzubringen. 
Dey aller Strenge läßt er. fich ganz kurz faflen, und ſchafft 
den Vortheil, daß, wen blos um die Einficht und Bergleis 
chung der beyderkey Formeln (der meinigen und der von 
Herrn Trembley) und ihres Gebrauchs in der Anwendung zu 
thun iſt, diefer dad Bisher Vorgetragene ganzäbergehen, und 
fach nur mit dem zundchft Folgenden bekaunt machen darf. 











% 
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C. Directer Beweis ber Formeln für q” und: pq 
(123, 13) nebft einigen Benfpielen zur Erläuterung. 
a) Beweisder Formel fuͤr * (12. Taf, II.) 


49. Fuͤr 


1 — — ml 
g uber ee i 
I I 
feße man Pr = 1 Wo alſo X ete. 


Run iſt J 
1 ne 
7 = ı+q+ ++ etc. = q” 


al»b,c....] i | 
folglich, flatt.der Potenzen 'q', q*, 9°». . Ihre einzelnen 


in Combinationsclaſſen ausgebrädten Glieder (E. S. c.a. 


A. S. 232 6. 130) geſetzt, 


— —— 
14 +0Bf +6B 
u +eC 


a, b,.c, deeoN\: 
(1: 22.35 4 ) 

woraus 2 V 

14 ie + 12° + ete. 

q — IH ICHS HTRH+ etc. \ 
(wie in 2, Taf. III) folgt, wenn man, uach der bortigen 
Einnerung, flatt der a’ A-+-b"B+c’C + etc. die zugehbris. 
gen involutoriſchen Sunctionen j"J. 3" . ſetzt (Ebend, ©, 
| 67), ° | ' . 
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Statt der j J. j P... haͤtte man bier auch die ji], j).. 


Darſtellung ber Glieder in wiederkehrenden Reihen. Ein 


‚ bie Beweife zuſammenzieht und verkürzt] | 


b) Beweis. der Formel für py". (13, Taf, DI 


50. Fuͤr —— n 
P.- a+Bstyr® Li Lei * 
q 1— ax—bx” — cxꝰ — etc. 


iſt rg" (et Bx+rx’+etc.). GH TH’ %+ ete) 
wenn man q”" durch involutorifche Zeichen (nad) 12 oder 
49) ausdruͤckt. Daraus folgt, beyde Reihen mit einans 


ber multiplicirt, | 
pt —=at+@ +)x' +etc. (wie in 13) 


E 





ſetzen kͤnnen. Auch ift das Fortfehreitungsgefeg der Glie⸗ 
der für die Werthe von q und pq”"[in a) b)-] fo deutlich 
und einleuchtend ‚ daß fi) daraus die Werthe für die allges 
meinen Glieder q”' 7 (n+1) und (pq”') 7(n-+ı) in (12, 13) 
fogleich ergebeır. - | 


51. Dan hat hier in wenig Zeilen einen bändigen vollſt aͤn⸗ 
digen Beweis der Grundformeln für die Entwidelung und 





neues Beyſpiel, wie fehr nicht.felten die Combinstionslehre 





©) Einige Beyſpiele zur.Erläuterung. 


. 52. Vorerinnerung. Es giebt mehrere Wege, auf 
welchen fich die involutoriſchen Zunctionen PT und F aus 
fuͤhren und in ihren Werthen darſtellen laſſen. Von diefer 
will ich hier nur beyſpielsweiſe die drey Anordnungen au 
führen, die man (E. S. c. a. A. ©. 183) zu unmittelbare 
Bergleihung neben einander geftellt, finder: die CIaf fen 
Involntion Aehmlich und die beyden lerifograpbi 
ſchen (die Moivrifche und Boscowihfhe), Die Daı 


J 








! 
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ſtellung iſt dort zwar nur für n = 7 gegeben f aber die das. 
für beygebrachten Regeln find — 


53. Von dieſen drey Anordnungen werde ich hier die 
erſte und letzte (die Elaſſeninvolution und die lexikographiſche 
Boscowichfche) nicht gebrauchen: jene nicht, „weil ich von 
ihr in meinen frühen Schriften und auch in der erften 
Sammlung c. a. U, häufigen Gebrauch gemacht habe, und 
felbige unter den übrigen ſchon am meiften bekannt iſt; dies 
nicht, weil fie bey ber folgenden Ybhandlung von Herrn 


Trembley am ſchicklichſten ihre Anwendung finden wird. 


54. Anbetreffend die combinatorifche Anordnung, deren 
ich mich bier zu Entwicklung der Complerionen für die Ins 
volution "bedienen werde: fo findet man (Tafel IV; 14, 
15) zwey verfehiedene Darftellungen davon, wo man wegen 
der erfien (14), außer den dort angeführten Stellen, au‘ - 
im Arch. d. Math H. IV. ©. 393 nachfehen kann. Die 
zweyte (15) arlangend, ſo gehoͤrt hieher folgende Aufgabe. 
55. Kufgabe Die Iweluten , J 9) aus⸗ 
4 


I, 2, 3 


zufuͤhren. 


Aufl. 1) Man fegedie drey ef Somplerionena°-"[a], 
a”-° (b}, a”? [c], 8 für fih gegeben, unter 
einander, und continuire die at”*, ar’, ar°,, im Vor 
aus nach der Ordnung. Die Complexionen ber zugehöris 
gen Klammern werden nad) einander beſtimmt, wie folget: 


2. Allen in der vorlegten Klammer Beenden Com» 
plerionen ſetze man b vor 


3. in denjenigen Sontplerionen ber letz ten Klammer, 
die entweder iur einen Buchftaben oder zwey ungleiche An⸗ 


4 


x 
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faugsbuchſtaben haben, verwechſele man den erfien Buchſta⸗ 
ben mit dem naͤchſtfolgenden des Zeigers. 


So geben (2 und 3 zuſammen) bie Gomplerionen einer 
neuen oder folgenden Klammer ‚ aus den beyden naͤchſtvor⸗ 
hergeheyden. 

4. Fuͤhrte die Verwechelang 1%) auf einen Vuchſtoben 
ber ee im Zeiger fleßt (der Hier nur a, b, c, d nicht aber 

..enthaͤlt) fo uͤbergeht man die Complerion gaͤnz. 


I, 2, 35 
Complerionen 


anet [a} DE \ 
a'’* [b] | 
an’ [cl 0 
ar“ [b?, d] | u 
ar’ [be] . . 
ar Tb, bd, c?} 
au7 [b?c, od] 
a3 Th*, b?d, be*, d’]. 
ab-ꝰ [b’c, bed, c’) 
a Tb, ba, bc, ba2, crd] 
u. ſ. w. 
Dieſe Involution, wo n allgemein jede ganze poſitive 
Baht vorſtellen Tann, iſt zwar in Abſicht des Zeigers (der 
bier mit d abbricht) beſchraͤnkt; die oben gegebenen Regeln 


aber find allgemein, wie Folgeudes zeigen wird. x 


n 


u Die Eomplerionen der Involution N ) zu 


1, 2, 3. 4.5.. 


finden, für weiche die Menge der Buchſtaben a, b. c, d. 


eben fa, wie der, Summenerponent n, ganz unbeftimmt iſt, 


- 


56. Das giebt für die Involution ‘a, J ) folgende 
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bedient man ſich der Borfchriften I, 2, 3 ber vorigen auf⸗ 


gabe (55) mit Uebergehung von No, 4; weil der dort anges 
gebene Fall bier, wo es keinen legten Buchftaben giebt, nicht 
eintreten kanu. Die Ausführung einer folchen Involution 
(hier Taf. IV. 15. und E. S. c. a. ©. 202). Ein bes 
ſonderer Fall davon, für n 10 (Ebendaſ. S. 280). Dort 
babe ich aus der Involution für eine unbeſtimmte Menge 
von Elementen , die für eine beſtimmte abgeleitet. Hier 
habe ich umgekehrt, bie Menge det Elemente a, b, c, d 


erſt beſtimmt angenommen (55), und gezeigt, wie die Re⸗ 


gel, durch Aufhebung der Beſchraͤnkung, für jede uns 
beſtimmte Menge pafle. 


58. Ans Jſund ihren Eompferionen folgen unmittel 


bar die für J, —J. "Te. oder für Ts 


»T‘, a3", ,. wenn man in ber "J' Potenzen von a, 


durchgängig n — 1, n— 2, D—3, ... oder nꝓI, 2, 


143. ... ſtatt n ſetzt, die nebenflehenden Complexionen in 
den Klammern aber ganz unveraͤndert beybehaͤlt. Ehen fo 
folgen, für beflinmute n, 3. B. aus ""/J CEbend, ©, 280, 


281) die T, F.“.. oder die", 7,0 durch 


facceffive Hinwegnahme oder Hinzuthuung eined oder mehs . 


rerer 3 zu den Potenzen von a in J., mit Beybehaltung 
der nebenftehenden Complexionen in ben Klammern. Lebers 


all muß man biefe Veränderung fo weit treiben, bis man | 
auf a° verfaͤllt; bie in der. Klammer neben a° ſtehenden 


Ermplerionen find nehmlich jederzeit die legten der Involu⸗ 
tion. Die Darftelluug einer einzelnen Involution kann fo 
‚zu Grundlage vom unzählich viel andern dienen, die man 
derwaͤrts und ruͤckwaͤrts daraus finden kann. 


59. Die einzelnen Complexionen von "T, nit den zus 


drigen BVerſetzungs zahlen oder Polynomialcoefficienten j 
chen, geben j J. Von dieſen Zahlen (Infin. Dign. 
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§. XIII. auch Arch. d. Math. H. IV. S. 388, 4). Die Vor⸗ 
zeichen der einzelnen Eomplerionen, beurtheilt man- aus dem 


‚ Vorzeichen der einzelnen a, b, c, d... im Beiger, die 
denen im Renner entgegen geſetzt find (23). 


60, Epempel ı 1. Das 1ode Glich des Bruches 
BE SE . 
go. — ax+bx’ —ex?'+dx*- 4 

zu finden, ſetze man (2) n+ı=1o, alſo n==9; das 
gibt 


4 


q 
— 7:($+1) ==. ° ij x° 
J. ton) 
bb) 2 3» 4 
Die Vorzeichen ber a,b, c, d im Zeiger der Involu⸗ 
tion find nehmlich denen im Nenner des Bruchs, wie fo 
eben erinnert worben ift (59), eutgegengeſetzt. | 


* 


Das verlangte Glied aus der involutoriſchen Gunction 
zu entwickeln, befolge man 


I) wegen der einzelnen Complexionen für 
7 die Vorſchriften 1, 2, 3, 4 in (55) nach welchen man 
aus aa, a’b, a°c die Abrigen findet; ober, manfegen—g 
in (56) und nehme alles, bis mit a°?—a°, und was dane⸗ 
ben in der Klammer fleht (58) 


.2) wegen. der beyzufügenden Verfeßungss 
sahlen; bie bekannten und (59) nachgewiefenen Regeln; 


3) wegen der Vorzeichen der einzelnen Coms 
‚plerionen; die Bemerkung ebendaſelbſt. Dis giebt zus 
fammen q” IO. xꝰ b. i. | 
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+12’ -g2’b+ 73°; + 212°b” - 62°d - 302°bc \ 


gq"J10=7 -202’b’faoa’bdtıoa?’c”t30a*b?c-ı22?cdt5a'b* 1x9 
-12a'b?d. 12a'be?}3a’d?. ga°b'ct6a° bedtia * 


61 Ehen fo fände man; für eben den Zeiger, —* x 
oder gg. d. i. 
| + 12" _ ash + 6a°c + 15a*b?-—- sad 
g"79=.? -208’bc-10a*b?-H122?bd+6a?c?-Fızab?e 
Van -3a°b?d -3a be? +ıad’) » 
entweber unmittelbar (aus 55; 1, 2, 3, 4 und 59) ober 
“ mittelbar aus 7 710 (58, 60) 9— 


62. Exempel 2.” Das ıode Glied des Bud. 


pP _“+Atm +: dx? —. 
q  s—axtbx’—cx’+dx* u ri ’ 
zu finden / ‘ 


Man feel) n+1 =. 10, alfo n=9; daB giebt 


7 = (ei HT + HEN» 
| (* a, — b, + — — d 


1, 2, 
Die Entwickelung von ey. * ſteht im vorigen 

Erempel, (60, 61) und gilt auch für j T. iT. Meh⸗ 
rere involutoriſche Eunctionen koͤnnen hier nicht vorforhmen, 
weil die Eoefficienten im Zähler des Bruchs mit dem vierten 
(abbrechen, Die Multiplication in a, 8, Y 4 bat feine 
Schwierigkeit; auch wäre ed überfläffig (wegen deſſen, was 
cen im Ex.1 fleht) ‚die einzelnen Complefionen von 


_ = To hier beſonders abzuſetzen. 
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63. Er empel * Das 7re Glied der gebrochenen 
Bunction | a | 





Re ._ 14354 3* i J 
9 5 1- 2x-2x zu finden. v 
+ Bm 0 
Sir = res Pre 03 für a6 
er I6m= = I + AT + 7 x 
3 


‚folglich, die —E—— — Glieder et ent⸗ 
wickelt (55 oder 56 und 59) | 


ST —8 xrx 


| + 13° oo | + rar 
+ Sal — 4aꝰb + 32°b 
8 
os 


— qac + ga’c — 2ac/? 
+ 62°b* —3a'b? 1a0b⸗ 
—babe| 2 +22°be 2 
4 1 a°b? 

+12) 


L’ 


‚Seht man bier, in Begiehung auf den gegebenen Bruch, 
æ13 P=35 Y=3; und a=ı; =; c=2; ſ0 
findet man | 


BINT= (15. 17.347, 3) x⸗ m 
ein 


—2x2x 


354 7a + ——— 4 9x? 4 gm? „tr iz? 
+ 632° + etc. . 


Es if auch wii — a 


l 











' - 
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64. Bey der Aumwenbung auf. Befihumte Faͤlle, Tann 
man entweder (wie in vorhergehenden Exempel 3) die Vor⸗ 
zeichen: der einzelnen Buchflabencomplerionen gleich fo abaͤn⸗ 
dern, wie fie Die Zeichen der Coefficienten im Zähler und 
Nenner beſtimmen, oder man Tann allen Yuchflabencoms 
plerionen. das nen + Iafien (wie es ſich für pofitive 
e, 8,9%... im Zähler und für den Nenner ı—ax 
— bx? — cz’ — etc. ‚gehört [21] ) ‚und die Nenderung der 
Zeichen erft mit der Subfitution der Zahlen (wie in folgens 
den Erempel 4) voruchmen; wobey man nicht vergeffen 
muß: bie Zeichen der Zahlen im Zähler unverändert beyzus 
behalten, flatt der Zeichen im Penner aber die entgegenges 
ſetzten zu nehmen, und ſo die Zahlen zu ſfubſtituiren. Wenn 
im Zaͤhler oder Nenner des gegebenen Bruchs ein Zwiſchen⸗ | 
glied fehlt, fo wird der zugehörige Coefficient Null geſetzt. 
65. Erempel 4. Juͤr die gebrochene Sunctign 
p : 24x? —3x? . 


gq 1— 5x 
wäre das ste Glied von — DER VCH) WE 
(THAT HR THERT) 8 
=(2f " Yrorıf » 1231, s 
LT geb zab f bf „ 
: 1 3ab* 
== = [2 195 - 50015) + 1(135-10)-3 (25-nD]x° 
= (52380 +15 — 72)x’ = 53232’ 
wenn man nämlich am=9; B = 0: y—1;5 dj; 
was; bız—ı gehdtig (abfnirt 
66. Das 6te Glied, dad man bier (nach 55 ober Bird | 
Veyhuͤlfe von 56). bon den vorhergehenden unabhängig ges 


Fu Zr: 


4 1. Hubenburgs Entwicelvug gebe. grhcionen 


finden bat, fände: man dependent von dieſen, auf dem ges. 
wöhnlichen Wege, vermitselft der Beziehungsfcale +5 — ı 
(27) eben fo. Es iſt nämlich (u, a) 
Pa 1 =: 2 
+(0-+ 5Pır)x = +I1ox 
"+1 + spa —ıPdx? + 49x” 

’ . +(—3+5Pr3 —ıPr2)x? — +232%° 
Ä +C 0 + 5Pxng —ıPx3)x? — + uıx® 
+( 0 +5Pu5s —ıPky)x’ = +5323x° 
+ etc. etc. ‚cite. ete. 


Segner ‚ der dieſes Erempel unter mehrern (Elem. 
Anal.Infın. P. II. $. 568) nach der Beziehungsſcale +5—1 
berechnet, aufführt ‚ bat durch einen Recänungsfehte 
4444%° ftatt 5323 geſetzt. 


Ferner: Der unaͤchte Bruch des Exempels 
-3 4x42 


.y? — 5X 41 


und den eigent lichen Bruch 








enthält die u. Functiou— 4. 


' 





— 67x —164 
— = 13x 
PP ETe Brad 
4 49x 2} E — —»—— etc. Jene und dieſer 
auſammen,  gebin 2--10x-449x nee? 
+ etc., ‚wie vorhin. 


67. Ich habe in dieſer Abhandlung durchgaͤngig, die 
recurrirende depenbente Form, von der Directen 
indepenbenten, unterſchieden. Nun kommen zwar in 
der letztern auch Redurrenzen vor (41), aber der Um⸗ 
ſtand, daB fie combinatorifche involutoriſcher Art 
find, "macht fie ganz unfchädlich und abfoluten Inde⸗ 
penden zen vollkommen gleichgältig, Es wird der Muͤhe 
werth ſeyn, zum Schluſſe noch die unmittelbare Verglei⸗ 


hang der beyderley Mecurrenzen der gemeine n und 
combinatorifchen, an einem Beyſpiele vorzulegen. 
& x +y<x”’- etc. 
- 0 q  I-ax-bxr”’-cx’- etc. 
wäre 


in dependenter Form | in independenter Form 
n,gemein, Recurrenz | u. combinat. Recurrenz | 
P oder pgq”" 
‚, =a mag”xı 
+[ßB-+aPxı]x' +[egq”’x2+ßg"sı] x" 
+[y+aPsa], 2 | +tleq n3+Bg"n2 |, 2 


“in in ldkal = und oma Zeichen. 4 


ir 


+ bPruf + vgl” 
+[d+aPa3 +[eg"'24 + Bg" “3 
+bPu2 x +rq'a2 

+ cPuı |’ ‚+ dqr vr \ 

⸗ ⸗ 3 ⸗ 


nah 4,a5 4, 33 wenn man dort r—s—1, und pie; 
pa=Pß; pr3=Yy;... md qui=ı; aa; 43 
=b; ..» fett. . 


69, Die Vergleichung beyder Darfelungen zeigt fols 
gended: 


» In dem Werthe für P kommen, -auffer ben a, b, 
des Nenners, als den einzelnen Gliedern der Mois 
srifchen Beziehungsfcale (27) auch noch die m, 8, 
6... des Zählers vor. Der Ausdruck für P ſtellt dem⸗ 
nach eine feriem recurrentem impuram (29) bar, _ 


Der gleichgültige Ausdruck für pq”" Hingegen, hat ganz 


die Form von einer ferie recurrente pura, wobey bie «, 8, 


14... gleichfam die Stelle der einzelnen Glieder einer . 
DD. u 


[4 


Q 


% 


- 


den Prı, Px2, Px3... die, ß,y...unda,b,.c,... 


‚50 1. Hindenburgs Entwickelung gebr. Functionen 





Beziehungsſcale vertreten, die man auch bie Beziehung 
feale für die combinatorifche Recurrenz nenn 
Konnte, | 


2) Der Ausdruck für P ift demnach zuſammengeſetzter 
als der für pgrt, und wird es dadurch noch mehr, daß in 


anter einander gemengt vorfommen, die in den einzelnen 
Gliedern von pq”" aufs deutlichfte von einander gefondert 
find. Bon den bierbey "aufgeführten Producten iſt inımer 
der erfte Zactor einer ber Buchſtaben æ, 8, y... auß ber 
Meihe p, der andere Factor, als Coefficient von q’', 
‚x bezieht ſich blos aufn, a, b, c... und enthält nichts 
von «, B. Yır.- \ 


3) Diefe größere Einfachheit im letztern Falle, hat ih: 
ven Grund vorhehmlich in der weiter getriebenen Analyfe 
der Reihe für pot. Der Ausdrud für P zeigt nämlich blos, 

wie folgende lieder der Reihe von vorhergehenden berfel- 
ben Reihe abhängig find. Cine aͤhnliche Dependenz ber 
Glieder, aber auf die Elemeutarreibe q’’ bezogen, 
zeigt der "Werth für pg”’, der alfo weiter zerlegt ift, als je 
ner für P. Endlich u 





‘ 
\ 





+) Kann man die Coefficienten Pxı, Px2, Px3 . .-. für 
P, nah gemeiner Recurrenz, nicht anders als einen 
nach dem andern, Feinen aber außer der Ordnung, durch die 
gegebenen &, 2 Yırıa,b,c... ausdruͤcken. Diegzı, 
q’'x2, q”“ . hingegen für pg”', laſſen fih, nad 
combinatoriferMecurren), durch die 1.j + FR 
(12; Taf, III) unabhängig von einander darſtellen. 


% 


70. Setzt man bie involutoriſchen Functionen (69, 4)' 
ſtatt jener Lokalzeichen in (68) ſo erhaͤlt man | 


X 





in lokal⸗ und combinatorifchen Zeichen, st 


| 

i 

} 

Ä 

| 

! 
0. 
in 


Br Fe : 
| ET ETenz 
Eee Fa + HT +0lR 
ars ⸗ ⸗ ⸗ 
J a, ». den ı 
in ( 2, 35; 2.) - 


les, wie in 13; Taf. II. Fuͤr j“ J. das hier auch in 
‚feiner Ordnung mit vorkommen Fönnte, iſt aͤberall fein Werth 
A geſetzt worden. 


71. Die Vergleichung des anerꝛcs für P (68) mit | 
dem für pq”* (70) giebt 


Pu=a Px4=a(ej’,) +Bi' +9) \ 
Pnzal@) . —  +b@i, + 

‚+ß . +c(e) 
Pa =a es + PB) 40 

—W | 

+7 u. 0 m 


a2; b .„ €; d . . . . 
G.: 329...) | u 
So Tießen ſich alfo auch die Pur, Pa2, Px3 !:. (in 68). 
involutoriſch zerlegen und independent darftellen. Dies nur, 
un zu zeigen, was man zu diefer Abficht für die dortigen 
Pen thun Tonne; denn fonft wird mam wohl Feinen Augen⸗ 
blick anflehen, bie viel kuͤrzere Formel (70) der obigen weite 
laͤuftigern Zerlegung der hohern Summen in niedrigere in in 
der Ausuͤbung vorzuziehen, 


Setzt . (in 68) e==ı und B yal- — etc. 
=0, alſo Fi = 7* ſo faͤllt in dem Ausdrucke für p die | 
D 2 


50 1. 1. Sindenbune Eatridelng gebr. Junctionen 


Besiehungsfcale vertreten, die man auch bie Besiehungss 
feale für die combinatoriſche Recurreng nennen 
idanie. 


27) Der Ausdruck fuͤr P iſt demnach zuſammengeſetzter, 
als der für pg”", und wird es dadurch noch mehr, daß in 
ven Prı, Px2, Px3... die, B, y... und a, b. c, 
uuter einander gemengt vorkommen, die in den einzelnen 
Öliedern von pq”" anf deutlichfte von einander gefondert 
find. Ron den bierbey "aufgeführten Producten ift immer 
der erfte Factor einer ber Buchſtaben «, BY. .. aus ber 
Meihe p, der andere Factor, als Eoefficient von q”, 
bezieht fi blos aufn, a, b, ©... und enthält nichte 
von «, Ps Y ...» j N . 


3) Diefe größere Einfachheit im letztern Falle, Bat ih: 
ren Grund vornehmlich in der weiter getriebenen Analyſe 
der Reihe für pq”'. Der Ausdruck für P zeigt nämlich blog, 
wie folgende Glieder der Reihe von vorhergehenden berfel- 
ben Reihe abhängig find. Cine ähnliche Dependenz der 
Glieder, aber auf die Elemeutarreihegq”" bezogen, 

zeigt der Werth für pg”", der alfo weiter zerlegt ift, als je⸗ 
ner für P. kudlich 


4) Kann man bie Coeffcienten Pai, Pxa, Puz..- fuͤr 
P, nad gemeiner Recurrenz, nicht anders als einen 
nach dem andern, keinen aber außer der Ordnung, durch die | 
gegebenen 2 B, y.. .a, b, c ... ausdruͤcken. Die Tiui, 
gq"'x2, ꝗ5g ... hingegen für pq”', laſſen ſich, nah 
combinatorifherecurrenz, durch die 1,j Jr "I | 
(12; Taf. III) unabhängig von einander darftellen. 


“ 


70, Setzt man die involutorifchen Zunctionen ‚(69, » 
ſtatt jener Lokalzeichen in (68) fo erhält man \ 


\ 





S 


En} 


pg"= 4 | 
+ HR. 
+LEÄT +] +r]r* | 
+ [if + HT +elR' 


2 ⸗ 


( b, —A d ... 
Il, 2 5 35 +.) " 


⸗ 


alles, wie in 13; Taf. II. Fuͤr j“ J. das hier auch in 


in lokal⸗ und combinatoriſchen Zeichen. se 


feiner Ordnung mit vorkommen koͤnnte, ift aͤberall fein Werth 


I gefegt worden. 


4 


71, Die Vergleichung des Ausdrucks fuͤr P (6g)' mit | 


dem für pq”* (70) giebt 
Pıuı=a °.° Pa4a=a(ef,) +Bi +9) . 
Pr2=a (a) At. 
‚+B Br 710} 
P3=a( J +9). +0 
tb) 
+7 u. ſ. m 


623; a) 
I, 2,35; A«:.. 


So ließen fich alfo auch die Par, Px2, Px3 !:. (in 68). | 


involutoriſch zerlegen und independent darſtellen. Dies nur, 


um zu zeigen, was man zu dieſer Abficht für die dortigen 
Prn thun koͤnne; denn fonft wird mam wohl keinen Augen⸗ 
blick anſtehen, die viel kuͤrzere Formel (70) der obigen weit⸗ 


läuftigern Zerlegung der höhern Summen in niedrigere in 
der Ausuͤbung vorzuziehen, j 


Seht man (in 68) æ — 1 md B=y—d— de. 


=0, alfo — u ri > fo fällt in den Ausdrucke für Pdie 


D 2 


/ 


t 


‘ 


. . . y , | 
44 1. Hindenburgs Entwickelung gebr. Functionen 
ERTL auch Arch. d-Math. H.1V. &,388, HM. Die Vor⸗ 
zeichen der einzelnen Eomplerionen, beurtheilt man aus den 


Vorzeichen der einzelnen a, b, c, d... im Beiger, ‚, die 
denen im Renner entgegen geſetzt find (23). 


60. Erempel ı 1. Das jode Glied des Bruches 
FE . a1. vn 
ea. 1 

zu finden, ſetze man (12) n+ı= 10, alſo n==9; das 
glebt 


[2 
% 


1 
- 7,9+9= "fe 
4. +3 — b, +6 =) 
I % 3 4 
Die Vorzeichen der a,b, c, d im Zeiger der Involu⸗ 
tion find nehmlich denen im Nenner des Brüche, wie fo 
eben erinnert worben ift (59), entgegengeſetzt. u 


+‘ 


Das verlangte Glied auß der involatoeriſchen Function 
| zu entwiceln, befolge man 


I) wegen der einzelnen Komplerionen für 
7 die Vorſchriften 1.2, 3, 4 in (55) nach welchen man 
aus aa, a’b, a°c die aͤbrigen findet; oder, man ſetze n — 9 
im (56) und nehme alles, bi mit a"? —a°, und was banes 
beu in der Klammer ſteht (58) | 


2) wegen. der beyzufägenden Berfegungss 
sahlen; die bekannten und (59) nachgewiefenen Regeln ; 


3) wegen ber Vorzeichen der einzelnen Com⸗ 
plexionen; bie Bemerkung ebendaſelbſt. Das giebt zu: 
ſammen q’’xı0.x? d. i. 


in lokal⸗ und eombinatarifchen Zeichen. 4 
+12°-ga’b +78°5 + 212°b? - 6a°’d.— 302*be l, 


 g’ho=T -20a’b’faoa’bdtioa’c”t30a”b”c-ı2a°cdt5a'b* \x 
l. 12a’b’d. 12a "be?t3a’d*- 4a’b’ct6a° bedtua ce? 


61? Eben o fände man, für eben den Zeiger, r7 x⸗ 
oder g” 9. d. i. 
| +18 - 7aſb + 62°c + 15abꝰ - * 
g"19=.? -20a’bc-10a®b?-H122?bd-+6a?c*-Lizab?c 

L- 6acd + ıa°b* -32°b?d -3a bc? + 12 d? 
entweder unmittelbar (aus 55; 1, 2, 3, 4 und 59) ober 
: mittelbar aus q”" 710 (58, . 60) | , 


62, Erempel 2. Das ı0de Glied IE Ä 


pP _ a+Pße ty" + dx? u ir. 
q J 1—ax+bx’—cx’1dx* Al 
zu finden 


Don ſetze (13) nt = ==.10, alfo n3=9; das giebt 


7940 = (ej -THRT url KL DE 


| Tre 
1,° 2, 


Die Entwickelung von PT. ey ‚steht im vorigen 
Erempel „Go, 61) und gilt auch für 5”. ; T. Meh⸗ 


rere involutoriſche Functionen konnen bier nicht vorkommen, 
weil die Coefficienten im Zaͤhler des Bruchs mit dem vierten 
(D abbrechen. Die Multiplication in, &, Y 4 hat keine 
Schwierigkeit; auch wäre ed Überflüffig (wegen deffen, was 
on im Er. x ſteht) .die einzelnen Complexionen von 


* ho hier befonders abzuſetzen. 





46 1. Hindenburgs Entwickelung gebr. Functionen 
63. Erempel ” Das zte Glied der gebrochenen 
Function | 


A € 297 
q Zu 14x — 2x’ == au finden. 


3 


/ 





Be — — * + re ; wire (13) für n—6 
er I6m= = FT Rt Bi’ 7 + —8 
— t b, +eN 


folglich, die —E—— — Glieder een ent⸗ 
wickelt (55 oder 56 und 59) | 


7 | AT | — 


+12) —ı. + rat 
+ 5a*b Zu) + 3a°b 
— ah — + — 2a? 
+6ab?7% — gab . + 1ach? 
—babe| +2a°be | | 
+ 1a2°b’ 
+12) 
L | 
‚Setzt man. bier, in Beyiehung auf den gegebenen Bruch, | 
æ13 B=3;5 Y=3; mb a —13 h=3; c=2;, ſo 
findet man. 


———— J DEE SE 


tete 
— ax’ ax? ‚rtichgee 


+3; + 72 + re 15° 4 ꝗxꝰ + zIxt + age 
+ 63x° + et. . | | 


Es⸗ iſt auch wirklich 














- 
yo 


in lokale und eombinatoriſchen Jeichen. 47 

64. Bey der Anwendung auf. beſtiumte Faͤlle, kann 
man entweder (wie in vorhergehenden Exempel 3) die Vor⸗ 
zeichen. der einzelnen Buchflabenconiplerionen gleich fo abaͤn⸗ 
bern, wie fie die Zeichen der Coefficienten im Zähler und 
Nenner beſtimmen, oder man kann allen Buchſtabenrom⸗ 


plerionen, das # Borgelden + bafien (wie es fich für po fitive 
e, B, y, 8... im Zähler und für den Nenner 1 —ax 


— br? — cx’— etc. gehört 217) und die Aendetung der 


Zeichen erft mit der Suͤbſtitution der Zahlen (wie in folgen⸗ 
den Erempel 4) vornehmen; wobey man nicht vergeſſen 
muß: die Zeichen der Zahlen im Zähler unverändert beyzus 
behalten, ſtatt der Zeichen im Nenner aber die entgegenges 
fegten ju nehmen, und fo die Zahlen zu ſubſtituiren. Wenn 
im Zaͤhler oder Nenner des gegebenen Bruchs ein Zwiſchen⸗ 
glied fehlt, fo wird der zugehörige Coefficient Null geickt, = 


65. Erempel 4 Fuͤr die gebrochene Bunctign 
pP -_ 24x" — 32? . 


gq ‚15x47 
wäre das 6te Glied von — lH) 
nIC a Ka va Ka, 0 Re 7 DE 
=(@f #* )z+orı[ # 13 — 3 b R 
by aab f ) 
- # 3ab* 
= Es Rear). 3(a5-n]x2". 
== (5280 + 115 — 72)x' = 53232’ Ä 
wenn man nämlich 2 ==} B=0; y—1; = —3; 
wa=s; b=—1ı gehdris fubfkituirt, 
66. Das 6te Glied, das man hier (nach 55 oder Bird | 
Beyhuͤlfe von 56): bon den vorhergehenden unabhängig ges 


„ 4 


- 


jr 1 Hiadenburgs Entwidcelung gebr. Funccionen 


fanden hat, fände-.man dependent von dieſen, auf dem ges. 
woͤhnlichen Wege, vermittelſt der Beziehungsſcale +5 — ı 
(27) eben fo. Es iſt nämlich (m, a) 
Pıi 1 *— 2 
+(0-+ 5Pır)x = +Iox 
+1 + SP IP ==-+ 49x” 
, +(—3+5Pu3 —ıPa2)x" — + 232% 
+C 0 + 5Pa4 —ıPa3)x? — + ı1ıx* 
00 + 5Pa5 —ıPry)x’ = +5323x° 
+ etc. etc. .ctc. ete. 


Sconer ‚ der dieſes Erempel unter mehrern (Elem. 
Anal. Infin. P. II. $. 568) nach der Beziehungsſcale +5—1 
berechnet, aufführt, hat dur) einen Rechnungofe hler 
a ftatt 5333x° geſetzt. 


Ferner: Der unaͤchte Bruch des Exempels 
-3— 











enthält die ganze Function — 3 —ı4 
x —5X+1 | . 
ı6 — 67x 
und den eigent lichen Brud — —— =I6+ 13x 
— 55 — x 


4 49x again page etc. Jene und diefer 
zufammen, geben ahioxtag J— 
+ etc., wie vorhin. j 


67. Ich habe in dieſer Abhaudlung durchgaͤngig ‚ die 
recurrirende depenbente Form, von der Directen 
independenten, unterſchieden. Nun kommen zwar in 
der letztern auch Redurrenzen vor (41), aber der Um⸗ 
ſtand, daß ſie combinatoriſch⸗ involutoriſcher Art 
find, macht fie ganz unſchaͤdlich und abfoluten Inden 
penden zen vollkommen gleichgältig, Es wird ver Wühe 
werth ſeyn, zum Schluffe noch die unmittelbare Verglei= 





—⸗ 


in latal. und combinatorifchen Zeichen... 49 


I) 


dung ber beyderley Recurrenzen, der gemeinen und 
combinatoriſchen, an einem Beyſpiele vorzulegen. 
& x Fyx” etc. 
- 09  1-ax-be’-cx’- etc, 
wäre 


in depenbenter dorm | in independenter Zorn 
u.gemein, Recurenz | u. combinat. Recurrenz 


P. oder pg”" 
, =& = æq tx1 | 
+LA+aPrı]z! | +lag”a2+Ag%r]zt 
‚+[Y+taP«2]} „2 a 2 


+bPaıf + yq”’xı x 
+[ö+aP23) | +Lag'ng +Ar3] 
.+bPeoa\‘\x’ ’ Fygia2 ty: 
rePuy ' ‚+ —R 
⸗ ⸗3 ⸗ ⸗ 


nah 4,25 4, 33 wenn man dort r—s— 1, und px — x; 
P2=ß; p3=y;,... und GHIZ1I, qu2 a; qugʒ 
* b; ... ſetzt. 


gendes: 


H In dem Werthe für P kommen, -auffer den a, b, 
... des Nenners, als den einzelnen Gliedern ber Mois 
vrifhen Beziehungsſcale (27) auch noch die x, ß, 
nd... des Zählers vor, Der Ausdruck für P ſtellt dem» 
nach eine feriem recurrentem impuram (29) dar, 


Der gleichguͤltige Ausdruck für pg”” Hingegen, hat ganz 
bie Form vom einer ferie recurrente pura, wobey bie æ, ß, 


:d,.. gleichſam die Stelle der einzelnen Glieder eine 


% 


vr 


69, Die Vergleichung beyder Darftelungen zeigt fols 


- 


‚50 1. Hinbenburgs Entwidelung gebr. Tunctionen 


Beziehungsſcale vertreten, die man auch bie Beziehungs⸗ 
feale für die combinatorifhe Recurrenz nennen 
Könnte, g 


2) Der Ausdruck für P ift demnach zufammengefeister, 
als ber für pgrt, und wird es dadurch noch mehr, daß in 
ven Prı, Pu2, Pxr3... bie a, B, y... und a, b, c,... 
anter einander gemengt vorkommen, die in ben einzelnen 
Sliedern von pq”" anfs deutlichfte von einander gefondert 
find. Bon den bierbey "aufgeführten Producten ift immer 
der erfte Factor einer der Buchftaben &, B, Y . . . aus der 
Meihe p, der andere Factor, als Coefficient von q”", 
. bezieht fi blos auf, a, b, ©... und enthält nichts 
von «, B» Yır- ) f 


3) Diefe größere Einfachheit im letztern Falle, bat ih⸗ 
ren Grund vornehmlich in der weiter getriebenen Analyſe 
der Reihe für pqt. Der Ausdrud für P zeigt nämlich blos, 
wie folgende Glieder der Reihe von vorhergehenden berfel- 
ben Reihe abhängig find. Cine ähnliche Depenbenz der 
Glieder, aber auf die Elemeutarreiheq” bezogen, 

zeigt der Werth für pg”", der alfo weiter zerlegt ift, als je⸗ 
ner für P. Endlich = 


‘ 
\ 


4) Kann man bie Corfficienten Pxı, Pxa, Px3.. .-.-für | 
P, nach gemeiner Recurrenz, nicht anders als einen 
nad) dem andern, Feinen aber außer der Ordnung, burch die 
gegebenen a, ß,y...2,b,c... ausdruͤcken. Dieq’xı, 
gq’'x2, q”’an3... hingegen für pg”', laflen fih, nach 
combinatoriſcherRecurrenz, durch die 1.i I aM WER 
(12; Taf. III) undbhängig von einander darflellen. 


“ 


70, Set man bie involutoriſchen Sunctionen (69, 4) 
ſtatt jener Lokalzeichen in (68) fo erhält man \ 


X 








in Iofal- und combinatorifchen Zeichen, 52 
ga — | | 
+ HR, 
HIT +RT +r]r 
+ HET HET He 


( b g c 2 d .r Ä ı 
. 1 9 2 > 3 ’ 4 .“. ) 5 
alles, wie in 13; Taf. III. Fuͤr j“ J. das bier auch in 


feiner Ordnung mit vorkommen Fönnte, ift uͤberall fein Werth 
I gefegt worden, ! 


71, Die Vergleichung des Ausdrucs fuͤr P (6g)' mit | 
dem für PIC — 


Paz .° Pam +BT + 
Po=zaa)  — +Hb@ift+D 

+B 206) 
Pa3=a(f I) +9) +9 

+ba@) — 

+7 zn . ww 


(an so dee J | 
I, 2,35 2...) a 
So ließen ſich alfo auch) die Pur, Px2, Paz... (in 68)- 
involutoriſch zerlegen und independent barftellen. Dies nur, 
um zu zeigen, was man zu diefer Ubficht für die dortigen 
Pen thun Fonne; denn fonft wird mam wohl Feinen Augen⸗ 
blick anſtehen, die viel kürzere Formel (70) der obigen weit⸗ 
luftigern Zerlegung ber hoͤhern Summen in niedrigere in 
der Ausübung vorzuziehen, . j \ 


Setzt man (in 68) »— 1 und BJ—mymdm etc 
=0, alſo >= — , fo fällt in dem Ausdrucke für P bie 
q g .. 

| D 2 


_ 


! 


. 
v ' \ 
ve 
. 
. 


ı Sindenbuge Ertnitelung ger Function 


ganze erfte Berticalreihe Cs Glied = = 1 audgenoms 
men) und in dem Werthe für q7’ die ganze zweyte Ders 
ticalreihe der Coefficienten weg. Im letztern Ball formt 
pg', das ift bier, 


N gel J=T Lg hg” 143.x° + etc. 
N = 1 +] 3 + Tz + etc. 
vollkommen, wie in 12; Taf, I. N 


, 73. Fuͤr die combinatorifche Anordnung der einjelnen | 

Eomplerionen von "T habe ich bisher. durchgängig, die 
Moivre: Hindenburgifche Darftellung (15; Zaf. IV) bes 
nutzt; man kann aber auch dafür die Boscovich⸗Hinden⸗ 
burgiſche (16; Taf. IV, und Taf.V. Abh. III) gebrauchen. 
Davon mit mehrerm bey Gelegenheit ber folgenden Ab: 
handlung von Herm Trembley. 


74. Die Benennung Moivre⸗Hindenburgiſche Dar⸗ 
fiellung ruͤhrt von Herrn Prof. Pfaff ber, der ſelbige in ſei⸗ 

nen vortreflihen Disquifitionibus analyticis (p. 300, 6 feq.) 
eingeführt und durchgängig gebraucht hat. Ach habe nehm: 
lich das Moivrifche Geſetz "I der Buchftabenprobucte bey den 

Eoefficienten des Polyuomialtheorems weiter analpfirt und 
gezeigt, wie ſolches lerifographifch ſich anordnen und 
involutoriſch vereinfachen (145 Taf. IV) auch zu einer 
Involution der vollkommenſten Art (155 Ebendaf.) 
verarbeiten und erheben laſſe; und in diefer eben fo einfachen 
als allgemeinen Geftalt verhertlicht fi die LEX NATV- 
BAE, wie fie de Moivre neunt, durch ihre wunbderthätige 
Kraft am m meiſier. 


8 
, N 


f} Cine Beute Darfehung bes Woisriien ; Geftet in ber 


rze; Arch. der. Math. 9. IV. ©. 3 Gine weitere 
Ana pſe befeisen *füpet auf die involutorikhen Darſtellungen 
(14, 15, Taf. IV). 
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75. Statt Boscowich⸗ Hindenburgiſche, Bunte man 
auch Boscowich⸗ Tremblepifche Darftellung fügen; denn 
ich werde in der, Folge zeigen, daß das Nefultat der Trems . 
bleyifchen Operationen mit dem der Boscovichſchen combina⸗ 
torifchen Anordnung Glied. für Glied Äbereinfimme, und 
nothwendig damit uͤbereinſtimmen muͤſſe. 


76. Ich habe (Nov. Sylt. Comb. p. LXXXI, 4) 
gezeigt, wie man auch gebrochene Sunctionen, wie 





P _ az“ + bz® +ezi+ etc. © _ , 
4 D ar ———— 


vermittelſt der Az“, "Bz®, Czᷣ u. ſ. w. (Ebend. p. 
XLIV. 18) combinatorkfeh darftellen, und in Reihen ent» 
wiceln Eöune, Jener Quotient läßt ſich nehmlich auf 


— atb+c+d+rete etc. pt 
a. etßtyrötstete 


zurädführen (Ebend. p. LXIV, 6 und Infin. Dign.. p. 
148 — 150). Ich will mich aber hier dabey wicht aufs 


halten. 


% 
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W IT. 


Verſuch eines leichten und bequemen Verfahrens, das 


ullgemeine Glied der wiederkehrenden Reihen zu finden ; 


von Herrn Johann Trembley, ordentl. Mitgliede der 


Koͤnigl. Akad. der Wiſſenſch. zu Berlin. 





Vorerinnerung des Herausgebers. 


G onenwartige Abhandlung eines ſcharffinnigen, durch 
mehrere gründliche Schriften und einzelne akademiſche Ab⸗ 
handlungen rühmlichft bekannten Analyften, ift ein wichti= 
ges Aktenſtuͤck für das Archiv der combinatorifchen Analyfis, 

Sie verdient um fo mehr forgfältig darinn aufbewahrt zu 
werden, ba fie eine höchft feltene Erfcheinung darſtellt; in⸗ 


dem aud der Urt, wie bier der Gegenſtand behandelt wird, 


deutlich erbellet, daß der Berfafler derfelben zu den wenigen 
Geometern gehöre, welche den combinator iſchen In⸗ 


volutionen mehr oder weniger nahe gekommen find, folhe 


auch wohl, ohne im geringften etwas davon zu ahnden, fchon 
erreicht haben ). Auch Haben Schriften biefer- Art, neben 
‚ ihren eigenthümlichen Vorzuͤgen, noch das Befondere Ver⸗ 
dienſt, daß fie recht Dazu geeignet find, bie Vortreflichkeit 


J 


3) Don dieſem dußerſt merkwuͤrdigen Phänomen habe Ic an ver: 

ſchiedenen Orten ausführlich gehandelt. Die dahin gehörigen 

: Stellen findet man (Erſte Samml. comb. anal. Abb. S. 303, 

304) bepfanımen angeführt. Die Reihen, bie Hert Trem⸗ 

blep für das allgemeine Glied finder, geben, wie ich zeigen 

Beer eine combinstorifhe Anorduung in aler 
orm, 








» 
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der combinatoriſch⸗ analytiſchen Methode und ihrer Zeich⸗ 


nung, in das helleſte Licht zu ſetzen, und alle Zweifel ‚ die 
man wider fie, theild aus Unkuinde theils aus nicht gnuͤg⸗ 
licher Belanntfchaft mit ihr, erhoben Hat, zu tilgen und 
gänzlich zu zerſtreuen. Zu vollftändiger Erreichung diefer 
Abficht babe ich dieſer Abhandlung verſchiedene Erläuteruns 
gen, Vergleichungen und Rachweifüngen, theils in Anmer⸗ 
tungen unnittelbar unter dem Text, theild in einem befons 
dern Aufſatze (III) beygefuͤgt; vorneßmlich folchen Leſern 


zugefallen, welchen combinatorifche Behandlungen, Dars- 


fiellungen und Entwidelungen, noch nicht recht geläuflg 
find, oo 


DW 


-> 


Der Hauptzweck, den Herr Profeſſor Trembley in ſei⸗ | 


nem Auffatze über die wiberfehrenden Reiben beabfichtiger, 
ift eben derfeibe, den Herr Etatsrarh Tetens in feiner For- 
mula Polynomiorum ®) ſich vorgefeßt hatte:  „Auffin- 
„dung eines allgemeinen Gliedes der Reihe, auf einem leichs 
„tern und bequemern Wege, als die vorberbefannten ; durch‘ 
„Ubwerfung der Feſſeln der Dependenz folgender Glieder 
„von vorhergehenden, welche, wie die Erfahrung lehrt, bes 
„befonders bey Neihen mit Buchftabencoefficienten, fo laͤſtig 
„und druͤckend find; mit Bermeidungder gewöhnlichen fo 


„beſchwerlichen Subflitutionen und Neductionen, vermittelſt 


„regelmäßiger leiht zu formirender Reiben.“ 
Auch ik Herrn Trembley’s Verfahren, in dem Sinne, in 
weichem Herr Tetens das Wort nimmt (E. S. c. a. A. ©, 
2, 3) vdllig und durchaus analytiſch; Inden es kei⸗ 
neibefonberen , von den biöher üblichen analytiſchen Opera⸗ 


‘ “ . 
5b) Ich babe fie, mit vielen erläuternben Anmerkungen verfeben, 
in bie Erite Sammlung comb. anal, Abhandlungen (S. ı — 
47) eingerüdt Auch ift ſolche aus dem Daͤniſchen von Herrn 
Degen überfent, neuerlich wieder. abgedruckt worden. (Phyſik. 
chem. naturhift, mathem. Abhandl. aus der neuen Sammlung 
der Schriften der Königl. Dan. Geſellſch. der Wiſſ. erſt. Band. 
erfte Adth. (S. 111 — 152) Kopenh. 1798). 


« 
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tionen ganz verſchledenen Arbeiten (dahin Herr Tetens die 
" eombinstorifhen Operationen md Involautio⸗ 
nen rechnet) erfordert, 


Bey dieſer Uebereinſtimmung in dem Hauptzwecke, un⸗ 


terſcheiden ſich doch beyde Abhandlungen in zwey Stuͤcken 

ſehr merklich von einander: Einmal, daß nah Herrn 
Trembley (was bey der Tetenſchen formula polynomio- 
rum nicht gefchiehtY zwey wefentlich von einander vers 
ſchiedene Elemente, Buhftabencomplerionen und 
isre Verſetzungs zahlen oder Polynomialcoeffis 
cienten, auddrädlich von einander gefchieben, beyder 
Geſetze und Entwicelungen einzeln beftimmt, und fo, 
durch eine weiter eindringende Analyſe, die Enbrefultate, 
hier leichter als dort, gefunden. werben und\fich barftellen 
Hafen. — Dann, daß in gegeumwärtiger Abhandlung 
nirgends eine Dergleichung des darinn vorkommenden Ver⸗ 
fahrens, mit den combinatorifchen angeſtellt, noch viel wen 
niger nachtheilig darüber abgefprochen wird )). Herr Pros 
feffor Trembley Hat vermuthlich von meiner bereits 1781 bes 
Tanntgemachten combinatorifchen Aufldfung des Problems 


c) Wie Herr Etatsrath Tetens in feinen A jethan ‚bat 
fe ae gern (E. ©. Mn r uflabe getdam hat, 


Die Sombinationsmethode fey bey dem Polynomlals uud ans 


A. ©. 4) ausdridlic behauptet wird, 


bern analytifhen Problemen, wo man feine Zuflucht zu IbE 
genommen habe, ganz entbehrlid. Cin anmaßendes, aus 
unzuldnglicher Bekanntihaft mit der Sache gefdlites Urtheil! 
wie ih (E. ©. c. a. 9. ©. 241 u, f.). unwiderſprechlich darge» 
than habe, und jedem Kenner der combinatoriihen Methode 
ohne Schwierigkeit von felbft einleuchtet. Man vergleiche 
(Ach. der Matb. 9. VII ©. 348, 349 und H. VIII, ©, 495, 
509, 510) die Neuffernugen drever ſcharfſinnigen Aualpften, 
die meine Anwendung der Combinationslehre auf die Analyfis 


mit Eritifchen Augen geprüft und mit voller Ueberzeugung ih⸗ 


ter Guͤte und ihres Nutzens gebilliget haben. Herr Brof. 
Pfaff hat nachher, durch eigene Darftelung und Bearbeitun 
der erſten Gruͤnde dieſes neuen — ber Aualplis, ſelb 
dazu bepgetragen, die Fenntuiß diefer Theorie und ihrer Zei- 
chen, der lokalen fo wie der commbinatorifchen, weiter gu ver» 
breiten. Disquifitiones analyticae etc, pag, 260— 333. 


a 





} 


x 
U 


. 


dee wiederkehrenden Reiben zu finden, 7. 


(Nov. Syft. Comb, p, LXXX., 3 et LXXXII, 6) nichts 
erfahren, bat alſo felbige bey feiner im Fahre 1783 aufge⸗ 
ſetzten Abhandlung (die Herr Director Bernoulli aus deſſen 
franzoͤſiſcher Handſchrift uͤberſetzt mir mitgetheilt hat) auch 
nicht vor Augen haben und vergleichen kͤnnen. 


Hindenburg. 


Es ift bekaͤnnt, daß das allgemeine Glied einer _ 
wiederkehrenden Reihe, die aus der Entwidelung des Bru⸗ 


ches —— entfiehet == aux" if, Man weiß auch, 
1— ax. 


daß, um das allgemeine Glied einer jeden wiederkeh⸗ 
senden Reihe zu finden, folgendes zu beobachten ift: „ Man 
„macht den Nenner des Bruches, aus welchem fie entſtehet 
„= 9; ſucht die Wurzeln diefer Gleihung; erhebet jede 
„derfelben zu der Poteſtaͤt n; multiplicirt jede mis einer 
„ſchicklichen befiändigen Groͤße; und addirt alleı dieſe Pros _ 
„ducte zuſammen“ 9). Dieſe Methode ift aber allen mit - 
der Erforfehung der Wurzeln von Gleichungen verbundenen 
Unbequemlichkeiten unterworfen; und überdied kann die Ge- 
ftalt diefee Wurzeln von der Art ſeyn, daß die Erhöhung 
derfelben zu der Poteftät m fehr befchwerlich fällt ©), | 


d) Diefelbe Vorſchrift (Eul. Introd. in Anal. Infin. T.I. $. 225. 
vergl. mit 6. 215) Das analptifhe Verfahren bafür' bat de 
Moivre zuerſt angegeben (Mifcell, anal: L. II, p. 35). 

2 | Hindenburg, 


e) Diele Beſchwerlichkeit Tiefe fich allenfalls durch die combina- . 
toriſche Methode bey dergleihen Potenzen, wenn au nicht 
ganz heben, doch Fehr beträchtlich erlelhtern; aber der erite 
Umftand, wegen Auffindung der Wurzeln, madt ein weniger 
fcawieriges, keinem ſolchen Auſtoß ausgefentee, Verfahren 


wuͤnſchenswerth. 3. 
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.. Ich'werde hier eine Methode mittheilen, welche zu dem⸗ 

ſelben Zweck fuͤhret, ohne daß nötbig iſt die fo eben erwaͤhn⸗ 
ten Wurzeln oder einfachen Factoren einzeln zu kennen 9), 
und welche fogleich,mittelfi regelmäßiger und leicht 
zu formirenden Reiben) das ‚gefuchte allgemeine 
Gued an die Hand giebt. 


A— 

$. 1 Es ſey der Bruch — — — gegeben, als 
ber allgemeine urfprängliche * aller wifberfehrenden 
Reihen der zweyten Ordnung, dad ift, aller folchen, 
wo ein jegliches Glied mittelft der zwey vorhergehen- 
dem gebilder wird. Es feyen m. und p die Wurzeln der 
Gleichung 1—ax+bx” = 0, Man mache, nach ber ges 
woͤhnlichen Weiſe, die Bruͤche zu zergliedern, 


a+px 4 B 


1—ax+bx? I— mx I— px 
fo folgt daraus 











f) Denfelben Zweck hat (bon Walmesley in feiner Maniere 
nouvelle de trouver le terme general des Series recurrentes 
(Mem. de l’Ac, roy. de Berlin, année 1758. p. 271) fi vors 

. gefeßt, wo (p. 231) dag Problem vorfommt: Trouver le ter- 
me general d’une Serie recurrente, fans avoir recours 
aux facteurs du nominateur de ka fraction d’oü elle 
tire fon origine. Die dort angegebene Auflöfung aber führt 
zu ſolchen MWeitläuftigfeiten, dab ich zweifle, ob irgend ein 
Analpſt jemals von ihr Gebrauch gemacht und ein Glied ber 
wieberfehrenden Reihe darnach geſucht babe; daher ich auch 
das Walnısleyifhe Werfabren, unter den verfhiedenen (L, 43-47) 
erwähnten Verſuchen, nicht mit angeführt habe. 5. 


g) Sehr wahr! die leichte Formation der Trembl epif den 
Meiben gründet ſich darauf, dab das dafuͤr vorgefchriebene Ver⸗ 
fahren, die Glieder In einer combinatorifhen Anord⸗ 
nung der leihteften Art darftellt. Kein Wunder alfo, 
wenu Heren Ttemblen ſolches das geiuchte allgemeine Glied 

ſogleich, das heißt hier, zwar nicht frey von aller, doch 
aber ohne beſchwerliche, Subſtitution giebt. 5. 


ber wicherkehrenden Meipen zu fen. 9 


m. | 6 
A B+a ‚no $te 
m—p m—p 


Auch hat man m pa, und mp=-b. 








Da nun dad allgemeine, (n+1Jte Glied von n folder Art 
Reihen— Am? + Bp® iſt, wo n eine jegliche Zahl bedeutet, 
fo mache ich, um das erjie Slied der Reihe zu finden, 
D=0, und vaffelbe nid = A--B= mp — mo. 

m-—p 





Das zweyte een finden, fe ih n=ı1, und 


‚e(m®— p IH-Alm—p) 


m — p 


daſſelbe wird — Am+Bp= 

= a(mt+p)+B= eat ß, 
Das dritte Glied zu finden, [te ih n=2, und 

daffelbe wird — Am? --Bp’— 


—2(m” +mp+P)+Bm+p) | 
=s(m-+}-p)” —mp)+Am+p) =x(a? — b)+Ba, 


Das vierte Glied zu finden, ſetze ich n — 3, und u 


‚f = 

daflelbe wird — Am? + Bp 3_ “mu p ) 

= «(m’ + m p+mp’+p’)+ Am +mp+p?) 

= «a((m+p)’— — {m + p)mp) + B(Cm+p)? —mp) . 
= «(a — 2ab) + Bla —b), 


Auf gleiche Weife wird man finden \ 
Das fünfte Glied — Am®?-+Bp* 
= ala? — 30”b+b”) + A(2 — 2ab). 
Das fehftt Glied, — Am’ -+Bp’ 
= o(a’ — sa’b-+ 3ab°) +B(a* — 32”b +b”) 


__ “m? — p?) + Bm? —pf) 


‘ 


E &o II. Trembleys Verfahren das allgemeine Glied 
rt. Das fiebente Glied — Am° +Bp° 
— a(at — 5a'b+ 6a?b? — b?) + Bla’ — za’b+ 3ab?). 


Das achte Glied —Am’+Bp _ . | 
— 2(a’- 6a2°b-+ 108’? gab?) + A(a°- 5a*b+ 6a’b’-b). 


- 


Das neunte Glied = Am’ +Bp* 
== a(a? - 72°b + 152*6*- 192°b’ + b*) 
- + B(a? — 62°b + ı0a?b* — gab?), 
Das Geſetz, welches dieſe Sieder befolgen, liegt num 
am Tage; man fiehet Mar, daß uͤberhaupt | 
das (n-Hr)te Glied — Am" +Bp? 

| (n- 


— [»(a -(n-ı a’b+ a artp” 


- 


an (n-5) (n-4) (a3) an=5,3 
| 1.2.3 16 


— E 
1.2.3: 4 
+ [B@-"-(a- 2904 ui an 


— J (n-6) (n-5)(0-4) —* 
| 1.2.3 _ ” 
+ (n-8)(n-7)(n-6)(n-5) 

Bus 7 Ye. 0 Ge 
Diefe Reiten fest man fort, bis man zu Gliedern gelangt, 
"welche = o find. Man bemerkt fogleich, bap die zwente 
\ Reihe, welche mit 4 multiplicirt iſt, dieſelbe als die erſte mit 
multiplicirte iſt, wenn man nur n—I anſtatt n ſetzt. Dem⸗ 
nach hat man, mit Ruͤckſicht auf dieſe Benierkung, alles, was 


—2 


ar⸗ↄ Ketc.jx? 


* .. j ' 1] 
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ich von der erſten Reihe ſagen werde, auch auf die zwe te 
anzuwenden h), 


Das Gefetz der Glieder felbft der erfien Reihe, ift 
ſehr einfach, wenn man: von den Eoeffictenten abftrahiret ; 
indem ber Exrponent von a bey jedem Gliede um 2 abnimmt, 
und dagegen ber von b um ı zunimmt. Was die num e⸗ 
riſchen Coefficienten anbetrifft, fo find diefe fo leicht 
zu bilden, daß man nicht nöthig hat, dieſelben in der allges - 
meinen Formel hinzufchreiben ; indem eine einzige Regel zu 
Formirung derfelben hinreicht. Diefe Regel ift, daß, wenn 
man dad Glied a“b” hat, der Eoefficient dieſes Gliedes gleich 
feyn wird, ber Anzahl der Permutationen von x + Buchfias 
ben, von denen « die gleichen, und die Äbrigen v auch die 
gleichen find;. welches durch die Lehre der Permutationen 

- . 8 
giebt ade. ar ‚das ift 
I.2.3 .. X 12.3.0. . 
£+l.0 $2...u+7V >_ v+1.v+2... arv ) & 
1,2.3.0.9 ‘ 1.2.3... 4 | . | 





h) Und in der Folge auch auf bie Dritte, vierte, fünfte 
„..Meihe, wenn man n-2, n-3, n-4,... ſtatt n in die erſte 
fegt (9.3). Die Blieder weiche bier den Factor «vor ſich 
haben, geben die er fte; eben fo bie, melde den Factor 4 oder 

den Factor vor ſich haben, bie zwente oder die dritte ' 
Rethe; u. ſ. m. bey den übrigen Kactoren und Reiben. Herrn 
Trembleys ‘Bemerkung, wie leicht alle folgende Reihen aus der 
erſten ſich ableiten laffen , iſt wichtig, und beißt eigentlich fo» 
viel: die erite Reihe involpire alle übrigen Wie und 
woher das komme, zeigen die combinatorifhen Ans, 
orbnungen und Entwidelungen vorzügli deutlich. 
Man vergleiche hiermit, was ¶. 58) von der Involution 7 
geſagt wird, aus der ſich bie J, . .. oder auch 
bie nte J, *7 ... mit größter Leichtigkeit ableiten und 
beftimmen laffen: Wegen der Trembleyiſchen Involutio⸗ 
nen hgebe ſondere, ſehe man die folgende Abdandlung CHI. 
6. 16). 3 

1) Bon bee Formel für die Verſetzungezahlen mehrerer, glei⸗ 


cher oder ungleicher, Factoren a” b eg, .. einer Comple⸗ 


8 
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Sd iſt z. B. der Eoefficient des Iten Gliedes ab? — 





1,2 ..... n-3 _M5.N-403 4.5.223 

TAMSA)XV.2. 35 123 Luna 
Der Coefficient des sten Gliedes an "b? — 

Ile eco. Dr n-7.n-6.5-5.n-4 
Todrın D-8%X 1.2.34 — 1.2.3.4 


n. f. w. welches mit den Gliedern der weiter oben angeßrache 
ten Reihe übereinftiihmt, die ich zuerft and ber Betrachtung 
hergeleitet hatte, daß die Coefficienten des erfien Gliedes bie 
figurirten Zahlen der erfien Ordnung; die Coefficienten bes . 
2ten Gliedes,. bie figurirten Zahlen ber 2ten Ordnung, und 
‚ überhaupt die Coefficienten des nten Gliedes bie figurirten 
Zahlen der nten Ordnung feyen, N 


, 


Wir konnen demnach bey Aufſuchung der alTgemeis 
nen Formel bie Zahlencoefficienten aus der Acht laſ⸗ 
fen ©), da, fie allegeit durch bie obige Negel für jedes Glied 


t 


sion, bergleihen auch bier in der Folge (5: 3 u..f.) vorkom:- 
men, meine Infinit, Dign. ($. XII. p. 31. 32). te fi der 

numerifche Werth biefer Formel für beſtimmte x, 8, Y, d--- 

fogleih aus der Tafel der figurirten Zahlen (Inf. Dign. p. 
. 162—165) nehmen laffe (Cbendaf. p. 34, 35). Cine Tafel, 
x wo bis mit der zehnten Dignität die Verſezungszablen neben 

ihren Zactoten ftehen (Daſ. p. 108, 160). Bon den Mois- 
vriſchen Uuzen für die Buchitabencomplerionen des Poly⸗ 

nomialtheorems (Ach. der Math. H. IV. ©. 388). Schon 

Reibniß, fo wie Jac. und Joh. Bernoulli haben bie Formel ge> 
kannt und gebraucht. Man jehe die von mir (Infin. Dign. 

$. XU.) cititten Stellen. 5. 


x) In zuſammengeſetztern Faͤllen, wo Producte, nicht bios, wie 
hier, von a und b, ſondern von a, b, c, d.:. vorkommen, 


- 
— 


- 


tft das noch weit vortheilhafter; daher anch Herr Trembley 
C(.3) ausbrädlich erinnert: „wenn man bie Verfegungszahlen 
„einftweilen weglaffe, werde man das Gefeh der Glieder bes 
„guem auddräden, und die Glieder ſelbſt ohne Mühe fin- 
„den können.“ Diefe Abfonderung der Zahlen- oder Polp⸗ 
nomialcoefficienten von den Buchftabenproducten aus a, b, c, | 
d... tft fehr wichtig (Arc. der Matb. 2 IV. 387, 2). Auf Ä 
ihr bernht Hier vornehmlich die große Leichtigkeit der Tor- 
mirung der erſten and Jaller übrigen davon abhängenden 


- 





x 


\. 
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kicht Können gefunden werden ; und man befommt, wenn 
AO — at an + ar tb? a0 Ch3 LaP-pt — etc, 

gefest wird, dad (n-Fı)te Glied der wiederfehrenden Reihe 
der zwepten Ordnung = (aA + BAT x", |) 


(Note hi Reiten. Herrn Trembley find hierinn bereite 
ac. Bernoulli, Leibnitz, de Moivre (Ach. a. a. O. 

und H. VII. S. 368) vorangegangen; auch ich pflege bey ana⸗ 
lytiſchen Unterſuchungen, wo dergleichen vorkommen, ſo, und 

nicht anders, zu verfahren. In meiner Darſtelluug des Poly⸗ 

nomialtheorems iſt Beydes deutlich von einander abgeſondert 

und durch beſondre Zeichen angedeutet und ausgedruͤckt. Da⸗ 

ber eben die große Leichtigkeit in der Entwickelung durch ganz 

ſimple Combinationsverfahren. Herr Etatsrath Tetens, 

der in feiner formula Polynomiorum (E. S. c. a. A. S. 1n. 

f.) den Schritt, deſſen wichtige Folgen er nicht ganz über: 

jeden hatte, wieder suräd that, und Buchitabencomplertos 

nen nebft den zugehörigen Verſetzungszahlen, wieder mit ein». 
ander verbunden darfielte, verdunkelte dadurch feine Formel 

(Ebend. F. 8. S. ı2, 13) und erichwerte ihren Gebrauch in 

der Anwendung. Cine Beſtaͤtigung dieſes Ausſpruchs von 
mehrern Analyſten (Arch. der Math. H. VII. ©. 348, 349 

und die dortigen Anmerkungen). Das empfielt Herrn Trem⸗ 

bley’ 8 Verfahren von dieſer Seite um fo mehr, da ihm zu 

der Zeit, wo er dieſe Abhandlung aufgefeht bat, meine com⸗ 
binatorifch = analysiihe Methode, und die Behandlung, feines 

Problems dach ihr, gar nicht bekannt geweſen ik. 9. 


1) Meine combinatorifch-involmtortfch en Beiden ſtatt 
der Trembleyifdhen zeſetzt, wäre, für 





= Pr ‚ das allgemeine (n+) te Slied, ober. 
I— ax — bx q " 


eg”) 7 (+4) = Gr + BT Ix" 


a, 2) 
and ſtatt ber Gleichung für A im Texte, kaͤme bey mir 
"= TH yp+"o +", p’-+etc. 
a,b\ u | a 
1, 2 


i 1/J. , 
Es find nämlich die hier und in der Solge vorlommenden Zei⸗ 
hen, nach 


. 4 
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Ich'werde ⸗hier eine Methode mittheilen, weldhe zu dem⸗ 
ſelbon Zweck führer, ohme daß nötkig ift die fo eben erwähn« 
ten Wurzeln ober einfachen Factoren einzeln zu kennen ), 

und welche fogleich,mittelft regelmäßiger und [eich t 

zu formirenden Reihen) das gefuchte allgemeine 

Glied an bie Hand giebt. Zu Zu 


ur PX 


gegeben, als 





/ 
| $. 1. Es fey ber Bruch Tax d ber 
der allgemeine urfprängliche Bruch aller. wifderfehrenden 
Reihen der zweyten Ordnung, das iſt, aller folchen, 
wo ein jegliches Glied mittelſt der zwey vorhergehen⸗ 
den gebildet wird. Es ſeyen m. und p die Wurzeln der 
feihung T—ax+bx" = 0, Man nache, nach ber ges 
wöhnlichen Weife, die Brüche zu zergliedern, | 
| atp A B 


— —— 








| 





/ 
’ 


fo folgt daraus 


f) Denfelben Zwed hat ſchon Walmesley in feiner Maniere 
nouvelle de tronver le terme general des Series recurrentes 
(Mem. de !’Ac. roy. de Berlin, annde 1758. p. 271) ſich vor⸗ 

geſetzt, wo (p. 231) dag Problem vortommt: Trouver le ter- 
me gencral d’une Serie recurrente, fans avoir recours 
aux facteurs du nominateur de ka fraction d’oü elle 
tire fon origine. Die dort angegebene Auflöfung aber führt 
zw folden Weitläuftigfeiten, daß ich zweifle, ob irgend ein 
Analpit jemals von ihr Gebrauch gemacht umd ein Glied ber 
wiederkehrenden Meihe darnach geſucht habe; daher ich auch 
Das Walmsleyifhe Berfabren, unter den verſchiedenen (I, 43-47) 
erwähnten Verſuchen, nit mit angeführt habe. 2 


g) Sehr wahr! die leichte Formation der Tremblepifhen 
Meiben gründet fih darauf, dab das dafuͤr vorgefchriebene Ber- 
fahren, die Glieder in einer combinatorifhen Anord⸗ 
nung der. lethteften Art darſtellt. Kein Wunder alfo, 
wenu peren Ttemblen ſolches das geiuchte allgemeine Glied 

- fogleich, dag beißt hier, zwar nicht frey von aller, 3* 


L 


aber ohne beſchwerliche, Subdftitution giebt. 





⸗ 
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J am. - Bu“ 
a I g _ Cre 
m — p m—p 


Auch bat man mp —a, und mp=b. 


Da num dad allgemeine, (n+1Jte Glied von ſolcher Art 
Reihen Am? + Bp" iſt, wo n eine jegliche Zahl bedeutet, 
fo mache ich, um das erſte Gl ied der Reihe zu finden, 


D=0, und vaffelbe wird = A+B= ‚(mp ==o, 


‘ ’ mp 
Das zweyte Glied zu finden, feße ih n==1, und 
dafielbe wird — Am+Bp = m P)+Alm—p) 
m-— p 
=ea(mFp)+B=ouarß, 
Das dritte Glied zu finden, ſitze ich n — a, und 
daffelbe wird — Am”-+Bp’— 


—z(m? + mp +P?) +ß(m+p) 
=e{m4 pP —mp)+Blm+p) =a({a?— 5) + Pa, 


m-—p 


«(m’ — p?) + BCm* =) 


Das vierte Glied zu finden, fee ich n= 3, und u 


4_n4 33 
daffelbe wird — Am? 4 Bp? — “Mae z | 
= (m? + m? p+mp + P)+ Bm? +mp+p”) 

= «((m+p)’—2{m + p)mp) + B(Cm+p)’—mp) . 
= (a —22b) + Ba’ —b), 


Auf gleiche Weife wird man finden | \ 
Das fünfte Glied — Am‘ 4 Bp* 


lat 3ä?b++ b?) + Bla’ — 2ab). 


Das ſechſte Glied, = Am’-+Bp’ 
= «(a — 42’b-+ 3ab?) + B(a* — 3a?b-+b?) 


1 


N 
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2 Das fiebente &fied — Am° + Bp° | 
— ala — 5a'b+62°b° by + Ba — gab ab). 





Das achte Glied = Am’+Bp’. _ . | 
== #(a’- 62°b-+ 102°b?— ab?) + A(a’-za°b+ 6a’b’-b?): 


Das neunte Glied = Am’ +Bp® 
= ala? - 7a0b + 1526” - ı92°b’ + b*) 
4 B(a? - 62°b + ı0a?b* — gab?), 


Das Ge f eb ‚ welches diefe Glieder befolgen, liegt nun 
am Tage; man ſiehet Har, daß uͤberhaupt | 
das (nFrJte Glied = Am’ +Bp" 


n “ _ 22 | 
— [e(a'-(n-ı Ja"b+ —— ed 
— (aa) (n=3) a5, 
1.2.3 
„DEI ID 
\ 1.2.3.4 


Freeman 


-Letc.[x" 


(n-4)(n- 3) „nespe 
2 


. . I, 
\ _ (n- 6) (n-5)(n-4) an-7p⸗ 
1.2.3 ” . 


+ a-9)a-2a-)n-5) ht Heic.ha 
1.2.3.4 | 
Diele Reiben fest man fort‘, bis man zu Gliedern gelangt, 
welche = o find. Man bemerkt fogleich, daß die zweyte 
‚Reihe, welche mit 4 multiplicirt ift, diefelbe als die erſte mit 
muitiplicirte iſt, wenn man nur n—ı anflatt n ſetzt. Dem⸗ 
nach hat man, mit Ruͤckſicht auf dieſe Benierkung, alles, was 





, 
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ich von der erſten Reihe ſagen werde, auch auf die zweyte 
auzuwenden N), 


Das Geſetz ber Glieder ſelbſt der erſten Reihe, iſt 
ſehr einfach, wenn man von den Eoefficienten abſtrahiret; 
indem der Erponent von a bey jedem Gliede um 2. abnimmt, 
und dagegen ber von b um ı zunimmt. Was die numes 
riſchen Coefficienten anbetrifft, fo find diefe fo leicht 


. 


zu bilden, daß man nicht nöthig bat, diefelben in der allges - 


meinen Formel hinzufchreiben; indem ine einzige Regel zu 
Formirung derfelben hinseicht. Diefe Regel ift, daß, wenn 


wan das Glied ab’ hat, der Eoefficient dieſes Gliedes gleich 


feyn wird, der Anzahl der Permutationen von + v Buchfias 
ben, von denen die gleichen, und die Äbrigen v auch die 
gleichen find; welches durch die Lehre der Permutationen 
1.2. 4 0 2» eo v 
gebe Xdbas iſt 
1.2.3 0 & X 1.2.3. AZ y 
p+lut2..0+V  VHIVH2e.. 04V, & 


1. 2. 3... 1. 2.3... 4 u 


h) Und in der Folge auch auf bie Dritte, vierte, fünfte 
.„.Meihe, wenn man n-2, n-3, n-4,.... ſtatt n in die erſte 
feat (5. 3). Die Blieder weiche bier den Factor «vor fi 
haben, geben die er fte; eben fo bie, welche den Factor 4 oder 


den -Zactor y vor ſich haben, die zwente oder die dritte ' 


Reihe; u. f. w. bey den übrigen Kactoren und Neiben, ‘Herrn 
Tremblep’6 ‘Bemerkung, wie leicht alle folgende Reihen aus der 
erften fich ableiten laſſen, iſt wichtig, und beißt eigentlich ſo⸗ 
viel: bie erſte Reihe inpofvtre alle übrigen Wie und 
woher das komme, zeigen die combinatsrifhen Ans 


ordnungen und Entwidelnngen vorzüglich deutlich. 


Man vergleiche hiermit, was (I. 58) von der Iuvolgtion " J 
gefagt wird, aus ber ſich bie "—" 7... oder and 
bie "+, * 7 ... mit größter Leichtigkeit ableiten und 


beſtimmen laffen: Wegen der Tremblepifchen Involutio⸗ 

nen —æe* ſehe man die —— (HL. 

6. 1 0 Ps . 

1) Bon bee Formel für die oe feRangeagDIen mehrerer, glei: 
cher oder ungleicher, Factoren a’ bi’ ed“... . einer Eomples 


8 


a 
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So iſt z. B. der Eoefficient des Iten Gliedes ar°b? — 


I,2... 000° n—3  M-5.n-4.N3  4.50..073 , 
12..n-6X1.23 : 1.2.3 240-6 
Der Soefficient des sten Gliedes aT""b! — 

IQ. ee 00... Dr4 n-7.n-6.1-5.n-4 


— — 


I.2.... n- 8Xx I. 2. 3.4 2.2.3.4 
n. f. vo. welches mit den Gliedern der weiter oben angebrach⸗ 
ten Reihe uͤbereinſtimmt, die ich zuerſt aus der Betrachtung - 
‚hergeleitet hatte, daß die Coefficienten des erſten Gliedes bie 
figurirten Zahlen ber erften Ordnung; die Coefficienten des 
2ten Gliedes, die figurirten Zahlen der 2ten Ordnung, und 
‚ überhaupt die Coefficienten bes nten Gliedes bie figurirten 
Zahlen der nten Ordnung feyen. 


4 


, Wir Einen demnach bey Auffuchung der allgemeis 
nen Sormel die Zahlencoefficienten aus der Acht laſ⸗ 
fen *), da fie allezeit durch die obige Regel für jedes Glied 


zion, bergleihen auch bier in ber Folge ($. 3 u.-f.) vorkom⸗ 
men, meise Infinit. Dign. ($. XII. p. 31. 32). Wie fid) der 
numerifche Werth biefer Zormel für beſtimmte x, ß, y, d--. 
fogleih aus der Tafel der figurirten Zahlen (Inf. Dign. p. 
. 162— 165) nehmen laffe (Ebendaf. p. 34, 35). Eine Tafel, 

wo bis mit ber zehnten Dignität bie Verſetzungszablen neden 
ihren Zactoten ſtehen (Daf.. p. ı68, 169). Bon ben Mois- 
veifhen Unzen für die Bucitabencomplerionen bed Poly⸗ 
nomialtheoremsd (Ach. der Math. H. IV. S. 383). Schon 
feibniß, fo wie Zac. und Joh. Vernoulli haben die Formel ges 
kanut und gebraucht. Man fehe die von mir CInfin. Dign. 

$. X.) cititten Stellen. 5 ' 


x) In zufammengefegtern Fällen, mo Producte, nicht blos, wie | 
bier, von a und b, fondern von a, b, c, d.:. vorkommen, 
tft das noch weit vortheilhafter; daher auch Herr Trembley 

(53) ausdrädlich erinnert: „wenn man die Verfehungszahlen 
„einftweilen weglaffe, werbe man dad Gefeh der Glieder bes 

„quem ausdräden, und die lieder Telbft ohne Muͤhe fin- 

„den können.‘ Diefe Abfonderung der Zahlen- ober Bolys 

nomtalcoeffictenten von den Bnchftabenproducten ang a, b, c, 

d... tft fehr wichtig (Arc. der Math. % IV. 387, 2). Auf 

ihre beruht Hier vornehmlich die große Leichtigkeit der For— 

mirung ber erſten und aller. äbrigen davon abbängenden 


. 
— 


- 


. 
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licht Hinten gefunden werden; und man bekommt, wenn 


AD — a" an ann? — a0 eh? La”tb* — etc, 
geſetzt wird, dad (n Fi)t e Glied der wiederfehrenden Reihe 
der zweyten Ordnung = (aA + BATN)x"., I) 


(Note h) Reiben. Herrn Trembley find hierinn bereite 
ac. Bernoulli, Leibnitz, de Moivre (Arch. a. a. O. 
und 5. VII. S. 368) vorangegangen ; auch ich pflege bey ana⸗ 
Iptifcben Unterfuhungen, wo dergleichen vorlommen, fo, und 
nicht anders, zu verfahren. In meiner Darfieluug des Yolys 
nomialtheorems ift Bendes deutlich von einander abgefondert 
und Dura) beſondre Zeichen angedeutet und ausgebrädt. Da⸗ 
ber eben die große Xeichtigleit in der Entwickelung durch gang 
finple Sombinatiensverfahren. Herr Etatsrath Teteng, 
der in feiner formula Polynomiorum‘(E, &. c. a. A. ©. ın, 
f.) den Schritt, deſſen wichtige Folgen er nicht ganz über: 
fehen hatte, wieder zuräd that, und Buchſtabencomplexio⸗ 


wen nebft den zugehörigen Verſetzungszahlen, wieder mit ein⸗ 


ander verbunden darfiellte, verdunkelte dadurch feine Formel 
(Ebend. $. 8.8. ı2, 13) und erichwerte ihren Gebrauch in 


der Unwendung. Cine Beſtaͤtigung dieſes Ausſpruchs von- 


mehrern Analyſten (Arch. der Math. H. VII. ©. 348, 349 
und die dortigen Anmerkungen). Das empfielt Herrn Trem⸗ 
bley’ 8 Verfahren von dieſer Seite um fo mehr, da ihm zu 
der Zeit, wo er dieſe Abhandlung aufgefeßt bat, meine com» 
binatoriich = analptiihe Methode, und bie Behandlung feines 
Problems nad) ihr, gar nicht befannt geweſen il. +. 


1) Meine combinatorifh-involutorifden Zeichen ftatt 
der Trembleyiſchen gefeht, wäre, für 





I— ax — bx” j 

eg’) 7 (ot) = ir + Br) 2x" 

a 5 b 

‚ ı 1 2 

und ſtatt der Gleichung für ACT im Texte, kaͤme bey mir 
my — y + b+ Tor + b’+ete. 
6) 0) 
Es find naͤmlich die Hier nnd in der Folge vorkommenden Zei⸗ 
den, nach 


= E ‚ das allgemeine (n-+ı) te Olied, oder 
q 





A‘ 


® 


64 11. Trembleys Verfahren das allgemeine. Glied 


Diefe leßtere Form ift zwar in dem gegehwärtigen Falle, 
too AD, AMD ſo leicht durch a, b fich ausdruͤcken laſſen, 
entbehrlich; fie wird und aber in mehr zufammengefeßten 
Faͤllen näglich ſeyn. 


$. 2. Ein Beyſpiel m) von unferer Formel zu geben, 

nehme ich (aus Eulers Introd, in Anal, inf, T. J. p. 

| ‚179) die wieberfehrende Reihe 

Teembley AT’ı Bm C® D") etc. 

"und meine I — TI IT etc. 
a, b\l/a,b,c\l/a, b, c, d\|/a,b, c, d, e 

L, ) ( 2,3 I, 2, 3 4) ( 2, 3: 4 5 etc. 

gleichgeltend, und kann man (nach I. 52) für die °F die fer 

xitographiſchen, Moivre-Hindenburgiſche (I. 14, 15, 

Taf. IV; 55 —57 und mehrere Bepyipiele 60 — 65) oder die 


Boscowich: Hindenburgifhe (Daf, 16, Taf. IV. und 
auch Abh. III, Taf. V) Darſtellung gebrauchen. 


BGewdͤhnlich braucht Herr Trembley feine AD, Bm, 
CO, DO ,,. für die bloßen Buhftabencompie 
zionen®.J, ohne bie Werfegungszablen is ſollen dieſe 
bepgefügt (die j"] ausgedrädt) werden, wie bey Anwen⸗ 
dung ber allgemeinen Formel auf Benfpiele nothwendig ge: 
ſchehen muß, fo wird foldhes allemal ausdrädlich erinnert. 
Meine Zeichen weifen das, ohne alle —— je⸗ 
derzeit deutlich nach. Eben fo auch du Zeiger, wie weit 
die Buchftaben a, b, c, d... bey den Somplerionen in Bes 
trachtung zu sieben find. Cine nähere Bergleihung ber un 

‚gleich leihtern Auflöfung meiner Zeichen, - als der Trembleyi⸗ 
ſchen, in der folgenden Abhandlung $. 30. am Cube. 2. 


m) Um das Trembleyiſche Verfahren für diefes,und alle folgen⸗ 
de Beyſpiele vorläufig mit der Boscowichſchen Anordnung aus 
mittelbar vergleigen zu koͤnnen, habe ih (©. 18. Taf. IV) 


die Datftelung fuͤrꝰ Jſund den Zeiger (7° 2 2/0) 


geben, die ale niedrigern Involntionen. °', 7... 


in fi begreift, und für alle bier vorlommende Bepſpiele hin⸗ 
reicht. Man darf nehmlich nur die Tremblepiiden Seien in 
die meinigen überleben (Note 1) und bie sugehötigen Com⸗ 


% 





\ 
” [7% 


32 +42 + hnzthag 
+292°-+472’ +ete. = = ra 


I-2-z2 . 


Vergleicht man die Glieder biefes Urbruchs, mit den 


| blidern uuſers allgemeinen Bruches, ſo hat man 


21T, P=3; a==[, b=—ı 


Um num das 7te Glied zu finden, feße man ht 


demnach m = 65 und wir bäben _ \ 
AO0— a — aſb aꝰh?ꝰ — bꝰ | 
‚Kommen itzt die Coefficienten hinzu, ſo iſt 
AN — a’ — za*b-4-6a’ bb’ 454641213 
See a gu“ ıf4+3 =8 N 


Folglich das 7de Glied 


. (13« + 8ß)r° =.(13+ 162° 392# w 
wie es wirklich i in obiger Reihe ſteht. 
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-Deögleiche, das gie Glied zu finden, machen wine, | 


und dann iſt 


perioneh. And ebenangeführtet Kafel | nehihen. So z. E uin biet , 


—— 7 
a, b (be. F 
1, 2/ ° \t 


zu nehmen, darf man 


2,3. 
don den Bortigen Somplerionen. die ſich ihit a ober bendi⸗ 


gen (aber nicht weiter) und mit zwey oder mehrerna 


anfangen, zwey a vorn weslaſſen (weil 7=9— 2) und die Ten | 


ſetzungs zahlen benfügen; das giebt AT = ;’ | = a’ 
+62°b 4 102 bꝰ 4 gab}, wie oben im Texte; nur alles 
poſtiwo, wenn ber Nenner bes Bruchs, wie bey mir 
1 — ax — bx? (Note 1). Wie man jede Involution nach 


Voscowich unabhängig baiftelen koͤnne (Arb der Math, 
W. &. 404, 405 und bier, Abh. 111, in, 12, und Taf. V, 


H. W. 
VI, am Ende). \ 
8 € 


n 


O 
66 II. Trembleys Verfahren das allgemeine Glied 
ANza’- 6ab + 10a’b" - 4abꝰæ1 —E— 
demnach, und weil, AN— 21; ANM— =13; it das Ste 
Glied | 
(21% +13 8)2’ =(21+ —* — JR 
vollkommen, wie In obiger Reihe. 


Y Der Vortheil dieſer Methode beſteht zugleich darinn, 
daß fie dieſelbe iſt, die Wurzeln mögen gleich oder un- 
gleich fon ). Suche man die Glieder mittelit des allges 
einen Bliedes, dad Euler finder, fo wirb man bemerfen, 
daß die Methode wenigſtens um den ganzen Theil der Ars 
beit, die man braucht die Wurzeln der Beziehungsſcale zu 
befiimmen, weitläufiger wird; und vergleicht man die Ges 
neralform, weiche ans Euler Werhode (p. 180) entſpriugt, 
und nach unſeren Benennungen dieſe iſt: 


a(Y’aa+gab+a) ) k2ß — 
(<> 2 aa+gb ab -) Ei 
„et ‚b-2)-2ß a — or + 4b\ " 
a aa+ gb =) (gar 
fo wird man fie gewiß verwickelter und unbegneme finden, 





U 


$. 3. Es ſey der urbruch — —5 aus 

— ax 4 bxꝰ — cx? | 

welchem afle wicdertelrenden Reihen der dritten Orduung 

entſtehen; wo nemlich jedes Glied mittelſt der drey vor: 

hergehenden gebildet wird. Es ſeyen m, p, q die Wur⸗ 

zeln der Gleichung 1 — ax + bxꝰ - cxꝰoʒ ſo mache ich 
nach dem gewöhnlichen Verfahren 


n) Wie man ih bey zwev oder mebtern gleichen Wurzeln, 
nach der gewoͤhnlichen Vorſchrift, zu verhalten habe (Kal. In- 
trod. in Anal. Infin, T. I. $. 225 vergl. mit 9. 218, 5. 5. 


—* 





\ 


der ieberferenden Reifen zu finden, | 6 : 








⸗ “+ Pet. A BB oc _ 
1—axtbe2uc I-mx. I-PxX I1-qgx” 
7 +Pßm+ am? 


md erhalte Daraus A. ; 
u (m -p) (m-g) 

— (r+Pptap) e_rtrahe 
(m—p) E-g) (m-9) 29 j 

Auch iſt 
m+p+q=a; mp+mg+pg=bs mpg=c. 

Das allgemeine Glied folcher Reiben ift Am" + Bp"-Cgf, 

Um uun das erfie Glied der Reihe zu erlangen, made 

no, und fo wird diefes Glied 


=A+B+C 


jr} + £mp + æmꝰ p 420. + 4pq 
æpq 4 vm + Amg + amq 
.J—[rp+Ppgtaepg”+r4+ mg] 
(tens + ya + Amp + «mp?] 


B= 








m—p)(m—g)P—g)“‘ 


’ en eh 
+ par mg’ — 'pg 


% 





DL — 


(m-p) (m-q) (p-D 


Das zweyte Glied zu finden, ſetze ich n IJ, und 
daſſelbe wird 

} «[m’p—m’g—mp’+p’ —* 2 —pg?} } 

+ 2[m?p - m’q-mp’+pPatng’—pg’1 








an (m—q) a9 
[ € 2 


u | 
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= amp AN +P>arp 
Das dritte Glied zu finden, wird n==2 gefet, und 

es wird | | 

j am‘ pm‘ pt + tg. a+rmat-pg]) 
+ß[m’p -m’q - mp’ +p’q +mq? — pq?] 
A +YEm’p-m’g- mp" +pfa+ mg“ - pg?] 

_ "(m-p) (m-g)(p-g) 


= «(m’+Hnp+ma+p "+pg+g?)+B(m+p+g)+Y 


— z[(m+p+g)” — (mp+ma+pg)] 


+ Blmtr+)+r= ea —b)+Ba+r 


Das Bierte Glied zu finden, fege id 3, und 
daſſelbe wird 
j « [m’p-m’q-mp pp + mg - 29] 
+3 [mp -m*’q-mp* + p*q +mq*—pg*] 
- Hrimp- —m’q -mp? +P’4 +mqg’-pg’] 
ü— nennen nat 


Game N 
m " 





(m- pP) (mg) p—g). | 
= «(m’+m’p+mp’+p’+m’g+Hmpq +p°g mqꝰ +pg’ta’) 
+ ß(m’+mp-+mg+p’+pg+g?)+ y(m+p+g) 


. =a([mtp+gP—-2(m+p4+g) (mp--mg-+pg)-Hmpg) 


+Bllm+p+g]°- (mp+mg+pg]) +Y(mtp+a) 


- 


"= a(a?-2ab+c)+ß (a?-b)+ya 


. Eben fo wird man das ven. Vite, van, vune Xte 


Das Vie Glied = Ams}Bp* + on 
a (a*-3a’b+b’+2ca)+B (a’-2ab+Hc)4y(a?--b) 
Das Vlre Glieo—= Am’+Bp’+Cg’ 
— (aſ-q4aꝰb 3ab 4 c (32° -2b)) 
.+R(ar-zab+b’4+ +2c2)4-Y(a’-2ab-+c) 


U 
‚ev 





! 


ber wlederkehrenden Reihen zu finden. 69 | 


Das Vllte Glied ⸗Amẽ 4 Bp* tlg 
- — 2 (a°-5a*b-+6a? 2_h? +c( 4 a’ Hab +c)) 


. +Bla'-ga?ttzab?te(3a’-2b) )+y(a*-3ab+b?taca) 


Das Villte Slied = Am? 4 Bpꝰ 4 Cqꝰ 
— a(a’-6a’b-+Hı0a’b?’-4ab?+c(5a*-r2a’b-+3b?+3ca)) 
tr Brat-satbt6a’b?-b’ He (4a’-6abte)) 
+Y(a-ga’b+3ab +0(3a?-:b)) 
Das IXte Glied —= Am? + Bp? +Cq® 
= «(a°-7a°b+15a*b?-ı00’b’+b*+c( 62°. 
— 202’b+r2ab?-+c* (6a”-3b)) +B (a’-6a’k 
+10a?b?-gab’+6(5a*- 122’b+ 3b?+3c°2)) | 
+ Y(a°-5atb+62’b’-b’+c (4a’-6ab+c)) 
u. ſ. w. Anitzt kaun man fchon dad Gefe der Glicher ent⸗ 
deden °), und man wird im Allgemeinen finden - 


Das (n+r)te Glied = Am" + Bp" + Cq” 


. =& a (a1) an⸗2h {n-3) (a2 (n=2 an-4p® . . 
I 1. 2 | 
| —— — (n5) (274) (n=3_ an6pꝰ 
1. 2. 3 
| er — Sk 2m), an-Spt-Petc.) 
- 1.2.3.4 


0) Der Weg zu dieſet 3 nduction, durch bie vorhergehenden 


weitläuftigen Rechnungen, iſt nicht gering, und doch werden 
bier nur . b, c mit einander verbunden. Das läßt auf die. 
| Verwicelung aus mehrern Bucitaben a, b, c, d... fließen; 
wovon auch im der Aolne die Zwiſchenrechnungen niet 
mit vorgelegt werden konnten, fondern (mie $. o ausdrucktich 
erianert wird) der Kürze balber wegbleiben mußten. Dus 
empfiehtt um fo mehr den fo ſimpeln directen Beweis der 


ganz allgemeinen Zormel fuͤr — in (L 50). Wie 


a 


u u LIT WO 


— 
v 


wohlthätig zeigt fih bier die combinatoriſche Methode ! 5. 


zo I Trembleys Verfahren das allgermeine Glied 
[02) a"? — (n- -4)(n gar b 


(n-6)(a- us 5An-4) an7* —— -6)(n- (n-5) an⸗pꝰto t c] 
” : I. 2. 3 
«] Pau a ER rd) 2 Kr) Ze a 
1.2 — 5 
—E — 
i. 2.1.2 
_@n) (n-10)(n-g)(n-8)(n-7) „u-12p3 etc.] 
1.2. 1. 2:8 | 
ef er 0-6) „(RIO van, 
I. 2. 3: 


4 (n-ı2) (n-ır) (n-1o)(n-9) (n-8 
1.2.3.1.2 
+ ct (etc,) + etc.) 
I 6 (Die Glieder, die mit 4 multiplieirt werden muͤſ⸗ 
ſen, ſind dieſelben als die vorigen, mit Verwand⸗ 
lung von nin n-ı) 


+ 7 (Die mit Y zu multiplicirenden Glieder find diefels 
ben als die porigen, wenn man nur n in n-2 vers 
wandelt) ?) 


- Man febt bie Glieder dieſer Reihen fort bis man zu o 
gelangt. ! 


ap? etc] 


n 


Das Geſetz der Zahlenebefficienten dieſer Reihen der 
dritten Ordnung iſt eben dasjenige, welches wir fuͤr die 
Reihen der zweyten Ordnung gefunden haben 9); wie man 


p) Wegen ber bier in 4 und y zu multiplieirenden eihen, {che 
man die Note h 3 


» D Man fede $. ı und die dortige Note i. , 5 


‘der uldefegeeben Reihen zu finden, : m | 


fogleich fehen wird. Wir wollen 3. B. das Glied ar3p?c2 
nehmen, fo iſt die Anzahl ber Permutarionen — 











1.2.3 . 0. 00° n=8 an n-IoO n-911-8 
12.3. . N-13X1.2X.2.3 1.32.3X1.2 ' 


wie man in unſerer Sormel bemeitt; deshalben fann man 
von den Zahlenccefficienten abſtrahiren, da fie fich leicht 
für jedes Glied beftinnmen laffen, und wenn dies gefchcben, _ 
wird man ohne Mühedas Geſetz der Glieder felbit 
finden I. Dieſes darzuthun, wollen wir wieder den in dir 
vo igen Aufgabe augegebenen Werth von AD. zur Hand 
tehmen, wid dann haben wir im Allgemeinen, 

für das (n-Hı)re Glied der Reiben der dritten Ordnung 
[ADLACPLFACN LAN Leere). 
+I(ACDLEATHLFAUTLFACTNL etc.) 
LylATPILCAUCTNLEOA (N „FrZaAmN+ etc.) 


Man feßt die Werthe non A fort, bis daß die Erd 
ppnenten verneinend werden. Nunmehro mache man 
Bm — AM LAUICH AOL AU-N FL etc, 
fo entftehet 
für das (n-Hi)te Glied der wiederkehrenden Reihen der vVr it⸗ 
ten Or dunng die Formel 
(«BD + B Be+ yBed)x®, 9 


) Man vergteige die Rotek. - 5. | 
s) Diefe Formel, in meinen Zeigen (Note 1) ausgedruͤckt, alebt 
æBXx4vVxXP 


Tee, — — , das ( nPite·Glied, oder 
ı -ax-bx’—cx q 


("7a + De +A HH Jr 
| bb) | 
Eben fo kommt, hatt der Treubleyiſchen Gleichung für Bm, 
bey wi 


4 


— 


* 


« 
D 
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Man braucht demnach nur die Glieder AM, An, 
AM) etc, zu formiren, Todann nach Anleitung diefer die 
GBlieder BP, BP, BR, etc, und im Zortfchreiten 
‚den Zablencoeffictenten jedes Gliedes, nach der oben gegebe⸗ 


nen Regel, zu bilden. 


66. 4. Ein Beyſpiel auch von dieſer Formel zu geben, 
nebme ich in dem ang⸗ fuͤhrten Eulerifchen Werke P. 180, 


- bie wiederkehrende Reihe 


1+2-+22°422°4 32° 432° 447° 
+42’ 4 etc. = ui 





X: 
1 z— zz-+2? 


Vergleicht man den Urbruch mit dem unfrigen, fo ergiebt 
fha=ın, B=o, y= gan, b=z=—1,c=—ı, 


Um nuu das 7te Glied zu finden ), mache ih n 4 L— 7 


— Hr Jet Terror ete 
(abc _ (2: ») 
1,2,3 I, 2,7) . 
eine ähnliche Zerlegung der höhern Involutionen und Reihen⸗ 
ordnungen in niedrigere, wie Die Art. 9. IV. &. 418, d) ° 
welter fihb Herr Tremblep (aͤhnliche Reductions forme ln 
kommen bey den folgenden Ordnungen dor) dazu bedient, dag 


Verfahren, durch Anwendung der Formeln der worhergeben: 
den Ordnungen, für die der folgenden, dadurch gu leiten. 


Ich habe die c, c”, ©... „Hinter die 7 „2, 
. \ “ . 
> T ... gefeßt, die bier im Zerte.($. 3.4. 5) bald vor 
. bald hinter den nvolntionszeichen fichen. Das i bey Herrn 
‚ Trembleys Verfabren, der immer bie Reduction 8: 
forme In im Auge hat, ganz gleicogultig; bey dem.com bis 
natorifhen hingegen, wo die Functionen "7, m 


fid eben fo. leicht unabhängig dar 
von bepden fertfegen. baͤngig darftellen laſſen, u, man eins 


t) Das Tte Glied der Reihe im Texte zu finden, wo « =ı ; 
R=Y=o; ſtt nach der Formel (Note s) für p=Iy.n=6 


(T)7649 = jTz 


\ (> be 
I, 2,3) 





’ 
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alſo 16, und unſere Formel wird 

«aBOÖZBOZANLADLE 

Da nun 
AG Ca S_ ab ab - b’; A®—a’-ab, 

fe ift | 

BO) as - at + ab? -b’ + a’c-abe+c”, ‚ 

and, weun jetzt die Coefficienten hinzugebildet werben, 
B9 ar -5atb +62”b’-b’+4a’c- babc+ Zu 

=ı+ 5+ 6+1- 464145 
weiches wit das 7te Glied iſt. 


x D 


F. 5. Ein zweytes Bepfpiel zu geben, nehme wd die 

wiederkehrende Reihe 
14 25 43* PEN ER — —— — 9x” 
I+3x +3x” 
| Irx-ıx’—ox? 
Die Vergleichung dieſes Urbruches mit dem unfrigen, giebt 
xI. àÆ 3, y=3; am —1I, b=z—3 cz . 

Das rote Glied zu finden, made ih nt ı = 10, demnach 
n=9, und die Formel reducirt fix auf biefe 


+ 3128 + 172° + 638° + etc, = 


und BIP di. oder. and ( Note 1) j° Ja + 52h 


+ 63°b’-+b’Fya’c+6abce-+c”, wie man (Note m) 
entweder unabhängig, oder von der Anordnung (1.16. Taf. IV) 
depenbent, findet, wenn man von den dortigen Complexionen für 


’Y: die ſich auf a; b oder e endigen (aber nicht welter) und 
„ mit dreyobder mehrern a anfangen, drey a vorn wegläßt (weil 
6=9—3)-und bie Derfegungszahlen beyſchreibt. Fur a=ı; 
b=1;c=—1; fommt j 7 - = 14+5+6+1-4-0+8 
— 4, wie im Terte. Eine andere Anorönung- für j T 
gebt tn (I. 63), Die Trembleyife Anordnung kommt mit 


er Boscowichſchen überein, deren rein- combinatoriſche Dar⸗ 
ſtellung cl, ı2) fteht, Gr. 


74 N. Wenbiere Verfaßren das gemeine ued 


‚«B® + ERS + YB” 
= BR +3BÖ+3BN N 


Nun findeih BO—-APLANCHANE. LEG: 
B®.. AH+AICcHAUE” 3 BR—ANLACLAU; 
AN = — ab Hab" — aich+ ab*; 

As a* at Ha’? — b’5 A’ a’ — ab 


dolgich BP) aꝰ — a’b · ab’ — aꝰbꝰ ab?+a% 


— ber aib’ce — b'e aꝰc — abe’ rc’ 


oder (wenn dic Ene’fich niea formirt werden) 


= 2° — ga’b+ 212°b? — 200?b? + zab? 4 7a°e 
— pa*bc+ 30a”b’?c . 4b’c+ 10aꝰcꝰ — 12abeꝰ + c? 


—=—li-. 16 — 84 — 160 — 8041441204 240 


+64 — 4a — 648 = — 31. 


Eden fo befonmen wi: Ad —at_ a°b+ ab? 224 p%: 
An—a-eb+ ab’; AM = a b; demnach, und 


u) gu meinen Zeihen (Note ) frn=952=1: ß=3; 


53 33 iſt 
— DER EE Dr 


' (i I, 2: ” 
Hier kann nun °.T geradezu aus (I. 16; et IV) genom, 


men werden, wenn man blos die auf a, b und e ſich endenden 
"Somplertonen , mit Uebergehung der übrigen, bepbehaͤlt, wie 
fie dort auf einander folnen. Pie Beyfuͤgung der Verſetz ungs⸗ 
zablen und die Beſtimmung der Zeichen der einzelnen Com⸗ 
pierionen, aus a=-ı; b=2; 0=2, giebt alles fü, wie 
im Zeste. für BO? ſteht. Daraus, wenn man, in den Com: 
plexionen die mit a anfangen , ein a wegläft, findet man die 
Sonplerionen für BP = "TV; und daraus weiter, auf eben 


dem Wese (dur abermalige Weglafiang eines a) die Com: 


plerionen für BI = 7 (Rote b,m, t, alles, wie im 
Texte. | a 








= a 
3 
J 


» v 
N 


ber wiederkehrenden Reihen zu finden, 15 


wenn ſofort die Evefficienten misgebildet imerden, 
B® = a®— 7aXb.+ 152*b*- 10a’b? + bh? 
+ 62° -202’bc + ı 2ab’c+ Gaꝰcꝰ -· 3beꝰ —=ıHn +60 
+ 80416- 12-80- 96424 +24 = 31 


Endlich haben wir auch 
ANnzamabtab’-ar; APD— at-2’b+b*; 
AUDz=a Demnach B’ = a’ -6a’b + 102’b* - gab? 
+ 52% — 1za’be + 3b’c + 3ac” = - 1-7 -40-32 +10 
+48+21-2=-15. | 


Das ıote Glied wird daher = — 3143.31 3.15, 


=93 —76= 17, wis es in ber That feyn fol. 


æ + x + yx°? + 6x? w 

— ax+ bx” — 
ches der Urbruch aller wiederkehrenden Reihen der vierten 
Drdnung iſt, das heißt, aller derjenigen, wo jedes Glied 
mittelſt der vier vorhergehenden gebildet wird, fo file 
det man, durch ein dem torigen ähnliches, Berfahren (welches 





6 Man habe - 


ih aber Kuͤrze halber bier weglaffe) dep, wenn manfär - 


A und B(® die obigen Werthe benbehäft, und Ci). B(” 
— BR + Berg? BEI? BOTIDIE etc. macht, 
fodann im Allgemeinen, das (n-+Hr)te Glied einer wieberfche 
senden Reihe der ren Ordnuug — 

(x cC®9+ ß ca» +Y C(u-2) + dc N)x® wird. 2 


v) In meinen Zeichen (Note I) und 


& + Bx + yx” +ox? p 
un u 7 = — >» iſt 
1-ax-bx - cxꝰ - dx® q 





f) 


J— Ya Hi + Jar 


Gi arsı 2 


__ ———— —— —- 


/ 
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Dieſes anf ein Benfpie! Y) anzuwenden, fen die Reihe 
14x x + 22° + 4x + 68° KR + zw” 


ERSLgEIH et = ı - 2x+23” 
/ X — —, —— a 
! I-3xt 48 -3x + xt 
ſo giebt die Vergleichung diefer Urdruches mit unſrem allges 
meinen Benche, a—=ı, Bm—2, 92, d=0;5 
‘a=23;, b=,c0=3% d=ı Ä 


° 
, 


Das rote Glied zu finden, ſetzen wir n-ı=10, oder 
n==9, und dieſes Slied wird — CN-2C9+s MN, Nun 
haben wir C9 — B® — 8944 BON, Cd — B 

—BW+d, COZRBN—B@. j 


und fkatt der Gleichung für CM im Teste, kommt bep 
mis 


"I ="T+rJar“ ar Tore, 


(#7 c,d (2 b, ) | 
. 1 2, 3:4 L } 2, 3 - 

Meine Zeichen vor den involntorifhen Functionen find nicht 
. abwechielnd, wie in Herrn Trembleps Werthe von C cu), 


weil bey mir in dem Nenner 1max— bx?-cH ... 
die a, b,c. . feine abwechfelnden Zeihen haben. Warum 
Herr Errmbley ben Gliedern der Nenner feiner Urbrude 
abwechſelnde Zeichen negeben hat; davon ie Note zu 5.28 | 
der folgenden Abbandinũg. 


| 


w) Diefet Bevſpiel wird in dem fol enden Anfſatze (il, S 
als Mufter des Trombieyiſchen Verfahrens ausführlich ea 
get ‚werden. Hier genugt es anzumerken, daß man, wie im 
vorhergehenden Erempel (Note u) für BP gefhehen, auch 
hier Die Sompferionen für CI unmittelbar aus ? T 
‚a 16; Taf. IV, nehmlich bier Die auf a,b, c und d fich ens 
denden nehmen, und dareus weiter C(® = T und 
cos 2 "TV: wir im fo eben angeführten Erempel, aus den 
——— 





BEE SEE na ee tee Ann Pille. dns ee 
' .. 
⁊ 
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Man hat aber ferner, wie in der vorigen Aufgabe, 
BGV aꝰ- ga’b-+ 212’b* -203°b’+3zab* 
+ 7a°c-30a*bc +302’b’c-4b’c + 102’c*-12abe?-te? 
BO) = a’-abt ab’+a’c_be; 
Demnad) (mir Bildung der Coefficienten) 
Bd = 62°d- 20a’bd + 12ab?d-+ T2a’ed - 6bed; 
BU’=a, undB"u* = zad?; folglich, 
[= a - gab + 212*hꝰ - 202?b? + 5ab* 
+ Sc 302*bc + ;0a’b’r 4bc 4 102’c”- 12abeꝰ 
+ c’—6a’d+2Da bd - ı2abd - 12aꝰ ed 4 bbed 4 3ad* 
— 19683 -699 34 +8:648- 345604 3840+ 15399 
— 29160 + 72960 - 768-+ 2430- 1296 27- 1458 
+ 2160 - 576 - 324+72+9= 12, | - 
Auch it B&). at - ab + ı54°b”- 102”b? + b* 
4bac -· 202ꝰbe 4 12abꝰc + baꝰꝰ - 3be?; 
BO—at-a2b-+b?+ac; daher 
Bd zatd-122°bd-+3b°d-+6acd; demnach 
CI _- ar - zab + 152*b* - 10a’b’ + b?-+-6a°c = 56a3be 
+ mab’c+ 62°0°- 3be*-5a°d+ 122ꝰ hd- 3bꝰd- bacd dꝰ 
—=6561- 204124 9440 - 5760 5644374- 6480 
+ 1728-+ 486 —- 108- 405 + 432 - 48 -54 I = ıL 
Endlidy hat man. 


— + 102'b?- gab? sare- Kstbetzbicchgaet, u 


B9ea’-ab+c; daheı BO)d=4a’d-babd+tacd ; demnach 
Ce a’-6a’b+19a’b”_gab’+5a*c-12a”be-4+3b?c 
+ 3ac” - ga’d-+ babd - 2cd | 
— 2187-5852 + 4320 , 768 4 1215-1296 . 
+ 144 #81-108+72-6 = 9: 
Demnah C9-2 CP+ CC N—n-23+18 —R 
dies iſt wirklich das 10te Glied. 


— 


43 I Trembieye erfahren das allgemeine Glied 


nung: ‚man laſſe A, BO, Cœy bie oben gefundenen 


—* 
J 


et BxtHyX® Hirt pers 
$. 7° Men habe — ale den 


Urbruch aller wieberfehrenden Reiben der fünften Or d⸗ 


Werthe, und fehe J 
DO— CHLCOA NEL Cin-10).2 4 come. +Letc., 


fo finder man überhaupt das (nFi)te Glied einer wiederkeh⸗ 


renden Reihe ver fünften Ordnung — 
@ DD» + ß Da=-U + „D-2) + IDEPLDMN)xr, %) 


Ein Beyfpiel davon zu berechnen, nehme ih (aus Eu 
fer Introd. in Anal. Inf. p. 183) die Reihe 


1422 +32” + 32°+42°+52°+ 62° 462° 
. . 1 4 zZ 4 22 
+72°+82° + etc = Ä 


— — . 
I—z— 242 


x) In meinen Zeichen (Note 1) ift, für 
ah Bx ty td Het p 
ı1-ax-bx”’-cx 3 dete 1 


(pg”) 7 (a+1) 
. ET AT ST + OT DE an ps 


| 1 ‚ 2 j » ; u 5) 
und, ſtatt der Gleichung für Di im Teste, Eommt bey mie 
"I="T+"Je+ e Se etc. 
(Bas ‚d,e E » b , : , 
1,2,3,4,5 
Was das im Tert enfgefübte Beyipiel anbetrifft, ſo gilt hier 
für die DO, D®, DV), was (Note w) von ce”, 


c®, CC if erinnert worden, Für jene werden alle Com⸗ 
plerionen aus 1‘ 165 Taf. IV) nab ber Ordnung aufgefübet, 


en fi mit a, b, c, d, e endigen; mit Weglaſſung guet übris 








t 


4 


Die Vergleichung dieſes Urbruches mit unferm allgemeis 


ren, giebt «=1, A=1, yzL, d=o, e=o; azı, bzo, 


Der wieberkehrenden Reihen zu finden. 79 | 


L 


c=0, dz-1, e=-1. Dat 101e Glied zu finden, wird . 


n+1=10. oder n=g gefeht, und das gefuchte Glied durch 
DO +DO)LDYT ausgedruͤckt. Nun haben wir 
DI-ZCNLCHe, DO-CHLENE, DNI= CI+CER, 
Es iſt ader C?=BN_ BA +B@d; C m =BN-d; 
BOSASaꝰ; BSAMSas; 

felglich C9=a’ -ard+ * —R ae.de, und 


DN-.,? G6aꝰd 4 Zad? + zate. 2de= 1+643- -5- 2*83. 


Ingleichem bat man Ci) = BP Bd + d?’=a- ard+d?; 
C92-BV) a2; CPe zate; demnach 


DW) ad-satd+d’rgate= 1 +5 +1-4=23, Endlich . 


CND=BNM_bBrdza’-ard; CABAAæßZAa*; daher 


DN=a7_4a’d +32? ezı+ä- 3=2. Das ıore Glied 


wird demnach ſeyn =D” + DÖO+DP=3+3+2=8, 


wie es auch wirklich iſt. UW 
—— —W 
5.8. Der Bruch HBsHre Hirte 98? if 


1-ax+bx*-cx’+dx?-ex’+fx° 


der Urbruch aller wiederkehrenden Reihen der fechften . 


Ordnung. Behaͤlt man die vorigen Werthe von AM, 
Bm, ci, DM und fest 

Em -— DM. De-Hrf + ptr-127£2_ De-ı3r3 +etc. 
fo wird da6 (n+ıJte Glied einer folchen wieberfehrenden 


Reihe 
= (EVA 8 ER) + yE-2 


+EEODL SEO GENE, 7) 


y) In meinen Seiten (Note I) fit, für - 
© x +yxX”+ dx’ Hex +ox_ p 
1-ax-bx’-ex’-dxt-exiir q , 


* 
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"Ein Veylpiel zu geben, nehme ich In dem augezegenen 


Merle von Euler, (p. 186) bie Reihe 
1+2-+22° 432° 442%+52°+ 72° +82’ 
410224 122° +ete = — — 
| +roz + 2 + I-2-2°+2°+ z°- z° | 
Vergleichen wir diefen Urbruch mit unferm allgemeinen, fö 
iſt acı, P=0, y=0, d=o, zo, P=0, a=ı, bI-y; 
c=0,,d=1, e=-T,, f=-1. ' 


Das 1ote Glied zu finden, wird n=g gefeßt, und baffel: 
be wird = EN. Allein ED = DN—D®L; DIV 
CO +CHE, DP-C9; CSBOA BOd+BNA?: 
CH=BN-d ; CNV=B9, BM=AP, BO -A9, BO 
: AD, BOZAN BO=-AN; daher CP aꝰ — a’b 
+2’b’ — a’b’ + ab? — a’d+ a bd — ab?d-tad?= (mir Zu⸗ 
ziehung der Coefficienten) aꝰ — gaꝰb + 212°b” — 202’b? 

+ 5ab* — 6a’d+ 202’bd — 12abꝰd 4 3ad”, 


ya HT 
- EN Ha HH Ho 
£ - A a, b, c,d, e, f 
— 1, 2, 3, 4, 5 6} 
und ſtatt dei Gleichung für ET” im. Terte, Eommt bey 
- mir | | Ä | 
Je HH THr TIP HT etc; 
a,b,c,d,e,f‘ (1 b, C, d, e j 
1,2,3,455,6 I, 2, 9 4 5) — 
Warum bey mit im letzten Ausdrucke für, T ; nicht. wie bey 
Hein Tremblepfür EM, die Zeigen abwecſein (Note 
7). Fuͤr daß folgende Erempel im Terte koͤnnen, wegenn=o, 
die Eomplerionen für EC) ſogleich aus (LE 16; Taf. IV) 
nach der Ordnung genommen werben, die ſich auf a,b, d,e, f 


endigen, mit Wealaſſung derer, in welchen c Cibeil hier c= 
oder g, h, i vorkommt: 3 mel ER wen 


[4 


® 





Ä ber wiederlehrenden Reihen zu finden.“ -gr- 
. Ehen fo erhaͤlt man CcE zate — 122ꝰbe + zb?e — ode. 
Endlich iſt auch p fdaꝰf — 6abf. Dieſe Werthe ver⸗ 
‚einige, geben 
EO = a°-ga’b-f2ia’h! * 20a + 5ab® - 62°d 42025ba 
„ı2ab?A + zad? + 5a%e- 122?be + 3b*e - 2de_ 1a’f+ 6abf 
=1+8+214+2045-6-20-12+3-5-12-3 3+2+4+6=12 
wie auch wirklich herauskommen ſollte. F | 


$. 9. Das allgemeine. Giled der ¶Reihen von. der fies 
benden Ordnung, voy welchen der Urbruch ur 
a Br hyKih da tert 4 Orth 
EEE PETE TER FETT TE 
I-ax+bx”: Zextpdat- ex’+'fx° =, ’ 
ift, zu finden, muß Ran mir Seybehältung aller vorigen 
Benennungen) n Hi | 
FD-—-E MLERN 5 R — 4 ‚p’tn-21) gr etc. 
(een, und hat dann im Allgemeinen das (n41)te Glied ei⸗ 
ner wiederkehrenden Reihe der ſie beuden Dronung 
(FEW +ZFO- + yFoy gg» 
+ eF"PL 9 FOP+% — ”) 


vo N 
FRE ‘ .v 


z) Das if, in meinen Zeichen (Mote ) und wenn 
& -E Bx+rx" Hex’ +ix" + 0x + xx° 


| ı-ax-bx” —— ex ® _fx® 33 


a”). 7 +. 








\ 
’ 


—. 
4 


— —* 
N — 
re 


| EN + ij. 4 +5 D Pr 
| + nt 9 * 4x1) 


c— b,c, d, e,. )* 
1, 9J 3* + 5» 6‘ 7 


ö 
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$. 10. Das Geſetz diefer Progreffionen liegt nun a 
Tage, und man ſiehet Mar, daß, wenn man fortfährt nach 
: eben dem Geſetze Quantitaͤten zu bilden, man das allgemeis 
ne Glied einer jeden Reihe haben werde, Es fey demnach 

der Urbruch aus welchem ſie entſtehet 
ee 2727) SW) SE 4 > ne 
(wo das Zeichen + ftatt findet weni m gerade, und das 
"Zeichen — wenn m ungerade iſt); und man formite nun 
bie im nachfiehenden Schema vorgeſtellten Quantitäten, 
Ara Kl Tau 5 2 Doz bat + etc 
Bo = A + AD» c+A AH L A») cꝰ4 etc 
EI = BO -BA9IHBEN IB) d? ete 
DO_CMLEONELCOTNE: LOAD eꝰ Letc 
E®— DP- De9EL DANIEL’ DD F? Letc 





in 


. 
. . ” ’ E27 
s B ” 8 — 3 
. 


MOV K®) — LK en-myp2 + Kamp? + etc aa) 





und ſtatt der. Gleichung fü, FI? im Texte ‚ komme bey miı 
n J — n T „=? Te + Fr” Te +-ett. 
g@bodste) 6 „b,c,d,e, f 
1,2,3,4,5,6,7 1,2: 3,4:5,49 © 
an) Die obigen Rebuctionsgleiäiungen für A), BR, ca 
DW, Em, FW, ber Höhern Orbnungen auf niedriger 
in meinen f ausgedrüdt, find ſchon in ben Roten (I, 


v. x, y, z) einzeln vorhanden. Hiet fände man noch 
für die Sleihung ber uhbetimmten. Strömung: 
m»t 


x Hax+yx® Hex? text En p 


—X 








- m-£ 
1-ax- bxꝰ - cxꝰ - dx* - exꝰ -. . .- a x" 





der wiederkehrenden Relhen zu finden, 83 


ı  Zchnerime hier K") die Größen, welche ben wieberkehrens 
‚ den Reihen der Orbnung m— 1 entfprechen. Wenn m 
;; ungerade ift, find alle Glieder bejahend; iſt m gerabe, fo 
ſind ſie wechfelöweife bejahend und verneinend. Dies habe 
i durch die unbeflimmten boppelten Zeichen ©’) des Wer⸗ 


Das allgemeine (a+1)te GSlied, oder 
| Ä Ga”) 7a+D.  , 


N 


| j e TH T4n TH er. 
+.» + u Ba Wu j- 


Pu 
(a⸗ b, c, d, @ v2... 
NM, 2, 3; 4; slim 


nnd der Werth für M(”, Die —æ— der iaten 
auf die (m— HIte Ordanng d. i. 


"T = "Ir" Man 7T tm J (ai ) 3}ete 


1,b,0.d.e... * R, b,.c;, d, e .. 1) 
1,2 3,455.,: Mi I, 8, 3, 4 5 ..o , mr 3. 


bb) Begen meines Nenners r— ax — br? — etc wechſeln 
bey mir in dem Werthe fuͤr T bie Zeichen nicht fo, wie 
fr AD, CW, ED,,. MD ' open im Texte, ab (No⸗ 


tev). Das erfpatt Aufinerffamtelt, und fhafft Bequemlich⸗ 
keit, weil-fih, wenn ed zur Anwendung fommt, alles auf die 
leichte Regel reducirt: „Die Vorzeichen ber einzelnen a, 
„db, c,d.. . im Zeiger, denen im Nenner q der gegebes 


„nen gebrochenen Function E entgegengefegt zu neh⸗ 
„uien.““ (I. 23, 59 und die Erempel 60-64) 

Der im folgenben Vepſpiele augenommene Woerth für 
m=7, giebt 2* =; a=g; daraus folgen (gg""/(n+1) 
und 5", bepbe wie in Note z. Gier m = 10=aHtı 


ober n=9, fämen für 7. anf dendeiger (27° "en 


bezogen, nach Herrn Trembley's Verfahren, vermuteiſt 
532 








v 


1 


4 1. Tremblehs Verfahren das allgemeine Giied 


thes von Mr angezeigt, welches die den wiederfehrenden | 
Reihen der Ordnung m eutſprechende Größe iſt. 


Nunmehro hat man uͤberhaupt dad Corte a Glied einer ' 
folgen Reihe von der men Ordnung _ | 


= («MV +P M MD LyMOAM 
+ ö M (n-)) . j Er ‚+ +M nn) y" 


s 


3. B. wenn m=7 gefeht wird, bat man 
ai, Pag RKM=EN; MN EN; daher 
FOLEON LEOgLEFTNg ECO LECTNGRL etc 
und dad n-H)te Glie d wird um Allgemeinen Zu 

— («F SD) + B Fa) + yRa-23 | - 

‚SFr. er +xFr@yx" w 
weiches eben die weiter oben ($.9) gefundene Formel ift. 
Dieſe einzige allgemeine -Sormel kaun und demnach dienen 


“ale Particularformeln zu finden, Indem man von m bis 1 
herabgehet. 9 





. La 3 


9 11: Das Verfahren, welches ich in diefer Abhaud⸗ 
Iung befolgt habe, daͤnkt mir das einzigefhidliche zu 
ſeyn, um einen allgemeinen Ausdruck für das allgemeine 
lied einer widerkehrenden Reihe, vom welcher Drönung fie 
ſey, zu ſchaffen, nach welchen jedes verlangte Glied eines 
gegebenen Bruchs ſich hie finden und 1» darſtellen laſſe °). 


* .2 Fr 


“ 


feiner Mebpetionsformeln Nie ſelhen Eomglexionen ‚ander: 
felben Ordnung und Kae, wie jie in (El, 16; Taj. 1V) 
- eben. - en ei 


sc) Der Tremblenifce, Au eben, (is, dad ‚elgemeine Glied ber 
wiederfebrenten Reiben jeder Ordnung iſt iu der That fo Eurz 
and erpeerv, ale mönlich; and) Defofgen die zugebörigen Die- 
ductionsgie dungen "in ſehr einfaa.ce Geſetz, nach welche ini 
man das verlangte Glied durch leichte Subſtitutionen 
findet, Rungee mas dieſe Subſtitufionen, die freplixo für vi: 
wis hode Glieder und Ordnuugen ſehr zaͤhlteich ſiud, betraͤcht⸗ 


- 


. ‚der wiederkehrenden Reihen zu finden. 85 


Denn weil die gewoͤhnliche Methode erfordert, daß man bie’ 
Wurzeln der Beziehungsſcale finde, fo liegt am Tge, daß 
man mirtelft derfelben einen folchen allgemeinen Ausdruck 
nit finden kann, indem man zu bem Ende die Sleichungen 
von allen Graden müßte auflöfen Können, welches ein im, 
dem termaligen Zuflande ber Analyfis annoch unauſldeba⸗ 
res Problem iſt. ach 


* 


lich vermindern, oder wohl gar aufheben: fo bliebe dabey 
nichts weiter zu Hoffen und zu wunfchen übrig. Was Die Grm: . 
binationslehre durch eine weiter actriebene Analyfe bier ver- 
mag, erbellet zum Theil aus (I, 14, 15; Taf. IV und 55, 56 
und dem dortigen Frempeln 66 — 04), und wird in der Folge 
(AbH. IE) noch umftändlimer dargelegt werden. .. —8 


ad) Eine Anwendung feiner Methode und Formeln für das all⸗ 
gemeine Glied der wiederkehrenden Reihen, bat Herr Prof. 
Trembley durch Aufloͤfaug eines Probleme aus der Wahr: 
ſcheinlichkeitsrechnung gegeben, bie ım.roden Heite des Urs 
chivs der reinen und angewandten Mathematit (S. 123. u. f.) 
eingeruͤckt befindlich it. 


x, 


s AT, Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 





IL 
Das Teembleyifche Keductionsverfahren Abt. IT)" ift 
mit der Boscowichſchen combinatorifchen Anordnung, 


in Abfiche auf Inhale und Folge der Complerionen, volls 
kommen gleichgültig. Allgemeines Glied der Boscowich⸗ 


fen Involution und rein» combinatorifche Darftellung -' 


derſelben. Vergleichung der Moivrifchen und Bosco- 
vichfchen Formeln und ihrer Entwidelung; bierbey eine 
literatiſche Merkwuͤrdigkeit; Convergenz und Divergenz 
der entwicdelten Reihen; Entwidelung folcher 
Bruͤche, die feine veränderliche Größe ent: 
halten; von C. F. Dändenburg. 


| Par Vergleichung der Tremblenifchen und Bocowichſchen 


Enntwickelung der Complexionen muß ich vorausſetzen, daß 


die dabey vorkommenden Zeichen aus der vorhergehenden 
j Abhandlung und den Anmerkungen bekannt ſeyen. 


Herrn Trembley's Subſtitutionsverfahron fuͤr das allge⸗ 
meine Glied bey wiederkehrenden Reihen ). 


2. Es bernht auf folgendem: 


a) Ich habe bier. vornehmlich auf die Ausdruͤcke durch bie 
Kremblepif he n Drdnungszeihen AM, BI, Cœ).,.. 


und diefer Zeichen Derhalten gegen einauder, gefehen. Das 
Weſentliche der ganzen Methobe, vom Aufange herein, da= 


\ 





⸗ 


rombinatoriſcher und anderer Befafen 57 


I, Die zu entwickelnde gebrochene Sunction fey 
— term + Re 
das allgemeine (arDte * aller Ordnungen der wieder · 
kehrenden Reihen tt: fuͤr die 
erſte — abxn 
jwegte = («AM +B —R& | 
dritte = («BT HABODLyYyBem2Iyyn * \ 
vierte — (CP LSCOHDLYCH® he 
n. ſ. w. für die übrigen Drdnungen, 


I. Die A) 2 B®, Cm ... (m 1} werden durch 
folgende Neductionsgleichungen befiimmt: _ | 
- AM—am an) p + a0 p? - an-9) pP Lete 
 BIZAMLACNE.LAMTIGHL AUT Ihetc 
- CO =BM-BE9d 4 BO Pg2_ BR2g3.L ete 
DI’ — CH Fam e + CP-10) EL CN-19 e+ eie * 
etc etc. .. etc _ etc etc | 
(Abb. U. 9.1, 3, 6, 7 10). Durch biefe Formeln laffen 
ſich die Reihen höherer Ordnungen auf die der niedrigen 
bringen, jene. durch dieſe ausdruͤcken. 
IH. Die Reihe für AP (II) iſt durch a und b auf die 
leichteſte Art gegeben, Daraus, werden B), und aus 
beyden CC" m, ſ. w. durch Beyhuͤlfe son c, ds u. fe w. oh⸗ 


ne Schwierigfeit abgeleitet, . Wegen ber Reihen für fpätere 
Ordnungen muß man daher die aller frühern und vorberges 
fundenen (3. B. wegen DW), die vorherbeſtimmten AD, 
Bm, CM; Ebend. $. 7) besbehalten uud. benußen. 


Pe 


be ih unten (28) wo. ich ed nöthig brauchte, in ‚mögliäfter 
Kürze, aufseſtellt. | | 


ye 


38 T..Hmbenbürg, Vergleichung verſchiedener, 


IV. Wenn, nach Vorſchrift dieſer Reihen, anlegt alles, 


in den gegebenen einfachen a, b, c, d ... und ihren Poten⸗ 


numerifchen ° Gorrficienten' :oder  Berfehungszahlen 


(Ebend. $. 1.3) beygefügt, und die Bacıoren BY... 
gehörig nach I) vorgeſetn. 


;. Exempel. Daft will ich Herrn Trembley 8 Bey⸗ 
ſpiel (F. 6 ſeiner Abh.) wählen: 2, 


e 


22x54 ax? 
» Das rote Glied der Reihe F — — ll 
I- 3%+4% “3x + 
finden | 
Hier iſt I, alſo n=y; Gr 4 =—2, 


yo, do; a ‚b=%. c=3, d —13 und der 
gegebene Bruch [abe ef eine Reihe ber bierte n Dronung, 
"für welche alſo (2; ' 


Das 10de — — (19 ac DL * DR. 


Die Relhen. fuͤr C werden Kann , nad obiadh Rednc⸗ 
tionsformeln, mittelbar durch B und A ausgedruͤckt. Am 
beſten nnd bequemſten auf die Art, wie. nachſtehende Ent⸗ 
würfe zeigen. Es fü nd naͤhmlich 


— — } 


® fürn=g (2, II) 
- CI B BNIL geras 





PO ..B@ — AML AOcH Ad 4 os co 
BHA—AML Ag | 
BI) — A 





. * 
nn — 
ne — —— — — 


— — — 


ACH) —aN_ a2 b + am-4 b? _ glı-6 b? «+ eis 





» 
⸗ x 


zen, ausgedruͤckt worden iſt, ſo werden den daher entſtande⸗ 
‚nen einzelnen Complexionen oder Öliedern. die zugehörigen 








combinaforifcher und anderer Verfahren, 89° 


b) gFur næ8 (2, 1) en 
.C9 — BO __BVA4 B() 42 R 





BOZAMLAN.L- AN 
B® — A®PLAUr 
BO—-AO—ı 


\ 


— — 
— 


Am) - wir vorher. . | 
e) Fuͤr n=7 (2,1). 

Cm—BN — ma 

MAN LADc. De 
B = A +A c+A! c 
BVZ AMLAIT 


— 


A — wie vorher 




















— — nn — 





— — 


Setzt man hier uͤberall die a, b, c, d, oder ihre obigen 
Werthe 3, 4, 3, 1, in die für C eninidelten einzelnen 
Glieder von A, B, nach vorflehendem Schema, ‚mit Beyfuͤ⸗ 
gung der zugehörigen Verſetzungszahlen, fo kommt alles wie 
bey Herrn Trembley a. a. D. Die Sache hat keine Schwie⸗ | 


rigkeit; ich will mich alſo dabey nicht aufhalten. 


4. Eben fo wäre, für eine Reihe der sten Ordnung und 
n=29 (2, In), ' | | 


DO CODE -— \ 





cCN9—BM)__B dr BO 42 
.CP—B@ — B(N4 








BOZANLANCHANFLAOG 


Da — — — — —— — — 








go ‚II. Hindenburg, Bergleichung verfchiebenen, 


Für das Tremblenifhe Erempel (dort $. 7) wo 
b=c=o, fielen alle Glieder und Reiben weg, in denen b 
und c als Factoren vorlommen, und fo wäre, mit Beyfuͤ⸗ 
. gung der Verfegungszahlen, | 

« Da? — 6Ha’d + Zad? + zarte — 2de 


hier vollkommen fo, wie dort. 


5. Und der gegebenen Reihe für AU, find die für 
B, und aus diefen die für C, und fo weiter für D, ꝛc. bez 
ſtimmt; und fo legen die Schemata (3, 4) aufs deutlichſte 
dar, was man zu ſuchen und woraus man es zu finden 
babe. Auch wird man ohne Schwierigleit zugeben, daß 
die dabey vorfommtenden Subftitutionen fo leicht find, als 
‚man nur immer erwarten kann. Die Combinationslehre 
macht gleichwohl alle diefe Subftitutionen, die bey hoͤhern 
Drönungen und fpälern Gliedern immer zahlreicher werden, 
durchaus entbehrlih, und fo wird das Trembleyifche Vera 
fahren, durch weitere combinatorifche Analyſe deſſelden, 


ganz ſimplificirt. 


G6. Eine genguere Betrachtung der Emtwärfe (3,4) vers 
glichen mit Note 1 der vorhergehenden Abhandlung, dient 
bierbey ald Vorbereitung, Die Folgendes lehrt: 


I. Wenn man die Buchftaben a, b, c,d... zei⸗ 
germaͤßig auf 1, 2, 3, 4... bezieht, wie bey combina⸗ 
toriſchen Verfahren gewoͤhnlich iſt, ſo ſtellen die auöfiaben 
der einzelnen Glieder der Reiben AD, BI, Cm, 


ſannlich Complexionen dar , die jur Summe n gehören, 


.— I Enthalten AD, alleauf a und b, 
B®), alle aufa, b und c, 
Cm, aleaufa, b, cmdd, 

ir ſ. w. 





——— 


8 
’ 


eombinatorffcher und anderer Verfahren. gi 


nad) der Folge der Buchſtaben, ſich endenden ‚ ‚Ur gedach⸗ | 
ten Summe gehdrigen, Complexionen. 


II. Werben, unter ben überhaupt 
in-b fi) endenden, auch bie in b*, b?, b*... 
:C, ⸗ ⸗ = cc, ct, 
ed . j ed, a... 
u. ſ. w. fich endenden, nach der Ordnung ihrer Potenzen, fo weit 
die Summenzahl n es verſtattet mit begriffen ſeyn. Hier⸗ 
durch ſind alſo die Complexlonen nah Summe und Fans 
halt der einzelnen Elemente beſtimmt. . 


7. Daß führt auf nachſtebende combinatorifche Wer . 
fürzung der Darftelling für D®) (4), pie bier flatt aller 
übrigen als Beyſpiel dienen mag. Syn. diefer hat man nieht, ’ 
D auf C, und CaufB, und B auf A, von oben berab, 
zerfällt, fondern alles durch A, bon unten heraufgehend, 
ausgedruͤckt. Die auf a, b, c, d, e ſich endenden Com⸗ 
plexionen find zugleich, der Deutlichkeit wegen, durch‘ Queer⸗ 
firiche von einander gefondert. Ban finder fo 

AM | | 
AS A082, A00 


| \9d, A®dcd; Amaz 


- 


APe, A'’ce, Acode 


Dieſe Darftellung von D ift offenbar viel weniger zus 
fe “mengefegt und verwidelt, als bie durch C, B, A (ing) 
auegedr uͤckte. Mich bezieht fie fich nicht (wie jene in 4) auf 
den Nenner I— ax-+bx’—cx’-Fetc (2, I) mit abwech⸗ 
ſelnden Zeichen, ſondern auf — ax — bxꝰ — cx ete. 
Dadurch wird (und das iſt ein zweyter Vortheil) die an fi a 


- bon kuͤrzere Formel, auch von abwechfelnden Zeichen bes 
fteyt. Von dieſer Bequemlichkeit und ihren Folgen ſehe 


. 


— 


92 1. OBinderbutg Vergleichung verfichene, 


man bie Tiote bb}, der vorhergehenden Abhandlung und die 
dort ci:irten Stellen. , 


8. Das combinatorifche Geſet des in ‘A dargeſtellten 


"Wertes von n® (in 7) für ben Zeiger ( Pi 2 3 


iſt folgendes: 


J. Wie Ad, Ad; Ace aus Ad folgt, iſt 
für ſich Har; und man kann überhaupt AM, “ACC, 
AmmDe, A6De,. . (2, I) ald gegeben anfehen. 


IL. Aus den auf. c fich endenten Verbindungen der 
zwenten Aotheilung, entſtehen tie auf d, d*, d', d®,. 


‚fich endenden ber dritten, auf folgende Art: 


a) Fuͤr die auf Ein ’d ſich eudenden Verbindungen, ver⸗ 
mindert mon in ben auf fich endenden den Summenerpos 
nenten von A um ı (fo lange man dadurch nicht auf eine 
negative Zahl verfält) und ſtatt des letzten e ſetzt man nun 
d. Aus A9c wid APd; aus Acc wird Acd. 


Hingegen läßt ſich A ccc nicht weiter fo verändert, ba 


_ Acocd keine Bedeutung hat. 


bb) Aus denen in d ſich endenden Berbindungen findet 
man die in dd; aus denen in d' die in dadd; u. ſ. w. ſich 
endenden Berbindungen derfelben (dritten) Aptheilung, 
wenn mun den Summenerponenten. pon A der zugehörigen 
vorhergefundenen Verbindungen um 4 (wegen d) vermindert 
(fo lange man dadurch nicht auf eine negerive Zahl verfallt) 
and ſtatt d nun d’, ftatt X’ num d’, ſtatt d’ nun d? u. f. 
mw. fest. Aus And folgt Ad”; aber A cd darf man 
nicht In AT? cd* umſetzen. Eben fo wenig darf man Amg? 
in AC?d? verändern. Die dritte -Abtheilung von DM Bricht 
alfo mit AD dꝰ ab, und von Verbindungen, die fi ch auf 


d,,dt... endeten, Tann bier nichts vorkommen. 


. = 











- 


. winten, Dies bewirkt unter andern 


| 
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II. Eben jo findet nian, airs der dritten Abiheilung die 
vierte, aus der vierten Die fünfte... aus der (n* Diet 
die ne, Aus APd win APe; aus ADdrd wird 
A'ce; aus Add wird AMde, wenn man nit d’für e 
eden fo erfährt, wie vorber (II, a) mir c fürd, Auf e?, 
e, ... fi) eudende Verbindungen giebt's hier nicht, weil 
der Abzug der Zahl 5 (wegen e) auf eine negative Zahl 
fügren, APe z. B. ACT” ee geben) würde; retgich a, b) 
ſich hier nid’ anwenden täpı. W 


9. Die combinatoriſche Verkuͤrzung nad welcher 
man für jede höhere Ordnung MM, alle ‚zwi ſchenord⸗ 


nungen B, C, D, E, u. fi w..entbehren, und alles durch 
A unmittelker —E kann, iſt wichig. Koͤnnte 
man auch noch dieſe vorläufige. Darſiellung in A uͤberſpriu⸗ 


gen, und NM m fogleich in den einfachen a, b, c, d.... 
feloft auspräden: fo mürde ‚man badurch ungleich nıehr ges 


ı 


se 
- 


Boscovich's combinatoriſche Anordnung fir Tomplexio⸗ 
nen: zu: befüindingen Summsn.. 


10. Aufgabe. Die Ermnplexionen edner gegebenen 
Summe, unadhaͤngig von vorhergehenden klainern Summen 


zu finden. 05 


11. Erſte Unk ‚fung, in Zahlen ®), alt Str ellbertre⸗ 
tern der Ducfaben: 3. B. die Summe 9 aus den Zahlen 


iM s, n. 


b) Die foigende Aufloſung in Zablen ef von 1 Boscovic felbf, 
der die Aufgabe jo angiebt:- Trovare wuitele maniere, nelle 
quali poffa un numero dato effer —5 di parti, ciie,con- 
tenigano numeri interi. ( ran d. Math. H. IV. &. 405 1. f.). 
Sch babe, diese, Aufiotiug in Zahlen des Aufemmenbange Wer 
gen bier wiederholt, . und die Buogabencomplerinnen 
unmittelbar Daneben geſetzt Die letzterü Aud nicht etwa aus 
den Zablencomplerionen überjegt, fonderu Ind unab⸗ 


94 TI. Hindenburg, Vergleichung verfchiebener, 


1, 2, 3,45 berufen; 3 oder, in meinen Zeichen ande 
gebrädt ; : 


Aufloͤſung für 7 
(1, 2, 3, 4 5) 


111111111 — a* 
11111112 = db 


. * c c 
1111122 = ab? 7 A ? ) 
111222 —— a’b? 
12222 — a'b* 
n 


EEE 
| LIIIII3 = adc‘ 
111123 — a’bc ] 


| ge 
u R 11233 = * = ATe 
2223 = ve 
1233 =a ef | 
_ . 333 _ N 1 — A (0) 
| 1IIIIꝗ m ard } WB 
11124 —a’bd AM 
1224 abꝰd 
2134 = ad] _ „Wo 
234 = bedf T Ared 


2.44 = 1° = AD? 


bin, gig von jenen gefunden worben, wie bie Aufdfang (12) 
zeigt. Dies rechtfertigt die Benennung Boscowi 1a v Ins 
Denburgifhe (S. ı8) Involurion. 


2 Wegen der bier Ir ugleih mit beygefuͤgten Anedrace durch A 
fehe man (13). Die daneben ſtehenden Gompierionen geben 
—— 8 Trendlediſqe D®, wie aus (7) er 

et. 
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11115 ae 
1125 = abe = AWe 


' vi. 


225 — be 
135 = ae] = Ace 
. 45 —= de] = AMde 


L en ſchreibe für bie erſte Complexion fo viel Eins 
heiten (Einfen) ineiner Reihe nach einander, als die ges 
gebene Zahl (hier 9) enthält, 


II. Darunter fchreibe man für die. zweyte Gompferion | 
rechter Hand am Ende, eine 2 mit den übrigen Einheiten zur 
Linken, und für die folgende.zwey zen mit den übrigen 
Einheiten, und dann drey zen u. ſ. w. fo lange fich die ges 
gebene Summe auf dieſe Art durch Seßung non zen und 
ıfen hervorbringer und darſtellen läßt. 


II. Sind die aen abgelaufen, ſo f ſchreibe man fuͤr die 
folgenden Eomplerionen rechter Hand am Ende, eine 3 
uebft den übrigen Einheiten zur Linken; dann eine 3 nebſt 
zwey 2en und den Ährigen Einheitens u, f. w. dann zwey 
zen und die Abrigen Einheiten; und zwey Zen nebſt einer 
2... und fo geht ed weiter auf bie 4 und 5 (und folgende 
Zahlen, ‚wenn mehrere gegeben find) fort, nad) Beſchaffen⸗ 
heit des Summe; fo, daß man immer bey der Complexion, 
wo eine Zahl zum erftenmale rechter Hand am Eude vor⸗ 
kommt (von den niedrigften Zahlen jedesmal aufangend) 
erft lauter Einfen zur Linken ald Ergänzung nimmt, dan 
für die folgenden Complexionen neben biefer Endzahl eine 3, 
Damm zwey, und fo mehrere sen, bepfügt, und, wenn-und 
was noch übrig bleibt, mit Einfen ergänzt; dann weiter 
eine, und fo in der Folge mehrere Zen damit verbindet, und 
fo ferner andere Zahlen, nur Feine Zahl die größer wäre, 
als die Endzahl der Complerion, die man eben bear⸗ 
beitet, . . 


.96 IN Hindenbung, Wergleichung verſchiedener 


Die vorſtehende Darſtellung zeigt die keichte Auwendung 
der ganz einfachen Regel, nach welcher jede folgende Com⸗ 
plexion aus der naͤchſtvorhergehenden ſich ableiten 
laͤgt, ſehr deutlich, Sie bricht mit der Endzahl 5 (der hoͤch⸗ 
ſten nehmlich der gege benen Zahlen) ab, haͤtte aber eben 
‚ fo leicht auch auf die hoͤhern Zahlen 6, 7, 8, 9 weiter er⸗ 
ſtreckt werden innen. Dieſe will ich in der nächfifolgenden 
Alufidſung münehmen, ‚und darinn die Buchflabeucoms» 
‚plerionen zugleih fo aufführen, wie fie ſich, mir ihren 
MWiederholungserponenten verfehen,- nach einauder 
‚beftinmien faffen; wodurch die Darftellung gegen Die vorige | 
‘N zugleich an Kürze und Denilihhleit gewinnt. 


"om, Zweyre Aufn hr dieſelbe S Somme 9% in 
Buchſtaben 3, b, c, d, e, ß %: h,: i in Beziehung auf 
ihre Lokalwerihe I, 2, 35.45, 5, © » I» 8.2 .Im 
meinen Zeichen: 


v Aſtſins fr, 9 T 

| Ei [660% e. 5, ) 2 
on a3... 75.9 
I... 
2: ie befolgt, genau das von mir bereits in G angenches 
ne sombinatorifche Gefe, wenä men, was dert von A und 
ben zugehörigen Summenerponenten gefagt wird, hier auf 
a und den zugehörigen Potenzerponenten auwendet. Auch 
will ich Die Verfolgung bed Geſetzes hier noch frühgeitiger (vom 
erſten Gliede a’ an, das man fich als a®,a vorſtellen Fanıt) 
nachweilen, ohne weiter etwas als gegeben anzenehmen. 
Mimi : 


oa 
U. 


1, 418 erfte Compferion ſetze man aꝰ — aka, die ein⸗ 
zige auf a ſich endende Verbindung oder Complerion. 


„4 Die aufb, b, bꝰ ... fi endenden Complexio— 
hen finder man fo: 
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a) Man vermindert in a°a den, Erponenten von a? um Ä 


‚1, und fchreibt flatt_deö folgenden a nun b. Das giebt ° 


a’b, die einzige uf ei nbfihen d ende Verbindung. 


v Dadrgefundene 2’b giebt weiter, wenn man ben Ex⸗ 
ponenten Bon a um 93 vermindert, und ftatt b nun b? 


ſchreibt, afpꝰ; und daraus findet man auf eben die Art (den 


Erpowenten von a’ wiederum 2 bermindert und. dafür cin 
b mehr gefehrieben) aꝰbꝰ; und daraus weiter a'ba. 


Das giebt zuſammen a’b, 222, 2, a'b*., Ardie 
zweyte Abtheilung, aller auf b, b’, b’... fih enden. . 
den Verbindungen | 


III. Durch weitere Anwendung des Verfahrens Cin II) 
und Erſtreckung der Regeln von b auf © (mo, wie-vorher b 


aufdie Zahl 2, ſich nun e auf 3, und in der Folge d auf 4. 


und e auf 5, u. fi w. bezieht) findet man alle, auf c, c, 
. fi) endenden Verbindungen; und fo. auch alle auf 

die folgenden Buchftaben und ihre Potenzen fich endenden 

Somplerionen der folgenden Abtheilungen. | 


Die Anwendung der Vorfchriften (a, b.in IT) erſtreckt 
fih blos auf die mit einem oder mehrern a anfüangenden 
Complexionen, alle übrigen, bie Fein a haben, werden das 
bey übergangen. Da aber die Verminderung der Exponen⸗ 
tn von a, bis auf und mit a° ftatt hat, fo Fönnen diefe 
Regeln, ob fie ſchon auf Verbindungen die Fein a enthalten, 
nicht angervenbet werden, gleichwohl vergleichen geben, 


13. Die fämtlichen Somplerionen der Aufdfung 8 
a) der Ordnung’ find folgende : | 


CH 
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9 





- . rise) 
⸗ I, 2 3 ..o. T 8 9 . , 
y — — x 
"A on 
\ a’b; ab”, aꝰbꝰ; at 


— r—77 
6 4 3 
a’C, a*bc, a’b’c, b’c; 
ac, abe; 





c . . 
: a’bd, ab?d, a’cd, bed} 
8 | | 
ae, ade, bie, ac de” 
a?f, abf, ee 
a?g, BE 
ah 


1 

14; Eine leichtere Darftellung, durch Ahleitäng ber Toms 
plexionen, ober ihrer Orbnu ngen, von einander, laßt 
fih nicht gedenken. Sie bebarf feiner Vorbereitung (wie 
die in 3, 4, 7) ſtellt die Buchſtaben, ſogleich mit ihren Ex⸗ 
ponenten verſehen, auf, und iſt frey von allen Subſtitutio⸗ 
nen complexer Zeichen. Ihre re in⸗combinatoriſche 
. Ansrönung beruht. ganz auf einer aͤußerſt leichten Umtau⸗ 
(hung der Buchftaben ünd ihrer Potenzen, bie nicht mehr 
Zeit erfordert, als man ndthig hat, ihre Glieder zu fchreis 
ben. Alles wird gleich fo und an dem Orte, ohne etwas 
weiter dabey zu ändern oder zu verrüden, zuſammengeſetzt, 
wie und wa mian zum Gebrauch müßlich findet; gleich⸗ 
viel, ob man die einzelnen Complerionen unter oder neben: 
"einander oder in welcher andern Lage man fie fchreiben woitt, 


. 
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Hier habe ich fie mit. Fleiß, etwas weitlaͤuftiger, ſo abge⸗ 
ſetzt, wie man das Geſetz ihrer Ableitung und Abhängigkeit 
von einander am beutlichften Äberfieht. So werde ic; mich 
auch für ähnliche Falle in der Folge verhalten, Es ift eine 
übel angebrachte Sparfamkeit, mit Aufopferung ſolcher 

Vortheile — periturae parcere chartae. 


7 
t 


15. Die Entwickelung der Gomplerionen (in 13) enthält bie 
(hier in zumd S. 84, 85 Note ec) verſprochene Simplifi cas 
tion des Trembleyiſchen Subftitutionsverfahrens (3, 4): 
Den Uebergang von biefen auf jene macht die Lin 7) aufs 
geftellte, und durch A ausgebrädte, combinatorifche Vers 
kuͤrzung, die aber von der (in 13) noch weit übertroffen ivird; 
Zur unngittelbaren Bergleichung und Nachweifung, daß die 
Boscovichſche Darftelung die Complerionen vollfommen in 
eben der Ordnung und Folge aufeinander, wie Dad Trem⸗ 
bleyiſche Subſtitutionsverfahren, giebt, habe ich in den 
Schema (rt) dafür, den Ausdruck durch A den in a, b, 6; 
d, € entwickelten Gliedern, rechter Hand beygefuͤgt. Bey 
andern Entwickelungen, in der Folge, werde ich ihnCwid - 
auch ſchon Hier in (13) gefthehen ift) als vollkommen ent⸗ 
behrlich weglaſſen. 


22 


— 


Mehrere Darſtellungen vaſchiedener Sunimen, in Zah⸗ 
len und Buchſtaben, find zu unmittelbarem Gebrauche in der 
Anwendung, am Ende der Abhandlung beſonders ein * 
V) aufgeftelt . 


16. Bender Moivriſchen Entwicung de der Involntion 
"T, iſt (S. 43. 6. 38) erinnert und gezeigt worden, wie fi 
daraus Die Involutionen ""J" und "+" uud anderer 
Emmen; rädsimd vorwärts finden laſſen. Es werden 
aber die niedrigern Summen aus höhern, bey der Bosco⸗ 
vichſchen Darſtellung aus eben denſelben Eomplerionen Eder 

& a 


a 
F 


erſten Buchftaben folcher Complexionen, mit dem naͤchſtfol⸗ 


‚ der Eomplerion unveraͤndert bey. 
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Ordnungen a oder a* ober a”. . „) wie bey der Moivriſchen, 


> abgeleitet, auch kommen Exempel und Nachweiſungen das | 


von in der vorhergehenden Abhandlung (Note h, m; t, u; 
w) vor. Das Verfahren, die Eomplerionen ' niedrigerer 


"Summen and denen für höhere abzuleiten, bat auch Hert 


Trembley &.60, 61 $, 1 und die dortige Note h)bemertt 
Es wird alfonicht aͤberfluͤſſie ig ſeyn, auch den entgegengeſetzten 
Gall zu berühren, und zu zeigen, wie man aus den Com⸗ 
plerionen für "J’ die für "finde, zumal da die Boss 


cowichſche Anordnung dafuͤr von der Moivriſchen hier ganz 
arwelchend iſt. | 





17. Aufgabe, Die Eomplerionen der Summe: b+r- 
aus den gegebenen Complerionen der wächfloonhergepenben 


Summe n zu finden. 9) 


Auflöfung. I. Man fee allen einzelnen Gomplekide 
nen der Summe n den Buchftaben avor, | 


1. Min vertauf he (aber'nur in denjenigen Come | 
plexionen der Summe n, bey denen die beyden erften Buch⸗ 
ſtaben nicht einerley, fondern verfihieden find) den 


genden ſpaͤtern, und füge folchem dje übrigen Vuchftaben | 


tr, Die Eomplexionen, die I und II geben, miſche 
man fo Unter einander, daß man zu jeder Complerion aus 
l, die aus II ſetzt, wein ed dergleichen giebt. Giebt es 
keine in II (wenn glich der Complerion zur Summe n 
erfte beyde Buchſt nicht verfchieden find) fo feBr man 


blos die aus I, und gebt gleich zur folgenden Eomplerion 
be Summe n fort, 


- 3) Diele Aufgabe und ihre ufbfung ia Bubfafenromplente 
nen, tft mit der (im Arch. d » ©, 405, 406) 


für die Zahlencomplerionen leide iu Sie eht a 
a © * 8 Fr ſteht auch CE 








s s 
„x f 


« ⸗⸗ 
@ 
‘ 
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18. Erempel für n=95 oder, aus den gegebenen Eoms | 
plxionen fuͤr J (3) bie. für “TI atzuleien. — 


Hier ift (nach 17, 18, aus 13) . 
10 
a, b, c oe h, i, k - , 
I, 2,3- + e 8 0, 10; “ 
\ ’ N *8 ; 
va . 
a aſbꝰ; a*bs; ah; 


5 — —— — — — — — 
a’c, aſbe, a’b’c, abꝰc; 
⁊ 
a be⸗ b’c’; 





| — — 
a*bd, a?bꝰd, b’d, a’cd, abcd, c’d; | 

22°, bdꝰ 
aſe, a’be, abꝰę, a’ce, bce, ade; 

P e” ' . R ‘ . 
a, aa — 
a’g, abg, cg . 
a?h, 


al | 


X 


k | _ 
alles rein» combinatorifch abgeleitet und dargeftellt, 





. 


X 


Weil hier, um aus °J (13) anznordnen, allen 
Eomplexionen in 7 (nach Aufl, 1) a vorgeſetzt wird, und 
(Aufi. 11) Feine mir.a anfangenden (zur. Ordnung a gehöre 
gen) Complerionen geben kann: fo rechtfertigt dies RT 


die Borfchrift (16), nach welcher man, um I aus 
| 


—“⸗ 
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man bie Note bb) ‚der vorhergehenden Abhandlung und bie 
dort cirirten Stellen. , 


8. Daß combinatorifche Geſetz des in ‘A dargeſtellten 


Werthes von D9) (in 7) für ben Zeiger ( . 2 Bi . ‚ 


ift folgendes: 


J. Wie Ace; AO, AOL aus AN folgt, iſt 
für ſich Har; und man kann überhaupt AM, “AUc, 
Arme, ACC. . (2, Il) als gegeben anfehen. 


II. Aus ben auf c fich endenden Verbindungen der 
zweyten Aotheilung, entſtehen tie auf d, d“, d', da, ... 


ſich endenden der dritten, auf folgende Art: 


a) Fuͤr die auf Eind ſich endenden Verbindungen, ver⸗ 
mindert mon in ben aufc fich endenden den Summenexpo⸗ 
nenten von A um ı (fo lange man dadurch nicht auf eine 
negative Zahl verfaͤllt) und ſtatt des Teten.c ſetzt man nun 
d. Aus AMc wird And: » aus A®cce ward Aꝰcd. 


Hingegen läßt fich AM) ccc nicht weiter fo verändert, ba 


. Achcd keine Bedeutung hat. 


b) Aus denen in d ſich endenden Berbindungen findet 
man die in dd; aus denen in d’ dieindddd; u. f. w. fich 
endenben Verbindungen derſelben (oritten) Aprheilung, 
wenn mun den Summenerponenten pon A der zugehörigen 
vorhergefundenen Verbindungen um 4 (wegen d) vermindert 
(fo lange man dadurch nicht anf eine negarive Zahl verfällt) 
und ſtatt d nun de, ſtatt ’nun d’, ſtatt dꝰ nun du. f. 


wm. ſetzt. Aus And folgt Ad?; aber Acd darf man 


nicht In ACT cd” umſetzen. Eben fo wenig darf. man Ad” 
in AC ) dꝰ verändern. Die britte Abtheilung von D@ Bricht 
alfo mit Ach dꝰ ab, und von Verbindungen, die fi ch auf 
—* dr... endeten, kann hier nichts vorlommen. 


— 
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II. Eben jo findet man, aus der dritten Abtheilneg die 
vierte, aus der vierten Die fü nelee.. aus der (n⸗ien 
div nee. Aus AQPd wird A(Pe; aus APcd wird 
Ace; aus Add wird ACde, wein men mit d für e 
‚ eden fo perfahrt, wie vorber (I, a) mit cjürd. Aufe?, 
e,... ſich endende Verbindungen giebt's hier nicht, weil 
der Abzug der Zahl 5 (megen e) auf eine negative Zahl 
führen, APe 5.8. AT" ee geben) würde; folglich (U, b) 
ſich hier nid anwenden laͤßt. . | 


9. Die combinatorifche Verkürzung (7): nach welcher 
man für jede höhere Ordnung AA, alle Zuwiſchenord⸗ 
nungen B, C, D, E, u. fi w. entbehren, und alles durch 
A unmittelbar austräden kann, ifE wichtig. ' Koͤnnte 
man auch noch dieje vorlänfige-Darfiellung in A üden ſpriu— 
gen, und. VI” fogleich in den einfachen a, b, c, d... 
ſelbſt ausdruͤcken: ſo würde man badurch ungleich nıehr ges 
winnen, Dies bewirkt unter andern 


no 
. 


Boscovich's combinatorifche Anordnung fiir Complexio⸗ 
nen zur beſtimmten Summen. 


VV —— FJ 
10. Aufgabe. Die Eomplexionen einer gegebenen 
Summe, unabhängig von vorhergehenden klainern Summen 


zu finden. u ga.) 


ır. Erſte Anſoͤſung, in Zahlen ®), ale Siellertre⸗ 
tern der Buchſtaben: z. B. die Summe 9 aus den Zahlen 


De A 3 
b) Die folgende Aufloͤſung in Zahlen iſt von Bos covich ſelbſt⸗ 
der die Aufgabe fo angiebt: Trovarz tutte ſe maniere, nelle 
quali poffa un numero dato eſſer forınato di parti, che con- 
teiigano numeri interi. (Urch.· d. Math. HIV. &. 405 u. f.). 
Sa. babe. dirte. Aufloͤltug kr Zahlen des Zufemmenbangs wer 
gen bier wieberholt, und bie Bumgiabencomp lerionen 
unmittelbar daneden geleht: " Die letzterü Aud nicht etiva aus 
den Sablencomplexrionen überfegt, fonderu ſind unab⸗ 


& ” ’ = \ 
/ ‘ .. - 
1 ’ N 


94 TI. Hindenburg, Vergleichung verfchiebener, 


I, 2, 3,45 darzuſtellen; ‚oder, In meinen Zeichen aus⸗ 
gebrädt:. oo gu 2 


Aufloͤſung für T | 
(152, 3, 4, 5) 


LLIIIIIII = a° | 
11111112 = — 
— (9): c 
1111122 = a’b* = A.) 
111222 == or | 
12229 — ab®, _ 


1111113 = ac‘ 
111123 = a®be 
11233 —= a’b’c 
2223 = b’c 
13 
"012333 = abe* | | 

* 
33= *]j]= AMIP 


111114 = ard — 
> 11124 aid AMAI 
1224 abꝰ?d 
2134 = add] _ 
234 = bedf T 
144 = ad] = AM4 


AV cd 


haͤngig von jenen gefunden worben, wie bie Aufldfang (12) 
geigt. Dies rechtfertigt die Benennung Bosco wich⸗ Hins 
denburgiſche (S. ı8) Involntion. 


c) Wegen der bier zugleich mit bepgefügten Ausdruͤcke durch A 
fehe man (15). Die daneben ftehenden Complexionen geben 
Amen das Tremblepiſche DP, wie aus (7) er⸗ 

et, Ä 


. 
. 
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11115 ae 
1125 — abe | — AMD 
225 == b’e 
135 ace ] AGce 
45 = d]= A@de 
L Man fchreibe für die erfke Complexion fo diel Eins 
beiten (Einfen) ineiner Reihe nad) einander, ald die ges 
gebene Zahl (hier 9) enthält, 


11. Darunter fchreibe man für die zweyte Gomplerin 
rechter Hand am Ende, eine 2 mit den übrigen Einheiten zur 
Xinten, und für die folgende zwey 2en mit den uͤbrigen 
Einheiten, und dann drey zen u. f. w. fo lange fich die ges 
gebene Summe auf dieſe Art durch Setzung non zen und 
ıfen hervorbringen und darſtellen läßt. 


IT. Sind die aen abgelaufen, ſo fchreibe man für die 
folgenden Complexionen rechter Hand am Ende, eine 3 
nebſt den übrigen Einheiten zur Linken; dann eine 3 nebft 
zwey zen und den Äbrigen Einheitens u, f. w. dann zwey 
zen und die Abrigen Einheiten; und zwey Zen nebſt einer 
2... und fo geht es weiter auf die 4 und 5 (und folgende 
Zahlen, wenn mehrere gegeben find) fort, nad) Beſchaffen⸗ 
heit ver Summe; fo, daß man immer bey der Complerion, 
wo eine Zahl zum erfienmale rechter Hand am Ede vom 
Iommt (von ben niedrigften Zahlen jedesmal aufangend) 
erft lauter Einfen zur Linken ald Ergänzung nimmt, dann 
für die folgenden Complexionen neben biefer Endzahl eine >, 
dann zwey, und fo mehrere zen, bepfügt, und, wenn und 
was noch übrig bleibt, mit Einfen ergänzt; dann weiter 
eine, und fo in der Folge mehrere zen Damit verbindet, und 
fo ferner andere Zahlen, nur Feine Zahl die größer wäre, 
als die Endzahl der Complexion, die man eben bear⸗ 
beit, . . 


Y 
y t 
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I, 2, 3, #5 darzuſtellen; . oder, In meinen Zeichen aus⸗ 
b . 


gedruͤckt: 
Aufloͤſung für J 
(1, 2%, 35 4 5) 
111111111 = oa | 
J ee 7 . . 
111411112 = ab 
; — A (9)- 
ıırıı22 = ab’ AN 2 
111222 — a’b’ 
122293 = 


‘ ö— —ñ e,s,—7 ü 
| IIIIIIZ = ac 
111123 —= aſbe 
11233 — a’b’c 
2223 == b’c 


* 
— N 


1133= ac |_ „oc 
1233 = abe” | 
_ " 333 = e ]= AMFP 
| 111114 — “ E 
= 11124 —adbd > = AGd 
0 "2224 abꝰd 
1134 = a’cd] Du 
== AMced 
234 = bedf  .- 


144 = ad] = AMg 


| bängig von jenen gefunden worben, wie bie Aufidſang (12) 
zeigt. Dies rechtfeskigt die Benennung Boscowid; Hin. 
denbuargiſche (S. ı8) Involution. 


c) Wegen der bier zugleich mit bepgefügten YAusdrüde durch A 
fehe man (13). Die daneben ſtehenden Gomplerionen geben 
sufammen dad Tremblepiſche DO, wie aus (7) exe 
bee. | 
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"as at 
ı125 abe | = Alle 

225 == b?e J 

135 ac j=WAMce 

:45= de] = AQde 


1. Man ſchreibe für die erfte Complerkfn fo diel Eins 
heiten (Einfen) ineiner. Reihe nach einander , als Die ges 
gebene Zahl (hier 9) enthält, 


11. Darunter fchreibe man für die zweyte Gomplerion | 
rechter Hand am Ende, eine 2 mit den übrigen Einheiten zur 
Linken, und für die folgend. zwey zen mit den übrigen 
Einheiten, und dann drey zen u. f. w. fo lange ſich die ges 
gebene Summe auf dieſe Art durch Setzung von zen und 
ıfen hervorbringen und darſtellen laßt. 


II. Sind die zen abgelaufen, fo ſchreibe man fir: vie 
folgenden Eomplerionen rechter Hand am Ende, eine 3 
nebſt den übrigen Einheiten zur Linken; dann eine 3 nebft 
zwey 2en und den Übrigen Einheiten; u. f. w. dann zwey 
3en und die übrigen Einheiten; und zwey Zen nebft einer 
2... und fo geht es weiter auf die 4 und 5 (und folgende 


Zahlen, wenn mehrere gegeben find) fort, nach Befchaffene . - ' 


heit ver Summe; fo, daß man immer bey der Complexion, 
wo eine Zahl zum erfienmale rechter Hand am Ede vor» 
kommt (von ben niedrigften Zahlen jedesmal anfangend) 
erft lauter Einfen zur Linken als Ergänzung nimmt, dank 
für die folgenden Complexionen neben biefer Endzahl eine 3, 
dann zwey, und fo mehrere zen, beyfügt, und, wenn und 
was noch übrig bleibt, mit Einfen ergänzt; Dann weiter 
eine, und fo in der Folge mehrere Zen damit verbindet, und 
fo ferner andere Zahlen, nur Feine Zahl die größer wäre, 
als die Endzahl der Complexion, die man eben bear⸗ 
beitet. 


Lv 
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Die vorſtehende Darſtellung zeigt die leichte Anwendung 
‚ der ganz einfachen Negel, nach weicher jede folgende Com⸗ 
plexion aus der naͤchſtvorhergehenden ſich ableiten 
läßt, ſehr deutlich. Sie bricht mit ber Endzaul 5 (der hoͤch⸗ 
ſten nehmlich der gegebenen Zahlen) ab, hätte aber eben 
‚ fo leicht auch auf die höhern Zahlen 6, 7, 8, 9 weiter ers 
ſtreckt werden können. Dieſe will ich in der nächftfolgenden 
‚Aufidfung mitnehmen, ‚und darinn die Buchſt a be uec o m⸗ 
plexrionen zugleich fo auffuͤhren, wie fie ſich, mir ihren 
Wiederhbolungserponenten verfehen, nach einauder 
beſtimmen laffen; wodurch die Darftellung gegen -Die porige 

(m zugleich an Kürze und Deutlichfeit gewinzr. | 


12. Zweyre uthing hr diefelbe S Somme. 9 in 
Duchſtaben u, b, c, d, e, g. h, i, in Beziehung auf 
ihre Lofalwerihe 1, 2, 3, 4», 5» 6, 7,8, 9 ‚Im 
meinen Zeichen: 


L Aufldſung für‘ u 7 u . 1— 

| Be J (Ge b, C...8, ) Sure — 
* 2,3 ... 2 8:9 - 

en 

2 Eie befolgt, genau das von: mir Bereits« in G angegebes 

ne combinatorifche Gefet, went man, was dort vonA und 

ben zugehörigen Summenerponenten gefagt wird, bier'auf 

a und den zugehörigen Potenzerponenten auwendet. Auch 

will ich die Vefolgung des Geſetzes hier noch fruͤhzeitiget (vom 
erſten Gliede a’ an, das man ſich als a®,a vorſtellen Fanıt) 


nachweiſen, ohne weiter etwas ald g ege ben anzunehmien. 
Rand) : 


I. Als erfte Compferion ſetze man a? — afa, die ein 
zige auf .a fi ch endende Verbindung oder Complexion. 


U Die auf b, b?, b’,.. ſich endenden Complerio⸗ 
nen findet man ſo: 
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a) Man vermindert in aba den, Erponenten von a um 
‚1, und fchreibt ſtatt des folgenden a nun b. Das giebt 
a’b, die einzige auf ei in bfih endende Verbindung. 


- 


» Dabsgefunbene > giebt weiter, wenn man ben Er⸗ 
ponenten Bon a um 2 vermindert, und ftatt b nun b? 
freibt, a’b*; und daraus findet man auf eben die Art (den 
Erponenten von a? wieder um 2 vermindert und dafür ein 
b mehr gefchrieben) a’b’; und daraus weiter a’b®, 


DaB giebt zuſammen a'b, p2, 2, a'b*, Ardie 
zweyte Abtheilung, aller auf b, b’, b’... fib enden 
den Berbindungen, 


III. Durch weitere Anwendung ded Verfahrens (in IT) 
und Erſtreckung der Negeln von b auf e (mo, wie-vorher b 
aufdie Zahl 2, ſich nun e auf 3, und in der Folge d auf 4, 
um e auf 5, m. fi m. bezieht) findet man ale, aufc, c”, 

. fich endenden Verbindungen; und fo auch alle auf 
bie folgenden Buchftaben und ihre Potenzen fi ich endenden 
Eomplerionen der folgenden Abtheilungen. 


Die Anwendung der Vorfchriften (a, b.in II) erſtreckt 
ſich blos auf die mit einem odermehrern a anfangenden 
Komplerionen, alle übrigen, die Fein a haben, werden das 
bey Übergangen. Da aber die Verminderung der Erponens 
ten von a, bis auf und mit a° ſtatt hat, fo Fünnen diefe 
Regeln, ob fie ſchon auf Verbindungen die Bein a enthalten, 
nicht angewendet werden, gleichwohl dergleichen geben. 


13. Die ſaͤmtlichen Complexionen der Aufldſunt (12) 
sach der Ordnung find folgende: 


6 
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9 


nn 633) | 
| — J, 2, 3 . 7. 8,94 


d — — 
Vi 


wi 
\ a’b; a’b?;'a?b?; at 
as a*bc, a“bꝰc, b’c; 
Ic abe“ 3 
d - 7 
—— 
a’bd, ab?d, a’cd, bed} 
8 I | 
ate, a ber b?’e, ace, de 
a?f, abf, cf 
— — —— 
a’g, bg | 
ah 


W 





8 





J 


Im Eine Teichtere Darftellüng, bürch ableitung der Tom 
plexionen ‚ oder ihrer Ordnungen, von einander, laͤßt 
ſich nicht gebenfen, Sie bedarf Feiner Vorbereitung (wie 
die in 3, 4, 7 ſtellt die Buchſtaben, ſogleich mit ihren Era 
„ponenten verſehen, auf, und ift frey von allen Subftitutios 
nen complexer Zeichen Ihre rein-combinatorifche 
. Unordnung beruht ganz auf einer äußerft leichten Umtau: 
fung der Buchſtaben und ihrer Potenzen, die nicht mehr 
Zeit erfordert, als man nöthig hat , ihre Glieder zu fchreis 
ben. Alles wird gleich fo und an dem Orte, ohne etwas 
weiter dabey zu ändern oder zu verrüdten, zufanmengefeßt, 
wie und wa man zum Gebrauch nützlich findet; gleich⸗ 
biel, ob man die einzelnen Complerionen unter oder neben« 
“einander oder in welcher andern Lage man fie [chreiben vwoill, 


- 





- 
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Hier habe ich fie mit. Fleiß, etwas meitläuftiger, fo abger . 


ſetzt, wie man das Gefeß ihrer Ableitung und Abhängigkeit 
von kin ander am beutlichfien uͤberſieht. So werde ic; mich 
auch für aͤhnliche Fälle in der Folge verhalten, Es ift eine 


übel angebrachte Sparfamleit, mit Aufopferung ſolcher 


Vortheile — periturae parcere Chaftae. 


! 


15. Die Entwickelung der Ernplerienen (in 13) enthält die 
(hier in 5 und S. 84, 85 Note cc) verfprochene Simplifi ca⸗ 
tion bes Trembleyiſchen Subftitutionsverfahrens (3, 4): 
Den Uebergang von dieſem auf jene macht die Lin 7) auf? 
geftellte, und durch A ausgebrücte, combinatorifche Vers 
Kürzung, die aber von der (in 13) noch weit übertroffen wird; 
ur unmittelbaren Bergleichung und Nachweifung, daß bie 


Boscovichſche Darftellung die Eomplerionen vollkdmmen in 


eben der Ordnung und Folge aufeinander, wie bad Trem⸗ 
bleyifche Subflitutiondnerfahren , giebt, habe ich in dem 
Schema (ri) dafür, den Ausdruc durch A den in a, b, c; 
d, e entwickelten Gliedern, rechter Hand beygefügt. Bey 


anbern Entwidelungen, in der Folge, werde ich ihn (wie 


auch fchon hier in (13) gefchehen ift) als vollkommen ent⸗ 
behrlich, weglaſſen. | 


Ex 


Mehrere Darſtellungen vaſchiedener Summen, in Zeh⸗ 
len und Buchſtaben, ſind zu unmittelbarem Gebrauche in der 
Anwendung, am Ende der Abhandlung beſonders ein Tafel 
V) aufgeſtellt. 9 


16, Bey der Moiotiſchen Entwiclung di der Involntion 
T iſt (5,43. $, 58) erinnert und gezeigt worden, wie fich 
daraus Die Involutionen .""J und "+" und anderer 


Eummen, rädsimd vorwärts finden laſſen. Es werden 
aber die niedrigern Summen aus hoͤhern, bey der Bosco⸗ 


vichſchen Darſtellung aus eben denſelben Somplerionen ver 
&a 


= 


* 
—E 
7 


> 
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Ordnungen a oder a’ ober a’... .) wie bey der Moivriſchen, 


- abgeleitet, auch kommen Erempel und Nachweifungen das 


von in der vorhergehenden Abhandlung (Note h. m; t, u, 
w) vor, Das Verfahren, die Eomplerionen ’ niedrigerer 


"Summen and denen für höhere abzuleiten, bat auch Herr 


Trembley &.60, 61 $. 1 und dig dortige Note h) bemerkt. 
Es wird alfonicht überfläffig feyn, auch dem entgegengefeßten 

Tal zu berühren, und zu zeigen, wie man aus den Com⸗ 

plerionen für "J’ die für "*'/J" finde, zumal da bie Bos. 

cowichſche Anordnung dafuͤr von der Moivriſchen hier sn 

abweichend iſt. 


m Aufgabe. Die Complexionen der Summeh+t 
aus den gegebenen Complerionen der naͤchſtvorhergebenden 
Summe n zu finden. 9) 


G 


Auflöfung. I. Man fee allen einzelnen Complexio⸗ 
nen ber Summe n den Buchſtaben avor, 


N, Man vertaufche (aber nur in denjenigen Com: 
plerionen der Summe n, bey denen die beyden erften Buch⸗ 
ſtaben nicht einerley, ſondern verfihieden find) ben 


erſten Buchſtaben ſolcher Complerionen , mit dem nächfifols 


genden. fpätern, und füge folchem die übrigen Buchſtaben 


‚ ver Complerion unverändert bey. 


II, Die Complexionen, die I mmd II geben, mifche 
iman fo unter einander, daß man zu jeder Complerion aus 
l, die aus II ſetzt, wenn ed bergleichen giebt. Giebt es 
keine in II (wenn amlich der Complerion zur Summe n 
erfte beyde Buchten nicht verfchieden find) fo ſetzt man 
blos die aus I, and geht Hleich zur Folgenden Eompferion 
der Summe n fort, 


8) Diefe Aufgabe und Ihre euftöfang in Busfabencomplerie 
nen, iſt mit der Cim Arch. d. Math. H. IV. ©. 405, 406 
für die Zablencomplerionen gleichahteig. Eie flieht auch CE 
© t. a. A. G. 185) 


‘ 
—X 


— 
x 
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18. Exempel fuͤr n=95 ober, aus ben gegebenen Com⸗ 


plxienen für °' (3) die. für “I abzuleiten, 


Hier ift (ad) 17, 18, aus 13) 


8, b, c vos. h, i, k - ’ 
L 2, 3 R 8, 9 Io: ’ " 
\ . J 


I * 


J —— 
“. — ru 


a a. 
ab; — 0* ab}; 22h; er a 


“ DORT I SEE NE Pr 
a’ e a’be, a’b’c, abꝰc; 
a’be? , b’c 2; ! 





| — — 
a*bd, aꝰbꝰd, b’d, a’cd, abcd, c’d; | 
224°, bdꝰ 
— — * — — 
a’e, abe, ab’ 6, a Ace: bee, ade; 
ee 5 \ 
‚af, a®bf, b’f, acf, df u Bu ' 
ag, abg, cg . 

ah, bh or, f 


— — 
al 


gu 


k | | _ 
alles reins combinatorifch abgeleitet und dargeſtellt. 





Weil hier, um oT aus’ (13) anzuorduen, allen 
Complexionen inꝰ 7 (nach Aufl, I) a vorgeſetzt wird, und 
(Aufl. 11) keine mit.a anfangenden (zur. Ordnung a gehoͤri⸗ 
gen) Complerionen geben Fann: fo rechtfertigt dies augläih 
die Vorſchrift (16), nach welcher. man, um 7 aus J 


—3 


> 


N 
‘ 
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(die Complerionen einer niebrigerm Summe aus denen der 


naͤchſthoͤhern) zu finden, alle Complexionen der Ordnung a 
Der a“ um ein a vermindert, ‚bie übrigen aber ganz 


| übergeht, 






Eombinationen zu unbeftimmten Summen D. 


„. 19. Die Barftellungen (135 18) führen unmittelbar 
darauf. 


Hierher gehören bie beyden Formelnn 


"IT -. 


mez m-2 m· 


* C 
— a, a, a\_ 
t ir . % _ 
12,3 .u00 m-2,m-J, m /: . 
— —* ” , . 


t e 


me — 


— 


PH EH TH Türe 
© (»b)  (ab,c) Be 


— — 
— — 





—E — — EUR etc Sy 

R + Te c + a + n-9 Te cꝰ 4 ete (2, b) 
+" Ta+"* JS LU Tg? +ete (% b,c) 
etc etc etc etc ee -°) 


die weitere Fortſetzung hat keine Schwierigkeit und findet 
ſich in Tafel VI am Ende dieſer Abhaudlung. 


20. au bemerken: s 


) Raum zu erfpaten, find hier Die (a); (a, b); (b,c).. 
nebendden combinatoriſchen Gliedern, nicht wie fonft ze 
woͤhnlich darunter, gefegt, anch den Buchſtaben a, b, c. 
nicht ihre Lofalwerthe bepgefügt warden ; welches um To fügli: 
wer geſchehen konnte, da ſie oben unter Jſ im Zeiger 
beyſammen ſtehen. | 


x 


Sn 
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T, Die erfie Formel gründet ſich darauf, daß nach der 
Boscovichſchen Anorbuung, die auf einerley Buchſtaben fi ich 
eudenden Eomplerionen durchgängig beyſammen ftehen, und, 
nach der Ordnung der Buchflabeu a, b, c, d.. . aufeing 
ander folgen (t1, 13,.18); bie swente Fotmel unterſchei⸗ 
det hier bey noch die Potenzen.b, b’, b?...; c, cd, d,. 

u. f. w. der Endbuchftaben (Ebendaf, und 6, In. - Durch 
fie werben bie einzelnen Glieder der erſten weiter zerlegt. 


— 


Die Aehnlichkeit dieſer zweyten Formel mit den Trem⸗ 


hleyiſchen Reductionsformeln (2, II) fällt in die Augenz 


nur werden hier, ſtatt jener complexen von einander abhaͤn⸗ 
gigen Zeichen AD, B®, CmO,,., bie fimpeln, un 
| abhängigen, combinatorifch leicht auszuführenben "Tr 
a, 23" m fiw. gebraucht. . Die Mebuction der 


Trembbepifchen Gleichungen (2, ID auf die hiefigen combĩ⸗ 


natorifchen Sormeln, erhellt aus Note l der vorhergehenden. 


Abhandlung. Man vergleiche ferner Note HVEy, 2,08, 
die mehrere Beyſpiele enshalten. 


L 


U. In der erften Formel find die Buchſtaben a, b,o... 


unter die involutorifchen Zeichen zeigermäßig untergefeßt; im 
der zweyten am Ende jeder Reihe beygefügt. Jene gehbs 


cn zu dem Gliede, unter welchem; dieſe, auben 


Reihe, neben welder, fie fiehen, 


4 


UI. Das ige Glied der erften Formel, if 


_ mem m-T 
- a 


m-a M- 
be... a). on 


7 
Die (m-ıJte Horizont alreihe der awwey tes dore 
mel, iſt 


— 
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. Det Je —B— — FT). an} ["- 7 
m-3 ma | 

_ G b, Ger. a ) 

‚ IV, In der Anwendung, of die Darftellungen (13, 
18) als Beyſpiele (fürn=g9; n- 10) dienen fönnen, fallen 
viele von ben in der nlgemeinen (zweyten) Formel aufges 

‚ führten Potenzen der Entbuchitaben weg, in ſofern felbige 

Durch die Größe der Sunmenzabl. n befchräntt und ausge⸗ 
ſchloſſen wrrden (6, m). So kommen (für n=9, in 13) 
Teine Endpotenzen b?,. c*, d°, und noch viel weniger höhe 


te vor; eben fo fällen ben den Buchftaben e, f. g. bh, i 
alle Poten; zen, außer der erſten, ganz weg. 





| 


V. Auch bie zeigermaͤßig unter und ‚neben den involu⸗ 
toriſchen Zeichen geſchriebenen Buchſtaben a, b. c ... (ID 
kommen in der Auwendung bey beyden Formeln nicht immer 
alle vor. Auf.den Fall naͤmlich, wenn ber Sunmenerpo: 
nent n-m oder nm kleiner iſt, als die im Zeiger ans 
gegebene Menge der Buchflaben, werden nur fo viel Buchs 


ſtaben a,b c. „gebraucht, als ber Heinere Summeus 
erponent Einheiten hat. - 


Das in IV und V) Gefagte ift blos nachrichtlich bier 
bengebracht, und foll keinesweges dem Gedaͤchtniſſe zur Lafl 
follen. Denn wenn c8 zur wirklichen Anwendung kommt, 


ergiebt fich das alles von ſelbſt, ohne Schwierigkeit. St 
3. B. iſt 


UT STH Tor er JeH Te 
' ( b,... l, >) (a) (a,b) (a,b,c) (a, b, c.d)(a, b, c, d.e 
2.910 — . 
1a LE FEHLEN FE I 
(, b,c,q) (abc) (ab) (a) (1) 
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Es kdnnen nehmlich im Zeiger keine Buchſtaben vorkom⸗ 
| men, deren Lokalwerthe größer wären,” als der oben linker 

Hand ſtehende Summenexponent von J.. 


VI, Die Formeln (19) geben jede Abtheilung der auf - 
beſtimmte Buchſtaben fich endenden Complexionen, won ein j 
len übrigen unabhängig, 


21. Aufgabe und-Erempel, Die Complexionen der 


"2 ft a... 4, b, c, d’ 
Endordnung d von J für den Zeiger ( 1.2. 34 
anzugeben, 


Aufl. Fuͤr den Lokalwerth 4 von dift, nach der en 
ken Formel (19), Ja. oder 


Ta Ka 
== !a°c, abe, ab?e. a?c?, be?\dq 
d 22 ” 
(abc, ) | la, a”bd, b’d, acd, d? 
Die andere Formel gäbe eben das ſoꝛ 
Ta + “Te +J@ (% b; c) | 
Ci ab, atb?, a’b°, ) a 
j 2°C, a’bc, ab?c, ce be’ 
(a, a’b, b*, ac). d’, '1.d 


Die Complexionen für °T, + kann man entweder 
(nach 11 oder 12) unmittelbar conftruiren, oder vermittelſt 
(13) nach) (16) berftellen, oder endlich aus Zafel V, bier 
am Ende, abichreiben, 


— 


22. Die Boscovichſche Darſtellung giebt die Com⸗ 
plexibnen in rückwaͤrts- lexikographiſcher Ord— 


% .—- 


— 
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sung ).“ Man kdunte aber auch die am" z. B. die 


amd 9" Cin 21) nach de Moivre (S. 41. 43) entwickeln, und 
den einzelnen Complexionen den Endfactor d, oder bie d, 


ae, d' zuletzt beyfügen. Dadurch würde die ganze Abs 
theilung der ind fich endenden Eomplexionen In Direct 


lexikographiſcher Ordnung erfcheinen, 


Vergleichung ber Moivriſchen involutoriſchen Anord⸗ 


nung mit der Boscovichſchen. 


23. Etwas daruͤber findet ſich bereits (Arch. der Math. 


H. IV, S. 409, 410). Hier kann man nun aus Verglei⸗ 
Hung von Taf; III, IV, V, VI und den zugehörigen Era 
läuterungen im Texte, bie Sache noch genguer Überfehen: 


a) Die Regeln für beyde Verfahren, die Epniplerionen 











für beffimmte Summen zu finden, find unftreitig gleich 
leicht. Ihre Gomplerionen find beyderſeits lexikographiſch, 


vorwaͤrts die einen, ruͤckwaͤrt s die andern, nah Anz 
fangs-und End buchſtaben, und ihren Potenzen, 


geordnet. 


b) Die Boscovichſche Vorſchrift (hier 11) iſt gleichwohl 


nicht rein = çombinatoriſch, wie die Moivriſche (SS... a. 
N. S. 184, 43). Beyde Darſtellungen fiehen (Ebeud. S. 


s 


' 183) neben einander. 


f) Nach der gewoͤhnlichen (Ad. d. Math. H, IV. ©. 404,2, 6} 


auch hier (in ız und anderwaͤkts) durchgängig beobadhtetenn 


Anorditung. sa der Folge bat Boscovich felbft die größer 
Bahlen 'yorande t 
graphifche Folge der Gomplerionen in eine direct: ler i= 


fographiſche verwandelt (Arhı a. a. O. ©. 421; Erempet 


davon, Ebend. S. 409, 410). Die Involution (SG. 4097 


zeigı angleich, wie man jede Eomplerion aus dee nähfivor= 


bergehenden ableiten fünne, wenn man die außerfte hoͤchſte 
Zabl als abgeföndert betraditet, und mit den übrigen nad 
Boscovichs Regel CıT) verfaͤhrt. nn 


ſtellt, und dadurch die vüdmärts-lerifos 








' 
‘ . 
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e) Es läßt fich zwar, wie ich (in 12) gezeigt habe, Die 
Boscovichſche Folge der Eomplerionen auch rein⸗ combinas 
torifch anordnen. Aber die Darſtellung felbft ift doch von 
ver Beſchaffenheit, daß fich aus ihr, nicht fo unmittelbag 
wie aus der Moivriichen, die Involutionen niebrigereg 
Summen durch bloße Winkel abfoudern und ausfchneideng 
fo, wie die der Höhern Summen durch bloßes Anfegen 
des Ermangelnden an bie niebrigern, her vorbringen lafa 
fen. Jm legtern Falle muß man, bey Befolgung der Vorſchrift 
(17) die höhere Summe nothwendig beſonders abfegen, 


d) Eben fo ift auch die Handhabung der Formeln (19): 
für die unbeſtimmte Summe n nah Boscovichs Unordnung, 
nicht fo einfach und geichnieidig, wie die der. Moivrifchen 
E. S. c. a. A. S. 202 und hier Abh. I. S. 17. Taf. IV, 15), 


e) Eine Folge (aus c und d) iſt: Die Boscovichſche 
Darſtellung iſt, in Abſicht auf hoͤhere und niedrigere Sum⸗ 
men, nicht in fa hohem Grade in volutoriſch, als bie 
Moivriſche. 


) Die lexilographiſchen Compbexionen nach de Moivre 
laſſen fich ſogleich, nach meiner Anordnung, in Claſſen 
zuſammenfaſſen, und ſo eine Involution in die andere ums 
formen (E. ©. ca. A. ©: 195, 60), Nicht fo die Coma. 
plerionen nach Boscwih ui 


g) Eine ähnliche Umformung ‚meiner Claffeninvolution in bie 
Boscovichſche Anordnung und umgekehrt, Hatte ib (a. a. O. und 
Arch. d. Math: H. IV. ©. 408) angegeben. Dagegen bat 
Here Prof. Pfaff (Disquif. anal. p. 296) drey Inſtanzen 
aufgeftelt. Es hätten nehmlich im jenen beyden Stellen nicht 
meine Claſſen (deren Eomplerionen wie Zahlen wachſen) 
fondern die Boscobihihen (dienah fallenben Ends 
zahlen fortgehen) genannt werden folen, An dieſen Unter⸗ 
ſchied, den ic) dach LArch. ©. 411; 34) ausdruͤcklich nachgewie⸗ 
Jen ſelbſt (in der dortigen Note) eines der drey Beyſpiele auges 
ührt habe, die Here Prof. Pfaff gegen mich aebrauct, hatte 
"ich dort nicht gedaht! Zum Weberfiuß will ich noch die von 
mir (E. Syt.a.,©. 264) aufgeftellten Anordnungen «, Br% 
anführen, "wo meine Claſſendarſtellung «, und”die Boscovich⸗ 
fie 3, nebft der rückwaͤrts umgelehrten y von lepterer, zug - 


108° - 1. Hindenburg, Vergleichung verfchiebener, 


8) Die Botcowichfche Darftelung dagegen involvirt 
die Complexionen für die ſucceſſive wachſenden Zeiger: a; 
und a, b; 'und a, b, 6; und a, b, c. d; u. ſ. w. aufs voll⸗ 
kommenſte. Ein anderer eigenthuͤmlicher, nicht unwichti⸗ 
ger Vorzug dieſer Anordnung beſteht auch barinn, daß fie 
bie zuſammengehoͤrigen Complexionen für Zeiger aus Zahlen. 
(und dadurch auch aus Buchſtaben) die nicht nach der Ord⸗ 
nung, ſondern ſprungweiſe, fortgehen, ohne alle Um⸗ 
ſchweife mit Leichtigkeit darſtellt ( E. S. c. a. A. ©. 261, 


Bu 263). Ein Umſtaud yon bedeutender Wichugkeit fir die 


u Anwendung ! ! 


‚Hieber gehdrt dad Trembleyiſche Erempel (Abh. 
HM. $.7) für das 1ode Glied des dortigen rucht und den 


d, € 
eiger — 
Zei 8 Gr 4. ) | | Pa | 


— 


» 


gu das dortige D a hätte man nimlch 9 
I. 4 


d. i. die Summe 9 aus 1. 4, 5 oder a, d, e zuſammenzu⸗ 
ſetzen. Die Complexionen dafür Finnen (nach 11) keine an⸗ 
bern, als folgende ſtyn, die man ſogleich in ihrer Ordnung 
finder ; J 


rnuu a” I Daraus fände man (nach 16) 
mg = a’d | | 
144 = dIDM=a+atd+d’+ae 
11115 = ae und D "La’dd+a’e 
45 = de 


% 


x ’ " N 


unmirtelbren Vergleichung neben einanberfichend befind- 
ich find. 


y 


⸗ 
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Beyſpiel der Boscovichſchen Anordnung vor Boscovich; 
eine literariſche Merkwuͤrdigkeit. 


24. j. De Moivre Milkell anal, p. 86) ſtellt folgens 


de Aufzabe auf: 


PROBLEMA IV. Inuenire Terminum quemli. 


bet, cuius locus aſſignetur in Serie nata ex diuiſone Uni- 
tatis per Multinomium quodcunque, — 


I. In der Auflöfung (Ebendaf.) bezieht er fih auf 
ſeinen der Societaͤt in London am bren Fun. 1697 Übergebes - 
ven und im ben Philof. Transact, No. 230 eingerüdtt bes 
fiudlichen allgemeinen Lehrſatz, den er auch (Mifcell, © 87). 
mittheilt, wie folgen: | 

it, THEOREMA. $i multinomium a+bz -+cz2 
+d2’+ ezf-Fetc ad poteltatem quamlibet datam n fit at- 
tollendum , erit poteftas requifita, —. Hier folg:n die 
6 erfien Glieder der Formel nach der Ordrung, bis mit 2, 
wie fie auch vom mir (Arch. d. Dath. H. IV. ©. 386) 
aufgeführt find, für das dortige 2” hier überall I, und n 
für m geſetzt. e 


IV. Bey den Coefficienten feiner Reihe unterfcheidet 
de Moivre ausdrüdlich zweyerley Geſetze: 1) der Pros 
ducte aus 3, b, c, d... und 2) der ihnen vorzufeßenden , 
Unzen oder Zahlen. Bon benden handelt er (S. 87-89) 


umſtaͤndlich; Imdbefondere von Formirung der Buchftabens 


producte (S. 89) deren Geſetz nach de Moivre ich auch 
(Arch. a. a. D. ©. 387, 3) kurz und faßlich vorgelegt habe, 
Unmittelba e nach Angabe dieſes Gefeßes folgt: 


V. COROLLARIUM I, Siponaturn=- eta=ı, 
tunc erit quotiens oriundus ex diuifione Vnitatis per 


19 I: Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 


Multinomium 1—b2 — —— 42’ Zete= (Hier folgen 
die entwicelten 9 erſten Glieder des Quptienren bis mit 2°; 
In ihrer Ordnung auf einander): 


VL. Die Worte lin Vy Si ponatui 1n — — Let | 
ai beziehen ſi ch offenbar auf dad Theorem (111) und | 


we, auf die 





I 
** -cz 22 


Votenz (i — be — cz a⸗⸗ — etc) reducirt. Die 
Producte der Bu chſtaben b, c, d, e ... ſollten ulfo doch 
wohl dem unmittelbar vorher befchriebeneh (in IV er: 
inöhnten) Geſetze folgen h), Start deſſen giebt de Dioivre 
folgende, von jenem Geſetze ganz abweichende, Entwickelung: : 


+, 


h) Das Na tuͤriiche; und (wenn weiter nichts babep erinnert 
wird) Nothwendige dieſer Voxausſetzung ift ad) Urſache 
geweſen, daß ich die de Moivriſche ausfuͤhrliche Entwickelung von 
(1—bz — cz” — dz? etc) nicht weiter mit jenem Ge: 
feße sufgmmengebalten , und bie Abweichung: davon bemerkt 
habe, ob ich gleich mehrmals darauf geitoßen bie. Nur erft 
neuerlich iſt mir felbige, durch eine zufällige Ver era laffung 
- meigung Ken v wenig verſtockt and ahrisen biefe Abi 

weichung I 


wird dadurch der Quotient 








(nn 


rombinatoriſcher und anderer Verſahren: 
/ 


"VI. Es iſt nehmlich die (a. a. O. ©. 89) mitgetheilte Entwickelung bes 
Quotienten (I) oder der ihm gleichgültigen (VI) Potenʒ (1bz2- eↄdx- ete) 
su A PE +ib?e? + .b’2’-Hibt2* 4 b’z? +.b°2° + 52’ + bi + ‚etc, 
0.3 + abe: -+3b®e:+ gb’c= + 5b’c= + 6b’c: + 7b°c= \ 

\ ” | +.c:+ 3bc?s +6b?c: + 1ob?c?- + 15b*c”s . 
' | ' + Cs abe? +ıIobtcs 
. | no + &s 
>> ds +-2bds + 5b°d= + 4bd⸗4 5b%d> + 6b’d > 
u 4 gcd» + 6bed: + 12b?cd-+ 20bꝰ ed⸗ 
| .. + 30?d- + 12be?d> 
, . + d’s+ 3bd’ + 6b?d”s 
. u + ged*:a 
ee: + Abes + 3b’e: + gbte- + zb’es 
nn 0 4 ces + 6bce= 12bꝰ ce⸗ 
" u “ . » J 4 odeı + gc’es 
| | + :6bdea 
1 er e* ⸗ 


1uix 


J 


⸗ 
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Die Eitteralproducte au 2°, 2”, 2° hat de Moivre bie 
ur bom den Buchſtaben b, c, d, e, nicht weiter, mitge 
theilt. Dabey hat er, aus Berfehen, zwey Glieder, 2de für 
2” und.bbde für 2°, weggelafien, die ich ‚hier gebbrigen 
Orts eingeſchaltet habe. 


VII, Die tonibinatorifche Formel für den Quotienten 
oder die Poteng CVII) ift xelanntermaßen (S. 15) 


— VV— 
— reden h, i.. 
Kr 2, 3, 45 54.6, 8%.) 
Die Complerionen für die "" Hier in (VII) ftellen aber 
nicht, wie man vermuthen follte, bie Moivrifche, fondern — 
die. Boscovichfche Anordnung dar, ine merkwuͤr 


dige Erſcheinung! die eine ausführliche Yuseinanderfehung, 
wie ich fie bier gegeben babe, wohl derdiente. 





1X. Nun entſteht die Frage, wie be Moivre auf dieſe 
Anordnung verfallen ſey? da ihm doch die Reduetion (V) 
vielmehr auf fein fo’ eben (unmittelbar vorher) be 
kannt gemachte und (p. 89) ausführlich vom ihm be 
ſchriebenes Geſetz verwies. Darauf laͤßt ſich folgendes er 
wiedern: 


X. Die Entwickelung (vi) enihaͤlt lauter beftimmte FAR 
len und Exponenten, keine unbeflimmten, wie die für III. 
Diefen Umſtand benugt de Moivre, für die Bequemlich⸗ 

‘ keit der Leſer, folgendergeftalt: 


a) Im COROLLARIO I. (p. 89) bruckt er, unmit: 
telbar nach der Entwidelung (VII) die numerifchen 
Eoefficienen pder Verfeungszahlen fo aus, wie fie durch) 
die e beffinnien Exponenten gegeben find, 
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b) Sm COROLLARIO II: (p. 90) erinnert er, man - 
e in dem vorliegenden Falle, die Zählung der Buchflaben 


Pb, e, d ... nicht vona; ſondern von b anfangen, daB 
‚6 de... 


ißt, in meiner Sptache man ſolle (; Pr u ) 
t ( 2955) sum Zeiget nehmen; dadurth wer⸗ 
der —*& eff, daß, die Summe der Exponenten 
ner einzelnen Buchſtaben ber zu z! gehörigen Litteralprodurte, 


m Potenzerponenten 1 durchgängig gleich ſey. 


c) $m COROLLARIO III (p: 90) wird bemerkt, bie 

j einer und derfelden Potenz von 2 gehörigen Kitterälpros 
ku (in VID feyen Hon ber Yaflöfung der beyden Glei⸗ 
ungen z- y+x + etc =aund a2’+Py-+yx-+etc=b; 
ir ganze, pofitive z,y,x.:. abhängig. Die ganze 
wsfuͤhrliche Stelle habe ich (E. S. c. a. As ©. 119) bey eis 
„ber andern Gelegenheit angeführt: 


-XE Hierinn waͤre alfo bie Antwort auf die äräge (it 
IX) zu ſuchen. ber man ſieht nicht ein, wie die Aufld⸗ 
hang jener unbeftimmten Aufgabe, unter fo vielen an⸗ 
dern gleichmibglichen, geradezu auf die Ordnung der Litte⸗ 
kiprobucte in VIE führe Man muß alfo annehmen, de 
Moivre habe dieſe Ordnung bey ber Gelegenheit zuf aͤllig 
hemerkt, und aus mehrern ausgeboben. Befremdend 
bleibt es gleichwohl immer, daß er nichts daruͤber erinnert 


hat. er 


Die Combinationslehre fuͤhrt die Auflͤſimng analytiſcher 
Aufgaben gewoͤhnlich zu ihrer urſpruͤnglichen Sim⸗ 
plicitaͤt zuruͤck. 


25. Huf die Frage (24; IX) (dpe fich auch folgenb2 
Unsfünft geben, Wielleicht hat de Moivre den Quotiens 
im VII durch wirkliche Diviſton der i durch die Reihe 
I—bz — ee” —dz’— etc gefucht, Die Schwierigkeit; 

8. 


| s 
| 
| 


Sn 


a04 TIL Hindenburg, Bergleichung verſchiedene, 
. Bet Jar je ge m, Par MT 
| 6 b, m 7) 


IV. In der Anwendung, ef die Darfellungen (13, 
18) ald Benfpiele (für n=g9; n= 10) dienen koͤnnen, fallen 

viele von den in der elgemeinen (zweyten) Formel aufges 
‚ führten Porenzen der Entbuchjlaben weg, in fofern felbige 
durch die Größe der Sunmenzahl.n befchräntt und‘ ausge⸗ 
ſchloſſen wrrden (6, In). So kommen (für n=9, in 13) 
Teine Exidpotenzen b,, c*, do, und noch viel weniger böber 
te vor; eben fo fällen bey den Buchftaben e, fg, h, 
ale Paten; sen, außer ber eflen, ganz weg. | 


V. Auch bie zeigeimaß g unter und ‚neben den involu⸗ 
toriſchen Zeichen geſchriebenen Buchſtaben a, b, c .. . (ID: 
kommoen in der Auwendung bey beyden Formeln nicht immer 
alle vor. Auf.den Fall naͤmlich, wenn ber Sınmmenerpos 
nent n-m odern-tm Fleinerift, als die im Zeiger ans 
gegebene Menge der Buchftaben, werden nur fo piel Buchs 


ſtaben a,b, c. „gebraucht, als der kleinere Summens 
erponent Einheiten bat. - | 


Das in IV und V) Gefagte ift blos nachrichtlich hier 
beygebracht, und foll keinesweges dem Gedaͤchtniſſe zur Laſt 
fallen. Denn wenn es zur wirklichen Anwendung kommt, 

ergiebt ſich das alles von ſelbſt, ohne Schwierigkeit. So 
3z. B. it 


7 Jar Tür Tor Jar Te 
’ (Ab i, ) (a) (ab) (ab, c) (a,b dab, d.e) 


I, 2,9.10 


+4’ Ts + Terre 
new (a,b,c) (a,b) 8 (1) 
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Es kdnnen nehmlich im Zeiger keine Buchſtaben vorkom⸗ 


men, deren Lokalwerthe groͤßer waͤren, als der oben linker 
Hand ſtehende Summenexponent von „I. 


VI, Die Formeln‘ (19) geben jede Abtheilung der auf 


beſtimmte Buchſtaben ſich endenden Complexionen, won al⸗ 


len uͤbrigen unabhängig. 


21. Aufgabe und Exempel. Die Complexrionen der 


12 on. a, b, c, d’ 
Enderduung d von 7T für den Zeiger ( 1% 34 
anzugeben, 


Aufl, Fuͤr den Lokalwerth «ton dift, nach ber er 
fien Formel (19), fa, oder 
Ta | (* „ab, adb?, ab), b* | 
(sb;6 a) == a’c, a’bc, ab”c. a°c”, be? d 
_ lad, atbd, b?d, * d⸗ 
Die andere ommet gäbe eben das fo: 
(: aſb, a’b*, a’b?, ) a 
»°c, a’be, ab?c, a’, bed 
(a, ab, b®, ac) d?, 1.d 
* Die Complexionen für °J, kann man entweder 
(nach 11 oder 12) unmittelbar conftruiren, oder vermittelft 


(13) nad) (16) berftellen, oder endlich aus Tafel V, bier 
am Ende, abfchreiben. 


L 


— 


22. Die Boscovichſche Darſtellung giebt die Com⸗ 
plexibuen in rüͤckwaͤrts- lexikographiſcher Ord⸗ 





—4 


% . = 


.406- 4m. Hindenburg, Bergleichung verfihießenzr, 
sung 6), Man Könnte aber auch die amt z.B. die sg 


amd 9° Cin 21) nach de Moivre (©. 41:43) entwiceln, und 


den einzelnen Eomplerionen den Endfactor d, oder die d, 
ae, d' zuletzt beyfügen. Dadurch würde die ganze Abs 
theilung ber ind fich endenden Eomplerionen in direct 
lexikographiſcher Drbmung erfcheinen, 


Bergleichung der Moivrifchen involutoriſchen Anords 


nung mit der Boscovichfchen.“ | 


23. Etwas darüber findet fich bereits (Arch. der Math, 

H. IV, ©.409, 410). Hier kann man nun aus Vergleia 
dung von Taf; III, IV, V, VI und den zugehürigen Era 
Täuterungen im Texte, die Sache noch genauer überfehen: 


a) Die Regeln für beyde Berfahren, die Epmiplerionen 
für beffimmte Summen zu finden, find unitreitig gleich 
Jeicht. Ihre Complexionen find. beyderfeitö Ierikographifch, 
vorwärts die einen, ruͤck waͤrt s die andern, nach Anz 
faugs- und End buchſtaben, und ihren Potenzen, 


geordnet. 
bVy Die Boscovichſche Vorſchrift (hier ın) iſt gleichwohl 
‚nicht rein = ç(ombinatoriſch, wie die Moivriſche (E. ©. c. a. 
N. 9.184, 43). Beyde Darftellungen fichen (Ebend. ©, 


' 183) neben einander. 


f) Nach der gewoͤhnlichen (Arch. b. Math; H. IV. ©. 404,2, b) 
auch bier (in ıı und anderwäfts) durdgdngig beobachteten 
Anordnung. Inder Folge hat Boscovich felbft die größetn 
Bahlen 'noraufeitelt, und dadurch die ruͤkwarts-lexiko⸗ 
graphiiche Folge der Gomplerionen in eine direct: leris 
kograpbifheverwandelt (Ach: a. a. D. ©. 421; Erempel 
davon, Ehend. S. 409, 410). Die Involution (S. 409) 
zeigr zugleich, wie man jede Eomplerion aus der nädhftvor: 
bergebenden ableiten könne, wenn man die aͤußerſte hoͤchſte 
zed als ahaeſondert betrahtet, und mit den uͤbrigen nach 
Boscobichs Kegel (11) verfaͤhrt. De 


.;3 





1} 
[4 
’ 
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#) Es läßt fich zwar, wie ich Cin 12) gezeigt habe, die 
Bos covichſche Folge der Somplerionen auch reins combings 
torifch anordnen. Uber die Darſtellung felbft ift doch von 
der Beſchaffeuheit, daß ſich aus ihr, nicht fo unmittelbag 
wie aus der Moivrifchen, die Involutionen niedrigerer 
Summen durch bloße Winfelabfondern und ausſchneiden, 
fo, ‚wie die der höhern Summen durch bloßes Unfegen. 
ded Ermangelnden an bie niebrigern, bervorbringen lafs 
fen. Im letztern Falle muß man, bey Befolgüng der Vorfchrift 
(17) die höhere Summe nothwendig befonders abfegen, 


d) Eben fo ift auch die Handhabung ber Formeln (19) 
“ für die unbeſtimmte Summe n nad Boscovichs Unordnung, 
nicht fo einfach und geſchmeidig, wie die der Moivrifchen 
[E. &.c.0.0.&, 202 und hier Wh. I, ©.17. Taf. IV, 13); 


e) Eine Folge (aus c und d) if: Die Boscpvichfche 
Darftelung ift, in Abficht auf höhere und niedrigere Sums 
men, nicht in fa hohem Grade involutorifch, als bie 
Moivriſche. 


7) Die lexilographiſchen Complexionen nach de Moivre 
laſſen fich ſogleich, nach meiner Anordnung, in Claſſen 
zuſammenfaſſen, und ſo eine Involution in Die andere ums 
formen (E. ©. c. a. 4, ©: 195, 60), Nicht fo die Com⸗ 
plerionen nach Boscovich ). 


g) Eine aͤhnliche Umformung ‚meiner Claſſeninvolution in die, 
Boscovichſche Anordnung und umgefehrt,.batte ih (a. a. D. und 
Arch. d. Math: H. 1V. ©. 408) angegeben. Dagegen bat 
Herk Prof. Dfaff (Disquif. anal. p. 296) drey Inſtanzen 
aufgeftellt. Es hätten nebmlic im jenen beyden Stellen nicht 
meine Glaffen (deren Complerionen wie Sablen wahfen) 
fondern die Boscodihihen (die nah fallenden End: 
zahlen fortgeben) genannt werden follen, An bdiefen Unter⸗ 
ſchied, den ich Dach LArch. ©. 411; 34) ausdruͤcklich nachgewie⸗ 
jen, ſelbſt (in der dortigen Note) eines der drey Beyſpiele anges 
‚rührt babe, die Herr Prof. Pfaff gegen mich aebrauct, hatte 
ich dort nicht gedaht! Zum Neberfuß will idy noch die. von 
mir (E. Syt.a.,©. 264) aufgeitellten Anordnungen &, 87% 
anführen, "wo meine Claſſendarſtellung «, und die Boscovich⸗ 
fe 3, nebſt der rückwaͤrts umgekehrten 7 von lehteren, auf - 


= 
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g) Die Boecowichſche Darftellung dagegen in volvirt 
die Eompferionen für die fucceffive wachfenden Zeiger: as 
anba,b; und a,b,c; unda,b,c.d; u. f. w. aufs volle 
kommenſte. Ein anderer eigenthämlicher, nicht unwichti⸗ 
ger Vorzug dieſer Anordnung beſteht auch Barinn, daß fie 
die zuſammengehoͤrigen Sompferionen für Zeiger aus Zahlen 
(und dadurch auch aus Buchflaben) die nicht nach der Ord⸗ 
numg, fondern fprungweife, fortgeben, ohne alfe Um 


ſchweife mit Leichtigkeit darſtellt (E. ©. c. a. 2. S. 261, 
262). Ein Umſtaubd yon bedeutender Wichantei fuͤr die 
Anwendung ! ! 


Hieher gehört das Tremblepifce Erempel (Abh. 
U. $.7) für das 1ode Glied des bortigen Drucht und den 


Zeiger ( dh ) Ft 
NL 4 5/ . 


St: das dortige DR Hätte man nich ee 5 
I, 4 


d..i. die Summe 9 auß 1, 4, 5 oder a, d, e zuſammenzu⸗ 
ſetzen. Die Complexionen dafuͤr koͤnnen (nach I1) Feine an⸗ 
dern, als folgende ſtyn, die man ſogleich in ihrer Ordnung 
findet ; *— 


uaurniuir = a? | Daraus fände man (nach 16) 


ug = aid 
144 = d’IDM—a+LatdıLd?’+a’e 
11115 = r und DR=yHard+ae . 


45 = el Bu 


unmittelbaren Vergleihung neben einanderſtehend befinb- 
lich find, | 
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Benfpiel der Boscovichfcheh Anordnung vor Boscovich; 
eine literarifche Merkwuͤrdigkeit. 


24. j, De Moivie Mile anal. p. 86) ftellt folgens 
de Aufgabe auf: 


PROBLEMA IV. Inuenire rerwinum quemli- 
bet, cuius locus aſſignetur in Serie nata ex diuifione Uni- 
tatis per Multinomium quodcungue, - - 


IL, In der Aufloͤſung (Ebendaſ.) bezieht er ſich auf 


feinen der Societaͤt in London am Ören Fun. 1697 uͤbergebe 


nen und im den Philof. Transact. No. 230 eingerädt be 
fiudlichen allgemeinen Lehrſatz, den er auch (Mifeeil, S 8). 
mittheilt, wie folge? | 

UT, THEOREMA. 8i multinomium a4b2 + tz? 
44224 ez?-+etc ad poteſtatem quamlibet datam n fit at- 
tollendum, erit poteftas requiſſta. — Hier folgn die 
6 erften Glieder der Formel nach der Ordnung, bis mit 2°, 
wie fie auch von mir (Arch. d. Math. H. IV. ©. 386) 
aufgeführt find, für das dortige 2” hier überall 2 und n 
für m gefeßr, e 


iv. Bey dey Coefficienten feiner Reihe unterſcheidet 
de Moivre ausdrädlich zweyerley Geſetze: I) der Pros 
ducte aus a, b, c, d... und 2) der ihnen vorzuſetzenden 
Unzenoder Zahlen. Mon beyden handelt er (S. 87-89) 
umſtaͤndlich; insbeſondere von Formirung der Buchſtaben⸗ 
producte (©. 89) deren Gefetz nach de Moivre ich auch 

(Arch. a. a. D. ©. 387, 3) kurz und faßlich vorgelegt habe. 
Unmi ttelba r nach Angabe dieſes Geſetzes folgt: 


V. COROLLARIUM I. Si ponatur n=- 1eta=], 
tunc erit quotiens oriundus ex diuifione Vnitatis per 


119 I Hindenburg, Berseihung derſchiedener, 


Multinomium ji —bz — in da? die = (Hier folgen 
die entwidelten 9 erften Glieder des Quptienren bis mit 2°; 
In Ihrer Ordnung auf einander); Ä 


VI. Die Norte (in Vy Si ponatur get 

a=ı1 beziehen ſi ch offenbar auf dad Theorem (111) und 
I 
I 

— — 7 ) auf die 
Potenz (i — bz — (zZ an — a reducirt. Die 
Producte der Bu chſtaben b c, d, e ... ſollten alfo doch 
wohl dem unmittelbar vorher befehriebeneh (in IV er: 
waͤhnten) Geſetze folgen hy, Statt deſſen giebt de Moivre 
folgende, von jenem Geſetze ganz abweichende, Entwicelung: : 


wird dadurch der Quotient 


Pd 


h) Das Natürliche; und (wenn weiter nichts haben erinnert 
wird) Nothmendige dieſer Vorausſetzung ift add) Urſache 
gewefen, daß ich die de Moivrifche ausfuͤhrliche Entwidelung von 
(1— bz2 — cz” — dz? etc) U nicht weiter mit jenem Ge⸗ 
feße sufgmmengehalten und die Abweichung davon bemerkt 
habe, od ich gleich mehrmals darauf geitoßen bin.. Nurerft 
neuerlich ift mir felbige, durch eine zufällige Veranlaffung 
+ lau ae ß wenig verſtockt auch Atriseh biefe —* 

weichung I 





u 


“am 


rombinatoriſcher und anderer Verfahren: 


vn. Es iſt nehmlich die (aa D. 8,85) mitgetheilte Entwickelung bes 


Quotienten I) oder der ihm’ gleichgältigen (VI) Potenz (1-bz-cz’-dx?-.etc) 


‚4 bz -+\b?’z? + .b?z? L:bfz4 +: b’z’ +. b°z° + b”z ‚7 + peze 4 .etc, 
4s.0- + 2bt>-+3b?c:+ gb’ + 5b°c»+ 6b’c: + zb°c= \ 
4 + 3bc?s +6b°c’ + 10beꝰ⸗ Fasbte? ie 
— | +0: tabs + 10b?c’s 
. on + e* 3 
| + de +äbde + 5b%de + 4b’de+ 5b%d= + 6b’d= 
= J 4Bꝛ2cd⸗4 Gbed. + 12bꝰ ed 20bꝰed⸗ 
4 zeꝰd⸗ + 12bed⸗ 
dꝰ.4 3bdꝰ. + obꝰdꝰ⸗ 
+ ged*:a 
. ces + 2bes + gb’e: + gb?e:- + 5b’e s 
nn — -+ gces + 6bce=£ 12b’ce= 
“ | u \ J + ode + geies 
Ä Br + 6bden 
ü u or | or e* ⸗ 


⸗ 


⸗ 


—3 


112 u. ‚Hindenburg, Vergleichung verfchiedeher, | 


Die Litieralprodnete au z°, 2", 2* hat de Moivre hier 
aur bon den Buchſtaben b, c, d, e, nicht weiter; mitge⸗ | 


theilt. Dabey hat er, aus Berfehen, zwey Glieder, 2de für 


2” und bbde für 28, weggelafien, die ich ‚hier gehörigen 
Orts eingeſchaltet habe. 


VI, Die tenibinatorlfche Formel für den Quotienten | 


vder die Poteny (VID) ift xelanntermaßen (S. 15) 


HT EH TH HT 2 Hete 


u (; e, d, e, f,g, h,i..: ) 


2, 35 35 54 ,6, TB... 
Die Complerionen für die "/J" Hier in (VII) ftellen aber 
nicht, wie man vermuthen follte, die Moivriſche, fondern — 
die Boscovichſche Anordnung dar. Eine, merkwuͤr⸗ 
dige Erſcheinung! die eine ausfuͤhrliche Auseinandberſetzung, 
wie ich fie hier gegeben habe, wohl verdiente: — 


IX. Nun entſteht die Frage, wie be Moivre auf dieſe 
Anordnung verfallen fen? da ihm doch die Reduction (V) 
vielmehr auf fein fo’ eben ee vorher) bes 
kannt gemachte® und (p. 89) ausführlich von Ihn bes 
ſchriebenes Gefe verwies: Darauf läßt fich folgendes ers 


wiedern: 


x. Die Entwictelung (vi) enihaͤlt lauter beſtimmi⸗ Ba 


fen und Exponenten, Feine unbeflimmten, wie die für IL. 
Diefen Umſtand benußt de Moivre, für die De uemli + 
Beit der Leſer, folgendergefalt: 


a) Im COROLLARIOL, (p. 89) brädt er, unmit⸗ 
telbar nach der Entwidelung (VII) die numerifchen 
Coefficienten pder Werfeungszahlen fo aus, wie fie durch 
die e beflimnten Erponenten gegeben find, 
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' 
b) Sm COROLLARIO n. (p. 90) erinnert er, man - 


ſolle in dem vorliegenden Falle, die Zählung der Buchſtaben 
a,b,c,d.:. nicht von a, fondern von b anfangen, dad 
beißt, in meiner Spas man folle ( & ; , 4 : ) 
nicht (2 Fr 4. 3) zum Zeiger nehmen; dadurch wer⸗ 
de der Vortheil eff, daß. die Summe der Exponenten 
ber einzelnen Buchſtaben der zu z! gehdrigen Litteralprodurte⸗ 
dem Potenzerponenten 1 durchgängig gleich ſey. 


c) Im COROLLARIO III (p: 90) wird bemerkt, bie 
gu einer und derfelden Potenz Yon 2 gehörigen Litteralpro⸗ 


ducte (in VII) feyen Hon der Uaflöfung der beyden Gleis - 


ungen z+- y+X + etc =a und az + ßy +yx+etc=b; 
für ganze, pofitive 2,y,x.: . abhängig. Die ganze 


ausführliche Stelle habe ich (E. S. c. a. A; ©, 119) bey eis 


ner andern Gelegenheit angeführt 


W.Hierinn waͤre alſo die Antwort auf die äräge (it 
IX) zu ſuchen. ber man ficht nicht ein, wie bie Aufid⸗ 
fung jener unbeflimmten Aufgabe, unter fo vielen ans 
dern gleichmoͤglichen, geradezu auf die Ordnung ber Litte⸗ 
ralproducie in VIE fuͤhre. Man muß alfo annehmen, de 
Moivre habe dieſe Ordnung bey ber Gelegenheit zufaͤllig 
bemerkt, und aus mehrern ausgehoben. Befremdend 
bleibt es gleichwohl immer, daß er nichts daruͤber erinnert 
hat. n —— 


Die Combinatlonslehre fuͤhrt die Aufloͤſung analytiſcher 


Aufgaben gewoͤhnlich zu ihrer urſpruͤnglichen Sim⸗ 
plicitaͤt zurück, 


35. Auf die Frage (24; IX) (dp ſich auch folgende 
Husfünft geben: Vielleicht hat de Moivre den Qustiens 
tm VIE durch wirkliche Diviſton der i durch bie Reihe 
I bz — eæ — dz’— etc geſucht. Die Schwierigkeit; 

- 5 


N 


214. uI. Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 


die der vielglledrige Diviſor hier macht, wird gehoben, wenn 
mon die jedesmaligen Glieder der Mefte und die daraͤus er⸗ 
‚ folgenden fueceffiven Quotiententheile, an eine firen: 
ge Ordnung bindet, um nichts dabey zu uͤberſehen; und 
vielleicht hat de Moivr'n die Folge diefer Glieder nach den 
Endbuchftaten b, c, d, e ... „ und ihren Potenzen — 
die Boscovichſche Ordnung — auf die ihn die Divi⸗ 
fion ſelbſt leicht ‚leiten konnte, vor andern vorzüglich geſchie⸗ 
nen, oder wenigftend feine Aufmerkfamfeit auf fich gezogen. 


26. Wie aber auch nun immer die Sache befchaffen 
feyn mag, fo bleibt die Benennung Bosco vichſche Ord⸗ 
nung dennoch feftiiehen, weil Boscovich (Was de Moivre 
nicht gethan hat) eine leichte beſtimmte Regel (11) dafür z u⸗ 
e rſt angegeben batı | 


27. Man begreift leicht, daß das Merfahren, die Quo⸗ 
tiententheile aus folchen vielglicdrigen Nennera oder Divi⸗ 

‚ foren zu finden, nur erfl durch combinatorifäe Vor⸗ 
ſchriften ficher und bequem gemacht wird, und baß man, 
blos in Ermangelung folcher Regeln, oder aus Unkunde ders 
felben, auf Abwege gerathen, und dad auflimmegen geſucht 

. bat, was man ganz Inder Nähe härte finden Lönnen. Da: 
bin gehört auch die, im anderer Ruͤckſicht wichtige, Zerle⸗ 
Yung der gebrochenen Sunctionen in einfache; die aber hier 

du unndthigen und unnatuͤrlichen Verwickelungen fuͤhrt. 


28. Noch will ich das Trembleyiſche Verfahren fuͤr das 

Allgemeine (n-Fi)te Glied der wiederkehrenden Reihen aus: 

« heben und etwas näher betrachten, dad vot anderu doch noch 
auf leichte Refultate ind Entwicelungen führe. 


& + Br + ya? + etc 
a aan 
— ax + bx”— cxꝰ 4ete 
(für die Wurzeln m, p, q..: des Nennerd, als Gleis 


Fuͤr bieſes wirb der urbruch 
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dung betrachtet) der Summe der einfachen Bruͤche 
A BB. 

- + - + 

Im mx I—pk . 1— gx 

daraus bie Werthe von A, B, C..:, md durch fie das 


allgemeine (u+)te Glied Am" + Bp" 4Cqh + etc in &, 
BY... Und m, Bq ..: . außgedrädt, woraus fich weiter 











‚(n=0, 1. 2,3... fnccefflve gefeßt) jedes beflimmte Glied 


herleiten, tie Wurzeln m; pP, Q.. » - aber ans dielen 
Werthen, ohne fie feldft einzeln zu kennen, vermittelſt der 
betannten Gleichungen aus den Verbindung en der Wurs 


jen: mtp+g+ete =a;.mp+mg+tpg+tet=b; 
mpg+etc=c; u fa w. ') wieder wegfchaffen laffen. —* 


dabey die Trembleyiſchen Ordnungszeichen Ac), Bm, 
”,,.in Umlauf kommen, und wie die vorhergefunbenen, 


ala Grundlage für die folgenden bienen, zeigt (2, I, II und 


3, 4) ausführlich im Zufammenhange, 


29. Diefe Einführung ber Wurzeln, In Verbindung 
mit der nachherigen Wiederwegſchaffung derſelben, ift wirk⸗ 
lich finnreich, fährt aber ſchon bey Reihen der dritten 
Ordnung, wo doch für bie Gleichung 1 — ax +.bx? 

— 17’ 0, aus bem Nenner, nur drey Wurzeln m, p, q 
vorkommen, zu großen Meitläuftigfeiten, wie aus $.'3 der 
vorhergehenden ZTrembleyifchen Abhandlung dentlich erhels 
ler; fo, daß man daraus auf die Äbergroße Verwickelung bey 
hoͤhern Ordnungen und mehrern Wurzeln ſicher ſchließen 


H In dieſen Stein en Baden alle Glieder das Sorgelben 4 


weiches bey Wegihaffung der Wurzeln m, p, q. 
Bequemlichkeit giebt: Dies hängt mit den Beh feinden: Zee 


ben im Nenner J — ax bxꝰ — cx? + etc zuſammen, und 
man fieht Hlerans, warum Kerr Tremblev einen folden Nens 


ner in (einen Urbruͤchen eingeführt bar. Jene Bequemlichkeit 
iſt indeſſen mic der Inbeguuemlistkeit der ahwechfelnden Zeiten 


in den Werten fir AD, Cm, EM... verbunden, 
Dan fehe die vorh, Abh. S. 83. Note bb), 
Ur 


t 


+ te gleihgefiht, 


> 
ö—— — — — m FR 


c 


20 y 


u j . er 
316 TIL Binbenbarg, Vergleichung verſchiedener, 


kaun, Der Zweck des Verfahrens iſt, die Eoefficienten ber- 
lieder der Reige durch «, 8, V. · und a, b, c... di. 
die geſuchten Dinge durch die g egebenen auszudruͤcken, 
wodey bier. die Einführung und Dodemenſchaffurg der Wur⸗ 
zeln als Mittel gebraucht werben; 


‘30. 1. Die Combinationslehre zeigt, wie man diefen 
Zweck unmittelbar auf dem leichteſt en Wege erreichen 


konne, wenn man bie Trembleyiſche Aufgabe von der Seite 
anſieht, wo fie fih am einfachſten darſtellt 


, „Die Funetionen 


44 bet nit ee 
1-ax u bxꝰ - cxꝰ4 etc” i-ax+bx?-cx’ £ .ete 
nfind bloße Divifionsauspräde; die Reiben alſo, 
„die ihte Entwidelung, in Gliedern durch a, b, t:..; &; 8, 


7.. .und x dargeftellt, geben foll,. mäffen mit ihren 


»„Quotienten aͤbereinkommen. 


II. Dieſe Quotienten zu fiuden- fetze man 
| 
1-axtbr x? etc 


und verfahre mit der rebucirten Form nach ber Borfchrift, 
(S. 39. 44). Man vergleiche die Sormeln (©; 15, 16) 


TI. Die Ausdruͤcke, die man hier erhält, find eombis 
natoriſche ‚ nicht blos durch Induction abgeleitete, fon: 
‚dern in aller Schärfe demonflrirte. Ihr Vorzug vor anders 


beſteht, nach dem Ausſpruche aweener Analzſten von Be⸗ 
deutung) darinn: 


a) „daß fie nicht eine blos in Worten weitlaͤuftig 
» auszudruͤckende Regel, ſondern eine deutlich hezeichnete 
„allgemeine Formel geben.“ 





— 


Bu; d. Math. H. VII ©, 548, 346 bie Heyden Aumerk. ) 
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"») „Daß fie Formen von befannter. fehr einfacher 
„Steuetur darſtellen, die man alfo mit ber größten Klar⸗ 
n heit ſogieich anwenden faunz welches ſich mit Sub⸗ 
n ſtitutionen, die bald auf dieſe bald auf jene Art gemacht were 
„ben, ganz andere berhält, * | 


IV. Daraus, daß die gewöhnlichen Subftitutionen den 
sombinatorifchen ganz einfachen Formen fo weit nachfiehen 
(HL. bh), erwächft die große Beſchwerlichkeit für jene, daß 
man, bey etwas verwicelten Aufgaben und Borfchriften, | 
die man nicht immer auszuüben Veranlaſſung bat, faft jes 


beömal die ganze Abhandlung oder doch einen großen Theil - 


derfelben, aufmerkſam überlefen muß, ehe man mir Sicher⸗ 
heit zur Anwendung auf den vorkommenden Kal fchreiten 
hm, Mit den combinatorifchen Formzen und Formeln 
hingegen, deren Einrichsung und Entwidelung man bald 
überficht, und wenn man fie vergeffen haͤtte, durch Nachle⸗ 
ſung weniger Zeilen fich wieder erneuert, iſt das nicht der 
dall. 


— 


€ Beyſ pi ei zur unmittelbaren Beigleigung wird 
hier nicht äberfäff ig ſeyn. 


SW Aufgabe, „ ‚Dan ſoll eifen ob die für den Bine 
tienten | . | 


In—E 


I . 


g.' 1 bz — ı2° — dz’ — ete 


„von de Moivre der Potenz z* (24, vi) beygefuͤgten, bis 
„mit den Endbuchſtaben e reichenden, Litteralproducte, mit 


„ihren numeriſchen Goeffieienten, richtig ſeyen; zugleich | 


„wird verlangt, bie Abrigen von de Moivre dort uͤbergan⸗ 
„genen Producte der Buchflaben 6, g, b, i, nebft ihren wu 
„franngsdhlen, mit anzugeben. 


— 


⸗0 y 
v 


u j i Er 
336 ° II Hindenburg, Vergleichung verfchiebener, 


Yan, Der Zweck des Verfahrens ift, die Coefficienten ber 
@lieder der Reihe durch «, 3, y... und a, b, c... d. i. 
die geſuchten Dinge durch die gegebenen auszudruͤcken, 

wodey bier. die Einführung und eiederwegfchaffung ber Wur: 

‚sein als Mittel gebraucht werden, 


30. 1. Die Combinationslehre zeigt, wie man dieſen 
Zweckunmittelbar auf dem leichteften Wege erreichen 
- nme, wenn man bie Trembleyiſche Aufgabe von ver Seite 
anfieht, wo fie fih am einfachſten darſiellt 


» Die Zunetionen er \ 


| I BEI + ete 
—— — etc” i-ax+ bxꝰ -cxꝰ + ete 
» find bloße Divifionsanspräde; die Reiben alfe; 
. „bie ihre Entwidelung, in Gliedern durch a, b, ti..; «, ß; 


7.. .und x dargeftellt, geben foll,. mäffen mit ihren 
„Quotienten bereinfommen: “ 


‚I. Diefe Quotienten zu ſuden , fetze man 
1 


TTox x? Fete 


und verfahre mit ber reducirten Form nach der Borfchrift 
(S. 39. 44). Man vergleiche bie Formeln (S. 15, 16) 


II. Die Ausdruͤcke, die man hier erhält, find eombi: 
natoriſche, nicht blos durch Induction abgeleitete, fon: 
‚dern in aller Schärfe demonftrirte. Ihr Vorzug vor andern 


beſteht, nach dem Ansfpruche aweener Analsſten von Be⸗ 
deutung ) darinu: 


a) „daß fie nicht eine bios in Worten weitläufts 


» auszudruͤckende Regel, ſondern eine deutlich gezeichnete 
„allgemeine Formel geben.“ 


* ——* 2_cx"Letc)"t 


H Mr: d. Math. H. VIL S. 548, 349 bie Bepben Yumert. *) 
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HP) „Daß fie Sormen von befannter fehr einfacheo 
Struciur darſtellen, die man alſo mit ber groͤßten Klar⸗ 
„heit ſogleich anwenden kann; welches ſich mit Sub⸗ 
fitutionen, die bald auf diefe bald auf ; gene Art gemacht wer⸗ 
„den, ganz andere verhält, © Ä | 


IV. Daraus, daß die gesbßnficen Subſtitutionen den 
combinatoriſchen ganz einfachen Formen fo weit nachſtehen 
(HI. h), erwächft die, große Beichiberlichkelt für jene, daß 
man, bey erwas verwicelten Aufgaben und Borfpriften, 
die man nicht immer auszuüben Beranlaflıng bat, fat je⸗ 


desmal die ganze Abhandlung oder doch einen großen Theiß - 


derfelßen, aufmerkſam überlefen muß, ehe man mir Sicher⸗ 
heit zur Auwendung auf den vorkommenden Fall fchreiten 
hm, Mit den combinatorifchen Sorgen und Formeln 
hingegen, deren Einrichtung und, Entwirkelung man. bald 
überficht, und wenn man fie vergeffen häste, durch Nachles - 
Ne weniger’ are fih wieder erneuert, iſt bad vn der 
ll. 


€ 8 eyf pi ei zur unmittelbaren Vergleihuns wird 
bier nicht äberfläff ig ſeyn. 


V. Aufgabe, „ ‚Man fol wi ob die für den ine 
ienten . | 
q * Fer - de’— etc. | 
„don de Moivre der Potenz z* (24," vi beygefuͤgten, pie 
„mit den Endbuchſtaben e reichenden, Litteralproduete, mit 


„ihren numeriſchen Evefficienten, richrig ſeyen; zugleich 


»vird verlangt, bie uͤbrigen non be Meivre dort uͤbergan⸗ 
„genen Probucte der Buchſtaben 5 &, b. i, nebft ihren De 
| famgtdhln, mit anzugeben, * z— 


‘eo 


B ı 


J 


ug Il, Hindenburg, Bergleichung verſchiedener, 
Auflöfung mit Bemerkungen, 


A. Combinatoriſches Verfahren. 


a) Das verlangte Glied des Quotienten ift in der Ord⸗ 
. nung das gte.: Für n+ı=g Htalein=g; folglich 
7EHI=ETRBHNx und S. 15, 45). 
{x (841) = 7 
⸗ b,c,d,e,f, g, h,ı 
| (» 2,3: 5,6, 7, 8 


Die combinatoriſche Zeichen j?“J giebt hier die Form, 
‚ der untergefeßte Zeiger die zu bearbeitende Materie an, 
Die Wichtigkeit einer folchen Angabe fällt in die Augen. 





b) Dafür mn ıman zweyerley wiſſen 1) die Beden⸗ 
tung der Zrichen * Jſe und j; und die Darftellung ihrer 


‚ Werbe. Das erfte, wenn man ed einmal weis, kann man 
nie vergeſſen; das zweyte, wenn man es vergeſſen härte, 


aͤßt fich im leichten Regeln nachweiſen, die man ſogleich be⸗ 


folgen kann, ohne etwas weiter von der Abhandlung- die 
"fie enthält, nachleſen zu dürfen.  , : 

0 Bon den beyden lexikographiſchen Auordnun⸗ 
“gen der Complexionen zu beſtiumten Summen (S. 42, 96) 
und zwar namentlich hier für °.J", muß man, nad) der Bes 
merkung (24, VID die Boscov ich ſche Anordnung wähs 
Ien, wenn man auders bie Litteralproducte In derfelben Ord⸗ 
‚sung, bier wie dort, haben wil. Kür 37” befolge man 
demnach die Vorfchriften, wie fie Cin 11 over 12 für °y) 
gegeben find; oder mıan nehme die Complerionen aus Tafel 
V hier am Ende, wie fie daſelbſt für die Summe 8 ſchon 
vollendet untereinander ſtehen. Ju allen drey Faͤllen muß 
wan jedoch, nach dem obigen Zeiger, hier b, c,d. 
ſtan der dortigen a," b, c... ſetzeñ. 


eombisawifher und anderer Verſahren. ug 


3) Wegen des j vor *J muß man allen (nad) 5) ges 
_fundenen einzelnen Complexjonen ober Buchitabenproducten 
‚son J. noch die zugehörigen Verſetzungszahlen vorfchreis 
ben Dafür befolge man die Vorfchriften CS. 61, 62) im 
Texte oder der dortigen Nachweiſung Note i. 


) Vergleicht man die (nach ennd d) gefundenen Buche 

fabenpoducte und zugehörigen Zahlen, mit denen (in 24, 
VID mben 2° fiehenden, fo findet man alles mit einander 
uͤbereinſimmend; bis auf die Complerionen gb’f, 6bcf, 
adf, 3b'g, 2cg, 2bh, i, welche von de Moipre äbergans- 


gen worden find. So iſt alfo den beyden Forderungen der - 


Aufgabe CV) vollkommen, und zugleich auf dem leichteſten 
und kuͤrzſteu Wege Genuͤge geſchehen. | 


B. Trembleyiſches Subſtitutionsverfahren. 


2) De erſte Xheilder Aufgabe (V. ©. 117) bie Pruͤfung 
nehmlich dir Eoefficienten zu 2° betreffend, fa weit felbige 


von de Mhivre (nad 2% VII) mügetheilt worden find, 


hängt von dr Entwictelung der Funetion — — 
1-bX-CX ? dx’ _ex* 


ab, und fuͤhrtſo auf eine Reihe der vierten Drbnung, Des 
sen gted Gliedman zu beſtimmen hat. 


B) Fuͤr n-1= 9 iſt alſo auch bier n==83 und die 
BVergleichung dei Trembleyifchen Urbruchs für Neihen der 
vierten Ordnung (S. 75. $. 6) mit der obigen Function (%) 
giebt flatt der | 

dortigen 0,3, % d; a, b,o d , 
hir 1,C 0, 05 —* sd -e 
Der geſuchte Coefficint zu 2#.ift alfo CP, dafür man aber 
die vorher (S. 63. $ı und ©, zu |. 3) nachgewiefenen 
Werthe ſor Al w, Bo beybehalten muß. 


2 
‚ 9 
„ 


— 


po‘ IH. Hindenburg, Vergleichung serfiedenen, 


> Die Berarbeitung derfelben (wie ©. 89 3, b) und 
die Umſetzung der a, b, c, din b, —c, d, —e, gibt 
‚CO — BO +BNELBVE 
B®— =ZAGL+ANGF+ARG 
| BO—Am+And 
BON — At 9) 
ee Free | 
wo alfo ‚die Zeichen in ven Werthen für cm, A, Am). hier 
nicht abwechſeln, 
A 
2 int man hier nach und nach für m bie MWeethe 
8, 5, 4, 2, ı und druͤckt dadurch die BP, B® in den 
‚zugehörigen AD und d aus, fo findet man danus B® 
+BMe+BMe’=C%, die gefüchten Litteralpriducte zu 
28, denen man nur noch einzeln die Verfegungsghlen (S. 


61, 62) vorfeen darf,-;um alles mit (34, Vin vollkom⸗ 
men abereinſtimmend zu finden. — 


v 


/ 





€) Eben das findet man, wenn man in dei Werth von 
CO, nen Herr Trembley (5, 77) für ein anderes Bey 
fpiel berechner bat, ſtait der dortigen a, b, 6, 12 bier b, -c, 
d/- e fett, 

e ) Dem zweyten Theile der Aufgak V (bie von de 
NMoivre Übergangenen Gomplerionen [e, &119] betreffend) 
und hiermit’ zu gleicher Zeit dem erflen () eine Benüge zu 
Teifien, muͤßie m man das gte Glied der Fuction 

TU. / 
| I- bx - —— exꝰ-ſxꝰ 28 ’—hx’-ix® 
entwickeln, weiches.G (9 x° feyn wird; wobey man die AU, 
Bm, CR, DW, EM, FO alsbekannt, ober vorher 
gefunden, vorausſetzt (S. 87, III) | 









- ⁊ 
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37 Nun iſt (2, 1), und wenn man ſetzt, ſtatt der“ 


dortigen a, hs.c, d, eo, fg, h 
hier —*& d,=e, f, eg h, »-i 


GO FEFOLFO . fr 
I FO ZEWIEO —3— | 


ES Z.DOLDg 
PUPSTIUFW IF op Bo" 
BOR=AN AG ANgG AMg - 
BOZAMLAMg 
Bor — AO—ı 
AD —b" br 4 eto 
Au hier Haben die Glieder der Werthe für Am, Ca, 
EO, 6® ſaͤmmtlich das Vorzeichen +, wie in (Y. Bon 
dem Werte an für CA, kommt hier alles mit dem, wog‘ 
dafuͤr in (7) ſteht, uͤberein. 


9) Aus ben Wieichungen ©) fließt folgende- -. 
SOZFOIHENB+DAgHCV+C® 
Da nun CR, nach (8) berechnet, die Litteralproduete nebſt 
ihren Verfeiungezahlen , ſaͤmtlich 10 giebt, wie fie, nach - 


de Moivre, in (24, VII) neben z" ftehen . ſo muͤſſen bie 
von ihm Übergangenen nothivendig in 


FOI+ENB+D (2) 84 car 
nthalten ſeyn. j 


) Es iſt auch. wirklich FORT; EO=RMm<cH 


SBRZ-AN—H;. DO cm — BO -ANM- _ 


Wo); cm— BA=ANLAUGT -e+ber; 


* 
ud 


123 II Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 
alſo FAECGHKA-. DBRL-( COFfS iꝓbh4A ꝰ 4e)g 
G'Abe 4d) f. Dieſe Buchſtabenprodlicte geben, mit 
‚ihren Verſetzungszahlen verbunden, 4b’ + 6bef + 2df 
+3b’g+2cg+2bh ti; alles, wie oben (ine, ©. 119). 


C. Abgefürztes Subftitueionsverfahren. 


Wenn man Gm, mit Ueberfpringung aller Zwifch:n« 
ordnungen F”, E®, NW, CM, Ba, dur AO 
nad) (7) ausdrüdt, fo kommt, n=7, undb, —c, d, -e, 
f, -g h, -i, ſtatt a, b, c, d, e, f, g, h, gefeßt, 

- == AM | 


And, ADa Dieſe betraͤchtliche 
. A®e, Age, Are Wblärzung giebt, 
TATTAFF vermittelſt der ſo 
) o . 
AOL AOg eben (N ange 
AS Ang” 8 | führten Gleichung 
3 AO Am-p" +b7-% 
- m-4 2 
AM: +b etreis 


> alles für den Gorfficienten von 3° d. i. GO hier fo, wie 
oben (8. 119, €) j | 


= 
7 


D. Endliche, ganz einfache Darftellung. 


| a) Man erhält fie, wenn man auch A (in C) wegs 
ſchafft, und GI — ? fogleich in deu einfachen a, b, 
e...b, oder, wie hier erfordert wird, inb,c,d...i 
durchzaͤugig (nach 12) ausdruͤckt. Das führt auf das obige 
ſehr kurze combinatoriſche Verfahren A (8. 118) 


b) Ma den Vortheilen ſolcher combinatoriſcher Dar⸗ 
ſtellungen, und wie eine aus der andern abgeleitet wird, ſehe 
man (14) und die angeführten Stellen in (16), | 











combinatorifcher und andever Verfahren. "323 


5) Vergleicht man bie Zeichnung des (©. 17 V) ges 
forderten Eoefficienten zu x° nach Trembley (S. 119; 4) und 
mir (5. 118, A, a) fo-finder man 


GI — — | .T / 
u . /b, c.d.. gb i 


| | 1. 2, 4..6. 738 

wie auch and ber (S. 64, Note I) befindlichen Zuſammen⸗ 
Relung beyderley Zeichen erhellet. Hier iſt zwar das 
Tıemblepifche Zeichen, aber nicht die Aufloͤſung deſſelben 
und das Dadurch bezeichnete Verfahren, Fürzer und leichter 
ald dad combinatoriiche; wie man fogleich überfieht, wenn 
man die (S. 121, 7) befindliche verwickelte Reduction des 


Zeichens G(® aufdie F,E, D, C, B, A, mit der dufferft 


leichten Darffellung der Juvolution ; in b, e, d, — A 
h, i, nach der Worfchrift (12) vergleicht. 


d) Noch mehr: wüßte man diefe Worfehrift nicht, oder 
hätte man fie vergefien, fo darf man nichts weiter ale die 
wenigen Zeilen nachlefen, die fie enthalten; der obige Zeiger 
weift zugleich had, daß man bier b, c, d,e . . . für die 
dortigena, b, c,.d... gebrandyen muͤſſe. Ganz anders 
verhält es fich, wenn man die Bedeutung von GM nicht 
mußte, oder fie vergeflen hätte, Wie viel mäßte man nicht 
in der fonft fo deutlich abgefaßten Trembleyifchen Abhand⸗ 
Inng nachlefen,, um fich bey der wirklichen Auflöfung dieſes 
Zeichens und der endlichen Darſtellung ſeines Werthes in den 
einfachen b, c, d, e... nicht zu verirren! Die Schuld liegt 
richt an dem Verfaſſer jener Abhandlung, ſondern an der, 
Unzulänglichkeit der gewöhnlichen Zeichen, die nicht, wie 
die combinatoriihen, - ‚die Elemente der Zuſammenſetzuug, 
und mit ihnen Form und Materie, fo klar und deutlich vor⸗ 
gen, Man vergleiche & S. c. a. U. ©, 288. $. 215. 


31. Diefe unmittelbare Vergleichung ber verfchiedenen 
| Vit ahren (A, B, C, &,118-122) auf ein und daſſelbe Bey⸗ 


I) 


- 


724 IE Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 


fpiel (©. 117, V) augewendet, zeigt bas Uebergewicht der com⸗ 
binatoriſch⸗ analytiſchen Behandlung dieſer und aͤhnlicher 
Aufgaben am augenſcheinlichſten. Alles wird hier, wornach 
‚ man gewöhnlich ſtrebt, auf dem kuͤrzeſten und zugleich 
leichrefien Wege gefunden, auf den man dadurch geleitet 
wird, daß man die Aufgabe von der Seite betrachtet, wo 

fie fih am einfachſten (als Diviſioneausdruck) darſtellt, 
ad zu der Aufldſung die einfachften Mittel (die combi⸗ 

natoriſchen Anprdnungen und Juvolutionen) gedtagucht und 
| derigendet, u 


32. Freylich kann man nicht jede Anſicht, bie fich und 
darſtellt, fogleich weiter verfolgen, infofern ed an Mitteln 
fehle, fich ihr gehdrig zu nähern, um ſie zu benugen, So 
liegt bey ber Aufgabe, ton der hier bie Mede iſt, die Dis 
nifionsform fo unverlennbar nor Ungen, daß man fie 
nicht überfehen kann; aber der vielrheilige Dieifor macht 
bier die große Schwierigkeit. Diefe hat Herrn Trembiey 
auf die Einfuͤhrung mit Wieder wegſchaffung der einfachen. 
Wurzeln des Nenners, als Gleichung betrachtet, geleitet. 
So ſinnreich dieſes Verfahren an fi iſt, indem man bie 
Wurzeln nicht einmal einzeln zu kennen braucht: fo verans 
laßt gleichwohl diefer Theil der Aufldfung, den die gombina⸗ 
toriſche Analyſis ganz überfprin gt, weitläuftigg Rechnun⸗ 
gen uud Meductiouen (29) die, außer der Induction, die 

. fie geben, ſich fchwerlich allgemein durch Beweis wuͤrden 
techtfertigen laſſen. Der übrige Theil. der Auflöfung hin: 
gegen, - die aus erflerm von Herrn Trembley gezogenen: 
Formeln und Relatiouen, find merlwuͤrdig, und fuͤr Leſer, 
die ſich mit der combinatorischen Analyſis näher bekannt 
machen wollen, lehrreich. Die Annäherung berfelben zu 
ben sombinatorijchen Sormen, bat mir Veranlaſſung gege⸗ 
ben, fie weiter zu fi Implificiren, und endlich ganz in combi⸗ 
natoriſche Verfahren und Pperationen aufzuldſen. Ken 





rembinatoriſcher und anderer Verfahren: 105 


Rrembley hat hier alles geleiſtet, was, ‚ohne eombinatori⸗ 
(he Häkfömittel anzuwenden, möglich warı 


‚Eonvergeng und Dwergeng. ber entwickelten Reihen im 
Allgemeinen; Evolution. ſolcher Functionen, die 
nicht nach Potenzen einer veraͤnderlichen Groͤſ⸗ 

| ſee geordnet find, 


33. In ben beyden vorhergehenden Äbhandlungen in 
bey Entwickelung der Reihen blos auf die Form geſehen 
worden, die fie nach deu dortigen Vorſchriften annehmen, 
und wie ſich daraus die Porenzen von x beftinimen laſſen. 
Ob diefe Reihen für gewiſſe Werthe bon x convergiren 
oder divergiren, und für welche Werthe fie das thun, und 
wie ſchnell? Davon ift dort Die Frage nicht geweſen. Dies Berz 
fahren laͤgt fich burch das Benfpiel der größten Analyſten recht⸗ 
fertigen, welche bie Beantwortung der Frage, bie Convergenz 
der aufgefundenen Reihen betreffend, ats eine Sache der 





Anwendung, dem Lefer beym Gebrauthe gewöhnlich ſelbſt | 


überlaffen, oder, ald eine eigene Unterfuchung, Bon jener 
älgemeinen der Form iind Eoefficieritenbeftimmung getrennt, 
vorgetragen haben, | 


34. In fofern bier die Convergenz der Öfeibe auf den 
Verthen von x, nicht auf. ben Coefficienten, berufen fol . 
muß man babey drey Falle, für 

x<ı; Di; ger 
unterſcheiben, die ich nach der Ordnung vornehmen⸗ und 
in dent Bee 
+ bx + x? 
— — + 


kläutern will, Die allgemeine dom unter wechn 2 


J 


226 UI. ondenhum⸗ Walechung erſciedener, 


die Entiwictelung ber gebrochenen Functionen in meiner Ab⸗ 


⸗ 


handlung darüber vorgetragen habe, erleichtert. die gegen: 
wärtige Unterſachung ungemein. 


g5. Eeſtet Fall. Wenn die Reihe fir ben Bruch (it 
34) fürx<ı convergiren ſoll. 


Man feße 
pP _ 4 beten? 


a atBxtx tx’ 
und P=,Pxr+ Prax'+ Pr3x” +ete — pg”“ | 
Die Coefficienten für die hieſi ige Reihe P oder pq find mit 
Denen (©. 85 5, a und ©. 9; 5, b) ganz einerleys wie 
daraus erhellet, weil, bie bortigen Erponenten a==y = 0 
und d==ı gefetst, das hiefige P beſtimmen. 


Die Reihe für P- geht bier noch x°, x’, x?.. nach 
fleigenden Potenzen von x for. Iſt alſo x <ı, oder 
ein eigenrlicher Bruch, fo find die höhern Potenzen vonx x 
immer Heiner und Peiner, und die Reihe convergirt. 


36. Zweyter Fall. Wenn' die Reihe fr den Bruch 
(in 39 für &> 1 convergiren foll, 





Dan kehre den Zähler und Nenner des gegebenen 
Bruchs um, und fiße , | 


p cexꝰ 4 bx 42 
——o———— 
| und P=Pkııx x" +Pxox”” + Px3x” Lete=pg” 


‚ wie man findet, wenn man (©, 8; 5, a oder S. 9; 5, b). 


p=2; v23; dz—ıfept. x 


Um nun die einzelnen Glieder der Reihe für P oderpq”” 
aus den dortigen Formeln gu finden, darf man, außer der 


obigen Beſtimmung für a, v, &, nur. noch 


! 
} r 





} 
| 


r \ ' , 
| tombinatorifcher und anderer Verfahren. 197 | 
" ax t 
I) für Seite 8; 5, a. | | ' 
pri=t; pra=b; przza . 
| gie; gr2zy; qu3 33 gngsa = 
oder, anſtatt der dortigen Scalen, bier 
plc, by, a] . 
alds 93 Br“): 


19) für Seite 95 5, b, anftatt der 


dortigen =, bc} «, By 6 
bir c,b, a; d,y, 8, & 
alſo auch," ſtatt des dortigen Zeigers, hier den Zeiger 


( .. Bßı &% 

I; 2; 3 . 
fehen und gebrauchen. Die Reihe für den zweyten Fall 
folgt hieraus eben fo leitht, wie die für der erſten. 


Die Reihe für P oder pa” geht. bier nah x”, x 
x .. nad fallenden Potenzen von x fort. it alſo 
x>1, alſo eine ganze Zahl oder ein uneigentlicher Bruch, 
fo nehmen die Potenzen x“, x”. x... immer mehr und 
mehr ab, und die Reihe convergirt. | 


37. Die Bequemlichfeit, mit welcher fich Hier die For⸗ 
meln für beyde Fälle (35, 36) behandeln, und durch eine 
leichte Interpretation auf einander beziehen laffen, verſchafft 
die allgemeine Geſtalt, unter welcher ich in jener Abhande 
lung die Entwictelung vorgetragen habe, | 


Couſin, im feinen neuerlich herausgegebenen Traitd 
tlementaire de ’Analyfe mäthematique (Paris 1797) der 
ben dem Exempel (36) auf feine fo allgemeine. Form verwei⸗ 
fen konnte, 'hat daher (p. 69, 70) für’diefen zweyten Gall, 
die Verwandlung des gegebenen Vruchs im erſten Falle et⸗ 


aus dem erften abzuleiten, darf man nur dort , 


hen, die kleinern folgen, 


B>n,a>pp>4. 


[4 
N 
« 
' 
'o 


128 ‚II; Hindenburg, Vergleichung verſchiebener, 
was weitlaͤuftiger darſtellen und nachweiſen muͤſſen. Die 


Vergleichung feiner dort aufgefundenen Formeln für beyde 
Faͤlle zeigt gleichfalls den wechſelſeitigen Zuſammenhang und 


bie Abhaͤngigkeit beyder. Um nehmlich den zweyten Fall 


* 


die A, B, C, D, E, F; a, b, 6; m, il, p. ꝗ 
in M, N, P, O; R, Si c, b, a} 9P,m 


d. i. die Confin’fchen erft geſetzten Buchßaben für den 
erſten Fall, in die hier darunterſtehenden Buchſtaben fuͤr den 
zweyten Fall, umſetzen und verwandeln. 

38. Dritter Fall, Wenn bie Reihe für den Bruch 

kin 34) für x convergiren fol; 

Hier-fällt alfo x gär weg, und ber Bruch 

a 4 +e | 
+BrrYHE . 


t 


4 


fo wie die daraus zu entwickelnde Reihe, iſt weder nach fleis 
8R 


genden noch fallenden Votenzen von x geordnet: 


Die fihoh für den etſten und zweyten Fall (35, 36) 
Ütirten Sormeln (S. 8, 9) geben gleichwohl auch hier voll⸗ 
kommene Auskunft, nur muß man in dieſem Falle, wegen 


der Convergenz, auf die Groͤße der a, b, & und der:z, 8 


y, 0 unter einander Ruͤckſicht nehmen, und im Zähler und 
Nenner bie Glieder ſo ordnen, daß die groͤßern vorunge⸗ 


> 


Es ſey | . J 
do mH+n+pH4g - 


ei ſo geordueter Bruch, worinn alſo h > 1; iD k und 





4 


eombinatecihee und aber Veſehren = 129 


Die Entwickelung fuͤr P = pg" geben die oben (35) 
angeführten Formeln, der erfien Abhandlung, wenn man 
darin <= L und fürdie — 

dortigen a; b, c; ©, B, y., 6 
| bir h, i, k; m, m p, q 
fuͤr die übrigen bortigen Iateinifchen und griedhifchen Buch⸗ 
faben aber, die bier durch nichts repadfentirt: tverden, O 
ſetzt. Man ‚braucht die Formel (S. 8) oder (S. 9) nach⸗ 
dem man die Glieder von. P in recurrirender dependenterz 
oder in directer independenter Geſtalt darſtellen wil. 


Nach Seite 95 5, b fände man fo, für 

E Aue de 
mn Fi 
m 





= 
„ach 
mn; 
kin h/p \ 
+ --- 2: =-5 
4 PER. a..2 B-M FR. q +) 
mm mim m’/ mim m“ m’ 
+ete - ‚ee. etc ete 


Die ciugeinen Theile der Glieder für Be obige Entivis 


delung von .pg”' find von unten auf (der init + bezeichnete 
Theil voran) rängirt; Da in den folgenden Gliedern immer 
dieſelben Eombinationdelaffen: der vorbergehenden Glieder 
(nur in andere Factoren mültiplieire) wieber sorfonnten: fo 
helft Yardtıs die große Keichrigkeit der Entwicelung des 
gtgebenen Bruchss. 


t 


— 


wo IH. Hindenburg, Bergleichung verfhiedenen 


) Die Werarbeituhg derfelben (wie ©, 89 5, 8 und 
die Umfegung der a, b, c, din b, —c, d, —e, gitbt 


.. ‚CB BO H+B@ELB Ve? 

I BOZABLANIFAOF 
BO—ANLANG. 
BO=ANZI 

AMm—p" Luc bin⸗ Pete 


wo alfo. die Zeichen in den Werthen für cm, Ada hier 
nicht ahwechſeln. 

N Nimmt man Bier nach und nach für m bie Werthe 
8, 5, 4, 2, ı und druͤckt dadurch Die BP, BP in ven 
‚zugehörigen A (® und d aus, fo findet man danus B(® 
+BMe+BDe=C, die gefüchten Utteralpriducte zu 
28, Deren man nur er einzeln die Berfegungsghlen (S, 
61, 62) vorſetzen darf,-.um alles mit (24, vin vollkom⸗ 
men übereinftimmend au finden, | - 

e) Eben das findet man, wenn man in dei Berth von 
CP, den Herr Trembley (S, 77) für einanderes Bey» 
fpiel berechner hat, ſtatt der dortigen a, b. 6; ia hier b,-c, 
ds-—e ſetzt. 


2) Dem zweyten Theile der un V (bie von de 

NMoivre Übergangenen Gomplerionen [e, &,ı1g] betreffend) 

und hiermit zu gleicher Zeit dem erflen (.) eine Genuͤge zu 

Teifien, müßte.m man das ‚gie Glied der Fiction 
. t ; 





| j ı-bx- —— dx -exꝰ- ſxꝰ -gf —hx’ -ix® 

entwickeln, weiches.G (xR ſeyn wird wobey man bie AM, 
BN, Cm, DW, EM, FM alsbekannt, oder vorhe 

afunen, voraueſeht ce 57, HN, 


. ‚ / 
‘ \ - 
N 

” 
P} . 
/ 
⁊ 
8 





ceombinatoriſcher und anderer Berfahren 1a 


% Nun iſt (2, I), und wenn man ſetzt, ſtatt ve 


 bertigen a, bs.c, d, ©. f,.g, h 
hier * —C; d, — e, f , 8⸗ h, *i 


G9— FO+ FO . ' 


BOZDS1Dng Jg 

DW) — cmzcar Eu 

ca — B9 + BOe+BaE” 

BN— AU ANdFANgG" 

BO)— ADLAMG 

B AQdzı 

Am —hnr be3c+ b" bue2 e + eto J 
Auch hier haben die Glieder der Werthe fuͤr Am. ca, 


| 

| 

| BL 

Fr = -_ E99) LECh 


EO, CM ſaͤmmtlich das Vorzeichen -+, wie in (N. Von | | - 


dem Werthe an für CR, kommt bier alles mit dem, wog , 
dafür in (y) ſteht, uͤberein. | . 


9) Uus den Gleichungen Cr) fließt folgende | 
SGOZFOHEWE+DIgHCD+C® ou, ‚ 


Da nun CP, nach (8) berechnet, bie Litteralproduete nebft en 


ihren Verſetzungszahlen, ſaͤmtlich fo giebt, wie fie, nach - 
de Moivre, in (24, VII) neben 2" fiehen, fo muͤſſen di die 
von ihm uͤbergangenen nothwendig in ” 


FO+ENB+DOg+EMF ü 
athalten ſeyn. 
) Es iſt auch wirklich FO -E I SO) 
=SBN— AM—Hh;.D‘ »_ca )— —B®=-ANZz J 

Wr CEBN=ANFAN- BR 


! - 


? / . 


. . 
TITTEN ZEN era ze 
.. u. - R — 2. 


m m. Hindenburg, Vaglelchung verſchieboner, | 


alfo FOi+EOb+ DÜg+CAFz i+bh+ (b’+0)g 
Fb’ +be 4d) f. Diefe Buchftabenprodhcte geben, mit 


‚ihren Verſetzungszahlen verbunden, ab’f + 6bef + adi 


+3b’g-+2cg +2bh ti; alles, wie oben (in e, ©. ug). 


C. Absekuͤrztes Subſtitutionsverfahren. 


Wenn man Gm, mit Ueberfpringung aller Zwiſchen⸗ 
ordnungen FG), EM, nn», cm, Bm, durch Am 
nad) (7) ausdruͤckt, fo kͤmmt, n=7, und b, —c, d, -e, 
,-gh —- i, ſtatt a, b, c, d, e, f, g, h, gefest, ' 

= = A® | 
And Ada: Dieſe betraͤchtliche 
. A®de, Acode, j\ Her Abkärzung giebt, 
I — vermittelft der ſo 
) o 
——— di eben (7 ange⸗ 


ANg | führten Gleichung 
U TAOh Ad mæ ne 


— nm me4 2 
785 +b e reis 


. alles für den. Eocfficienten von 2° d. i. G(® hier fo, wie 


oben (S. 119. €) 


D. Endliche, ganz einfache Darftellung, 
a) Man erhält fie, wenn man auch A (in C) wegs 


ſchafft, ‚und GC) — °°J’ fogleidy in beu einfachen a, b, 


©...h, oder, wie bier erfordert wird, inb,c,d...i 
durchzaͤugig (nad) 12) ausdrädt. Das führt auf dad obige 


fehr kurze combinatoriſche Verfahren A (S. 118) 


6b) Wen den Vortheilen ſolcher combinatoriſcher Dar⸗ 
ſtellungen, und wie eine aus der andern abgeleitet wird, ſehe 
man (14) und die angeführien Stellen in (10). | 


E 
) 








combinatoriſcher und andever Verfahren. 23 


) Vergleicht man bie Zeichnung des (©. 17 V) ges 
frderten Eoefficienten zu 3° nach Trembley (S. 119; P) und 
mit (S. 118, A, a) ſo indet man 

Gy 5— J 

b, c, d.. g. h. i 

I, 2, 3. 6,7 728 
de auch ans der (S. 64, Note I) befindlichen Zufanmens 
Rellung beyderley Zeichen erhellet. Hier ift zwar das 
Tembleyiſche Zuhen, aber nicht die Aufloͤſung deſſelben 
und das daducch bezeichnete Verfahren, kuͤrzer und leichter 
als das combinatoriſche; wie man ſogleich uͤberfieht, wenn 
man die (S. 121, 7) befindliche verwickelte Reduction des 
Zeichens G(® auf die F, E, D, C, B, A, mit der aͤuſſerſt 
leichten Darſtellung der Juvolution ui in b, e, d, & f, g 
b, i, nach der Worfchrift (13) vergleicht. 


A) Noch mehr: wüßte man diefe Vorfehrift nicht, oder 
‚hätte man fie vergefien, fo darf man nichts weiter als die 
wenigen Zeilen nachlefen, die fie enthalten; der obige Zeiger 
weiſt zugleich had, daß man hier b, c, d,e ... für bie 
dortigena, b, c, d ... gebrauchen muͤſſe. Ganz anders 
verhaͤt es ſich, wenn man die Bedeutung von GM nicht 
müßte, oder fie vergeflen hätte, ie viel müßte man nicht 
in der fonft fo deutlich, abgefaßten Trembleyifchen Abhand⸗ 
lung nachlefen , um fich bey der wirklichen Auflöfung diefes 
Zechens und der endlichen Darftellung feines Werthes in den 
einfachen b, c, d, e ... nicht zu verirren! Die Schuld liegt 
tiht an dem Verfaſſer jener Abhandlung, fondern an der, 
Unzulänglichleit der gewöhnlichen Zeichen, die nicht, wie 
die combinatoriichen, die Elemente der Zuſammenſetzuug, 
ind mit innen Form und Materie, fo klar und deutlich vor⸗ 
legen. Man vergleiche E. S. c. a. U. ©. 288. $. 215. 


31. Diefe unmittelbare Vergleichung ber verfchiedenen 
Vit ahren (A, B, C, &,118-122) auf ein und baffelbe Des _ 


\ 


4 IE Hindendurg, Vergleichung vertbiedeue,, 


ſpiel (©. 117,V) augewendet, zeigt das Uedergewicht der com⸗ 

binatoriſch⸗ analytiſchen Behandlung dieſer und aͤhnlicher 

Aufgaben am augenſcheinlichſten. Alles wird hier, wornach 

‚ man gewöhnlich ſtrebt, auf dem kuͤrz eſt en und zugleich 

leichreften Wege gefunden, auf den man dadurch geleitet 

wird, daß man die Aufgabe von der Seite betrachtet, wo 

fie fih am einfachken (als Divifioneausprud) darſtellt, 
und zu der Aufldjung die einfachften Mittel (die combis 

natoriſchen Anordnungen und Juvolutionen) gebraucht und 
| derigendet, 


32. Freylich kann man nicht jede Anficht, die fich und 
darſtellt, fogleich weiter verfolgen, infofern es an Mitteln 
fehle, fich ihr gehdrig zu nähern, um ſie zu benugen, So 
liege bey der Aufgabe, von ber hier bie Rede iſt, die Dis 
nifionsform fo unverkennbar vor Angen, daß man fit 
nicht überfehen kann; aber der wieltheilige Divifor macht 
bier die große Schwierigkeit. Diefe hat Herrn Trembiey 
auf die Einführung mit Wiederwegſchaffung der einfachen 
Wurzeln des Nenners, als Gleichung betrachtet; geleitet, 
So .finnreich diefes Verfahren an fich iſt, indem man bie 
Wurzeln nicht einmal einzeln zu kennen braucht: fo verans 
laßt gleichwohf diefer Theil der Aufldfung, den die çombina⸗ 


| 


itoriſche Analyſis ganz uͤberſpringt „ wetläuftigg Rechnun⸗ 


ea uud Reductiouen (29) die, außer der Juduction, die. 


ſie geben, fich fchwerlich allgemein hurch Beweis wuͤrden 


techtfertigen laſſen. Der übrige Theil. der Aufloͤſung hin 
gegen, - die aus erflerm von Herrn Trembley gezogenen 
Formeln und Relstionen, find merlwuͤrdig, und fuͤr Kefer, 
die ſich mir der combinatorifchen Analyfis näher befannt 
machen wollen, lehrreich. Die Annäherung derſelben zu 
ben sombinatorijchen Sormen, bat mir Veranlaſſung gege⸗ 
hen, fie weiter zu fi implifiiren, und endlich ganz in combie 

natoriſche Verfahren‘ und Speratiinen aufzuldſen. Herr 


— 





} 
ı 
N 
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rembinatoriſcher und anderer Verſahren. 10 


Ä Trembley hat hier alles geleiſtet, was, ohne eombinatori⸗ 


an den Beyſſ piit 


Me Huͤlfsmittel anzuwenden, möglich war, 


Konvergenz und Divergenz. ber ntwickelten Reihen im 
Allgemeinen; Evolution, ſolcher Functionen, die 
nicht nach Potenzen einer veraͤnderlichen Groͤſ⸗ 
ſe geordnet finds x 


33. In ben beyben vorhergehenden Abhandlungen iſt 
bey Entwickelung der Reihen blos auf die Form geſehen 
worden, die fie nad) deu dortigen Vorfcpriften annehmen, 
und wie ſich daraus bie Potenzen von x beftinimen laffen, 
Ob diefe Reihen für gewiffe Merthe bon x conbergireh 


‚ber divergiren, und für welche Wertde fie das thun, und 


tie fhnell? davon ift dort Die Frage nicht geivefen. Dies Vers 
fahren laͤgt ſich durch daB Beyſpiel der größten Analyſten recht⸗ 
fertigen, welche die Beantwortung der Frage, die Convergenz 
der aufgefundehen Reihen betreffend, ats eine Sache ber 


Anwendung, dem Leſer beym Gebräuche gewoͤhnlich ſelbſt | 


überlaffen, ober, als eine eigene Unterfuchung, von jener 
Algemeinen der Form iind Goefficientembeftimmung getrennt, 
vorgetragen haben. u 


34. In fofern bier die Convergenz der feihe auf den 
Wertben von X, nicht auf. den Eoefficienten, beruhen fo ; 
muß man dabey drey Falle, für 


x <ı15 k>i; 4, mu — 
maſcheiben die ich nach der Ordnung vornehmen⸗ und 


+. bi — 
— er. 


alaͤutern will. Die allgemeine Form, unter Welcher ich 


J 


126 1. Sinbenburg, Vergleichung eſhiedener, 


die Entwickelung der gebrochenen Functionen in meiner Ab⸗ 
handlung daruͤber vorgetragen habe, erleichtert die gegen⸗ 
waruge Unterſuchung ungemein. 


35. Erſter Fall. Wenn die Reihe fuͤr den n Bench (in 


34) fürx<ı sonvergiren ſoll. 


Man ſetze 
p 4 bx + ex? 


‚a —Se 5 
und P PaI4 Pxaↄæx* 4BPugꝗx +ete — pgq”* 
Die Eoefficienten für die hieſi ige Reihe P oder pq” find mit 
denen (S. 85 5, a und ©. 9; 5, b) ganz einerlens wie 
daraus erhellet, weil, bie dortigen Erponenten pz=y=o 
und d== 1 gefegt, das hieſige P beſtimmen. 


Die Reihe für P- geht bier noch x°, x", x ... nach 
fleigenden Potenzen von x fort. Iſt alſo x <ı, oder 
ein eigenrlicder Bruch, fb find die höhern Potenzen. von x 
immer Heiner and Heiner, und die Reihe convergirt. 


36. Zweyter Fall. Wenn' die Reihe für den Bruch 
(in 3% für X > 1 convergiren ſoll. 


Man kehre den Zähler und Nenner des eoheren 
Bruchs um, und ſetz 
BR —— 
u 4. dx’ ty te 
und P=Parx“" 4 Prax”” + Px3x Lete= pg“ 
wie man findet, wenn man (©, 8; 5, a oder ©. 9; 5, b). 
Kk=2y, v=3; d2—1- ſetzt. 


Um nun die einzelnen Glieder der Reihe für P oder pg-* 
aus den dortigen Formehn zu finden, darf man, außer der 
obigen Befimmung für u, v, & nur noch 


! 


' 
J / 
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1) für Seite 8; 5, a | 
pri=c; pa2=b; px3&a 
geizd; gr2zYy; qu3=ß; gX4= M 


dder, anflatt ber dortigen Scalen, bier 


plc, b; a] 
aldsı 73 83 4] 


78) für Seite gs 5, b, anftatt a 


dortigen & b, 3 © B VYz 
bier c, b, a; 8, nr & 
ub auch, ſtatt des dortigen Brit, bier. den Zeiger 


Yo. 

( Is; , 3 3 5) 
ſetzen und gebrauchen. Die Reihe fuͤr den zweyten Fall 
folgt hieraus eben fo leitht, wie bie für der erſten. 


Die Reihe für P oder pg”" geht-bier nah x“, x, 
x... nach fallenden Potenzen bon x fort, Iſt alio 
x>1, alfo eine ganze Zahl oder ein uneigentlicher Bruch, 
fo nehmen die Potenzen X”, x“. x? ı . . Immer mehr und 
mehr ab, und die Reihe conbergirt, \ | 


37. Die Beguernlichteit, mit welcher ke ch Hier die For⸗ 
mein für beyde Fälle (35, 36) behandeln , und durch eine 
leichte Interpretation auf einander beziehen laffen, verschafft 
die allgemeine Geftalt, unter welcher ich in jener Abhande 
lung die Entwickelung vorgetragen habe. 


Couſin, in ſeinem neuerlich herausgegebenen Traitd 
tlementaire de l’Analyfe mäthematique (Paris 1797) der 
bey dem Erempel (36) auf feine fo allgemeine. Form ver weis 
fen konnte, 'hat daher (pi 60, 70) für diefen zweyten Fall, 
die Dermandlung | des gegebenen Bruchs im erfien Falle ers . 


% 


128 MI. Hindenburg, Vergleichung meſheben 


| was weitläuftiger darſtellen und nachweiſen muͤſſen. Die 
Vergleichung feiner dort aufgefundenen Formeln fuͤr beyde 
Faͤlle zeigt gleichfalls den wechſelſeitigen Zuſammen haug und 
bie Abhaͤngigkeit beyder. Um nehmlich den zweyten Fall 
aus dem erſten abzuleiten, darf man nur dort 
die A, B, C, D, E, F; a, b, c; m, p, qq 
in M, N, P, Ö; R,S} c, b, 43 q, ', m 
d. i. Die Couſimſchen erſt geſetzten Buchſtaben fuͤr den 
erſten Fall, in die hier darunterſtehenden Buchſtaben für den 
zweyten Fall, umfegen und verivandeln. 


er Dritter Fall, Wenn bie Reihe für bei Bruch 
Un 34) für x = 1 convergixen fol; 


Hier-fällt alfo x gar weg, und ber Veuch 


J 


% + B + y + 2 
ſo wie die daraus zu entwickelnde Reihe, iſt weder nach ſtei⸗ 
genden noch fallenden Potenzen bon X geordnet: 


Die fihoni ehe den esfte und zweyten Fall (35, 36) 
Ätirten, Formeln (& 8, 9) geben gleichwohl auch hier voll: 
kommene Ausfunft, nur muß man in diefem Galle, wegen 
ber Convergenz, auf die Groͤße der a, b,.& iind ber:a, ß; 
y; 2 unter einander Ruͤckſicht nehmen, und im Zähler und 
‚ Nenner bie lieder fo ordnen, daß die rdßern vorunge⸗ 

ven die Fl einern folgen: 


Es ſey F 
—V | | 
g m+n+pt4g j 
ein ſo geordneter Bruch; worinn Alf hi; 13 k und 
H>n; ı1>p p>a. 
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Die Entwickelung fuͤr P = pg" geben die oben (35) 


angeführten Formeln, der erſten Abhandlung, wenn man 
darin <= % und für die oo 


dortigen a, b, ci &, B, y, 6 
bier h, 1, k m, n, PB q 


für die übrigen bortigen Iateinifchen und griedhifchen Buchs 


ſtaben aber, die hier durch nichts repeaͤſentirt werden, 0 
| feht, Man braucht die Formel (©. 8) oter (S. 9) nach: 
dem man bie Glieder von, P in recurrirender dependenter, 
 bber in Directer independenter Geſtalt barftellen will, 


Nach Seite 9; 5, b fände man fo, für 


p.. brti+rk — pi | i 
g. mf#n+p+g | 
h | 
= 
m 
ih a 
‚+ = m, 
m m m 
4 Kl 2.2(8 n“\ \ 
"nm mmm mm? 





Die caxinen Thelle der Glieder für Be obige Entwi⸗ 
delung von pg”" find von unten auf (der init + begeichnete 


dheil voran) rangirt. Da in den folgenden Gliedern immer 


dieſelben Combinationselaſſen der vorhergehenden Glieder 
(nur in andere Factoren multiplicirt) wieder vorkomnien: fo 
erhellt daraus die große keichrisken der Entwickelung ded 
stgebenen Bruchd, g 


130 ‚III. Hindenburg, Vergleichung verfchiedener, 
39. Couſin (a a, O. S. 68) geht bey Ennwidelung 
des obigen Biuchs einen ziemlichen Umweg. Er fekt 
22 k - n 
ax; bx3* cx, = dx”, ı = ex?, 
h m m 
verwandelt dadurch den Bruch 
b+igk, h ı+ax+ br 
| n — — —— 
m+n+p+4 m ıtcx+dx’+ex’ 
und ſucht ſodann, aus | | 
14ax +bx? 
—— 
Itcx+dx’+ex? 
die A, B, C, Deetc, vermittelt ver a, b, c, d, e, auf dem 








—='1 +Ax +Bx*4Cr’+Dx*+etc 


gerwdhnlichen Wege, durcheinander aus zudruͤcken. Aus den 


dafuͤr geſundenen Formeln, werden dann fuͤr die wirkliche 
‚Unwendung I) die A, B, C. D, E.... in a, b, c,d, e, und 
2) die a, b, c, d, e in h, i, k, m, n, p, q wieder umgeſetzt, 


ur 
und 3) was (2) gegeben, in — multipficirt, Das ift weit 


laͤuftig, und bleibt hinter der bequemen combinatoriſchen Ent⸗ 
widelung‘(38) weit uräd |) : 

40. Sn den Urbrächen der Trembleyifchen Ordnungen 

für wiederkehrende Reihen (f. die vorhergehende Ubhanplung) 

wird Durchgehends angenommen, die hoͤchſte Potenz. der vers 

änderlichen Größe (x) im Nenner, fey wenigftens um einen 

Grad höher, als die im Zähler. Solche Zunctionen ftellen 


1) Jehnliche Abkürzungen, Verbeſſerungen, Crweiterungen, 
laffen ih, durch Bephälfe der combinatoriſchen Methode und 
Zeichen, mehrere bey biefen Goujinihen Anfangegrünben 
Der Unalpfis häufig anbringen. Sch habe die Ueberſetzung 
dieſes nuslichen Wertes Herrn Profefor Mothin empfohlen, 
ber nicht eruiaugeln wird, das Noͤtbige, theils in Anmertun⸗ 


gen unter dem Text, theils in einem befoudern Auhauge, bey: 
äufügen. 


\ 
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combinatorifcher und anderer Verfahren, - ılr 


eigentliche Brüche vor; und andere ‚ benen dieſe Bedin⸗ 


gung fehlt, laſſen ſich darauf zurhaſahren. 


Es ſey W 


© +Px + ya” + dx? + x p 
a +bx 4 cx + dx’ Fur Du q 


gegeben. Man dividire den umgelehrten Zähler durch den 
‚ Imgefehrten Nenner, und feße den Reſt mit dem Diviſor 


€ 
ab Bruch zu dem gefunbenen Quotienten Fr Das giebt 


P _ e__ (dezedix’Hlrenee)x 2 1(Be-sb)x+(ze €a) 


ı ee —_ e’x* 4 dexꝰ +cex” + bex-+ae 


sa dem Bruche neben — ift die Höchfte- Potenz ‚im Zähler 


x’, im Nenner x“, al die obenangeführte Bedingung us 


ft Man vergleiche ©. 28. 


41. In In (34) find die gebrochene Function und bie Wers 
the von x willführtich angenommen worden. Ein. wirkli 
ches Beyſpiel, das auf eine ſolche Function führr,. und mo 
xnur gewiffe, nicht jede beliebige, Werthe annehmen (eine 
beſtimmte —* nicht uͤberſteigen) darf, giebt, unter au⸗ 
dern, die Rectification eluiptiſcher Boͤgen. 


42. Es ſeyen einer Elüpſe um den Mittelpunci C, 
Stennpuncte F, halbe. große Are AC.= a, halbe Heine 
Melpuncte CP=x, PM=y, und ver Bogm.DM = 5, 
| hit bekanntermaaßen | ' 


I : ‘ ' 
‘ . ’. .* " 
| ’ J 2 


— Eccentricitaͤt CHE — e, Koordinaten aus dem 
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133 II. Hindenburg, Bergleichung verſchiedener, 


‘ 


y- - Y@-x2); dtzdy? tar; er 
a. on 


dx (a —-c)z?N dx at _ ex? 
alfo sı=—r — — 


a — x A x” 


4 _ 44 
eur — 7) «2 (== * =) 


Hier Hat man alſo mehrere ** für pr Bogen s=1ds 
dur Auswahl. 








- 


43. Geſetzt man wollte s durch 4, e und x ausdruͤcken, 


a* um 2 y 2 
fo diente hierzu dieerfte Formel ds=dx —— [a =e JE ) 





(a? -a’x” 
Bär diefe koͤnnte man, Zähler und Nenner deö Bruchs, je⸗ 
den in eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe, nach dem 
binomiſchen Lehrſatze, verwandeln, und ſolche dadurch auf die 
gebrochene Form (©, 8,9) zuruͤckfuͤhren. Die Reihe 
aus, diefer Form würde dann mit dx multiplicirt und intes 
grirt, s geben, ° 


24. J. guther aber kommt man zum Zweck, wenn man 
a — (a? — c’) x? durch at — aꝰxꝰ dividirt, Hd die darau⸗ 
entſtehende Reihe zur Potenz + erhebt, 


Nun iſt 
ara ee 
— — =I+-—— x, — x ete 

a* ·425 ai 32 5? =1+- + + 
c* 


Alſo ds— dx +. 242245 34 etc) 2 


Und (€, ©. c. a. A. S. 285. 5. EN die dortigen atı 
'M=3; 22x"; gefegt 


- 


| 
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x 1 . 
— = ı+ U’Ax” 


+ EU A+ BR B)x* 


% 


v 


+ UA 4 BOB TEC)a* 
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aaa + "Br B + FEIC+ "Di°D)x" 





+ ee + etc 
ed ar 
Pry 26° ery zo’ 7 
1,2, 3 4:5 


ni-1 


IJ m m 
U. Da nun I=n, B=— 








= EG ee ſo iſt, mr geht, AS33; 
*— 53 3.1. 
BEE DEE" +3:!, ?D— "5; 
eier 8.6.4.2 
I 7 . 
+ DI; ufm ! 
10. 8.6.4. 
ds 
I, Solgid —=U 
e , 
— X 
Br 
+ ee x® 
na° ga® . 
cꝰ c* c* « . 
+ (S- a 6 ») | 
22° . 4a i02 , . 
En. 
lt c⸗ get Ei — 
—* —A 11 — 
de ete re 


+ 





+etc 


m m ms I 


4 I. Hindenburg/ Bergleichung verfhictener, 
IV. Unb, gehörig integrirt ‚DM=fds 


boder 5 x 
2 
c 
3 
+ % 
. ba 
e& 4 0 
5 
4 * — — X _ 
104 40a 
. 2 44 6 
c c c 
+0 mtr )" 
14a . 284 1122 
‚ 2 6. 8 
. c c® c Sc . 


——  Gppmmmuiuui —— —— 





— X 
ga"? 24a"? 482'* 1152"° on 


“ 
J 


” 8 2 8 . 8 


45: Sch habe unter den vier Formeln für ds (42) bie 
erfte gewählt, um. bie Kürze und Leichtigleit, welche die 
combinatorifche Methode bier (44) gewährt, mit der uitges 
meinen Weirläuftigkeit, mit welcher Wolff (Elem. Anal, 
Infin. $. 172) die Aufgabe behandelt hat, in Parallele su 
fiellen. . 


Dort wird namlich ) b? (mein eꝰ im 4) hatt a a”—_.c? 
. In ber erften Formel für. ds ſubſtituirt; ‚dann 2) ſowohl 
r(@’- -b?x?) als ar (a’—- x”) In. Reiben. aufgelöft, und 


b°x 2 bit bẽx 6 _ 5b’x 8 
a — - rare Bere - etc. 
. aa a° F 8 128a 
ds= Ey dx: 


\, x⸗ x* > > © 
a — — — — — 0 eich 
2 da“ 16a* ı128a° 
gefünden ; hierauf wird 3) die. auf dem gewösnlichen Wege 


fo beichwerliche wirkfiche Divifion der untern Reihe in die 
obere vorgenommen, mit. Angabe der fucceffive gefundenen 








* 
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Quotienten, Probucte und Reſte; weiter werben 4) aus dern 
na.b,x auegebrüdten Qudtienten bie b?, b*, b°, .. vers 
mittelft der b° — a” — c* wieder weggefchafft, um alles in 
a, c'und x ausgedruͤckt zu haben; zuletzt 5) wird ſde burch 
Sutegration, und dadurchs ‚(wie in 44) gefunden — calculo, 
wie Wolff ſelbſt fast, . ſatis prolixo (von mehrern Selier) 
quem tamen diftincte explicari confultum fuit, vt fit 
exemplar in cafıbus fiurilibus, @in in der That mehr 
ebichrggfenbes als einladendes Beyſpiel! 


46. Die Haupiſchwierigkeit bey dem Wolffiſchen Ver⸗ 
fehren (45) macht die wirkliche gemeine Diviſion der 


einen Reihe in die andere, und die Wiederwegſchaſfung der 
b?, b*, b°... durch aꝰ -e; a -y; (5... 
aus dem gefundenen Duotienten. Nun koͤnnte man zwar. 


bie gebrochene Function für ds (in 45) viel leichter'und beſſer 


nach den Formeln (S. 8 und 9) behandeln ind evolviren, 
wie auch ſchon in (43) iſt erinnert worden. Weit vorzüglis 
cher aber ift das ganz Kurze und leichte Verfahren (44). 


47. Weber die Nectification elliptifcher Bogen durch 
unendliche Reihen, bat man eine fchäßbare Abbaudlung vom 
tambert GBeytr. zum Gebr. der Mathem. T. 11.68.35 f.). 


fambert fett Cin 42), Karze halber, aci; F —— 


und ds oder (bey ihm) dv = Pix. Um P zu beftinmen, 
dividirt er nicht, wie Wolff, die Reihe für 7° (1-e”x?) 
durch Die Reihe für ’(i— x’), fondern multiplicirt fie 
(.0.D.$.5) durch die Reihe für 1: MCi— x”), wels 
ches in der That viel Leichter iſt. Nähme man bier (wiein 
44 ID) den Quotienten 


I-e?x” f =1+ (1-8)? +(1-e)x* + (1-e’)x°+ etc] 
1- x” E 1 3 +etef, 





ı 


a 


| 136 Il. Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 


EEbend), aber auf ben a 


dort uͤberall a = 1 fe, 


welchem feine abwechſelnden Zeichen in den Coefficienteun vor⸗ 


u. ſ. w. in e ausdruͤckt, und alled gehörig reducirt. So fän 


. 
\ 
(0 konnte man für P bie combinatoriſche Formel für * 


2 


— (1-e?), e nl 71) 
2 Nor I, 2, 3... 


dezoren, , gebrauchen. Fuͤr den letztern Zeiger faͤnde man 


ds 
7* 7 bolllommen , wie in (44: IH), wenn man 


— 


a8. Sambert bat (a. a. O. $. 7) einen Ausdruck für P; 
und dadurch auch ($. 9) für IPdx oder s angegeben, bey 


kommen. Das ifi. bequem für bie Anwendung; auch Fang 
man die biefigen Formeln (44, III und IV) fogleich auf die 
Lambertiſchen reduchren, wenn man darinn 1) überall a=ı 
feßt 2) die Theile jedes einzelnen Corfficienten auf gleiche 
Nenner bringt, 3) Bon diefen Theilen, <?, als gemein 
fchaftlihen Factor in den ganzen Eoefficiehten, abfondert, 
4) Die übrigen Potenzen aber von c, bermittelft der Gleis 
ungen ’zı-e?; =1-2e’+et; C=1-3e’ + zet-ci 


de man 3. B. für bie Formel (44, IV) und die gemeinfchaft 


lichen Nepper: 6, 40, 112, 1152 . .. ben Bogen DM=il 
eder nn 
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s=x ' - ‘ 
- 0 , ' 
2 *,, F x - | 
Brei)e 
40 
. 
Grete x” 
112 | 
4 35+ iseꝭ + ge? +5) ce x 
1152 
4 a. . 


ds . | | 
Daraus erbielte man ruͤckwaͤrts 7 oder P, wie bey Lam⸗ 


bert (F. 7). Einige Coefficienten (wie hier der 4te und Ste) 

ericheinen nach der Differentiation, in kleinern Zählern und 
Nennern als bey Lambert ($. 7)i reducirt aber auf bie 
ardßern Lambertiſchen Nenner, findet man fie mit ihnen ganz 
übereinfimmend. Dort find nehmlich die gemeinfchaftlichen 
Nenner, des Geſetzes wegen, welches (daf.'$. 8) für die 
nffeienten nachgewiefen wird, oft größer ald fonft noͤthig 
wore, " 


49, Fire=omdc=n, al für den Kreis, waͤ⸗ 
re ber Bogen DM oder | N 
— SCHWER RTL IE U ae 22 2 10 zu 
Das giebt, x— 1 geſetzt, die befannte-Newtonifche Reihe 
- 3 +3+ 25 tete für den Quadranten, auf den Halbmeſſet 
1 begogen.. Far e— 1. alfo c=o, verwandelt ſich die 
Ellipfe in die gerade Lin ies — x. 


aber nur ſehr lan gſam, beſonders für etwas größere €, 


1 


— 


J 


130 ‚I. Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 

39. Couſin (a a. O. ©, 68) geht bey Entwickelung | 
bes obigen Bruchs einen ziemlichen Umweg. Es fekt | 
. _aı =—bx}; * cx, E = dx”, 1 = eo), 
äh ho. | | 

verwandelt badurch den Bruch 

| btigk, h ı+ ax + bx? 
m+n+p+4 m ı+cx+dx?’Lex? 
und ſucht ſodann, aus | | 
14ax 4 bx⸗ BR . | , ’ | 
Ihertaeten = 1-Ax BA CH’ + Dx? etc 


t 


bie A, B, C, D etc, vermittelft der =, b, c, d, e, auf dem 
gewöhnlichen Wege, ‚durcheinander aus zudruͤcken. Aus den 
dafür gefundenen Formeln, werden dann für die wirkliche 
Anwendung 1) bie A,B,C,D,E., .ina, b, c,d, e, und 
2)dies,b,c,d,einh,i,k,m,n,p,q wieder umgefebt, 


‘ 


h 
und 3) was (2) gegeben, in = multiplicirt. Das ift weit» 


laͤuftig, und bleibt hinter der bequemencombinatorifchen Ents 
wicdelung’(38) weit juräd |) | 
. 49. In den Urbruͤchen der Trembleyifchen Ordnungen 
fuͤr wiederkehrende Reihen (ſ. die vorhergebende Abhandlung) 
wird durchgehends angenommen, die hoͤchſte Potenz der ver⸗ 
aͤnderlichen Groͤße (x) im Nenner, ſey wenigſtens um einen 
Grad hoͤher, als die im Zaͤhler. Solche Functionen ſtellen 


1) Jehnliche Abkürzungen, Verbefferungen, Erweiterungen, 
laffen jich, durch Bephnife der combinatoriſchen Methode und 
Zeichen, mehrere bey dieſen Couſinſchen Anfangggründen 
der Anglpſis haufig anbringen. 5% habe die Ueberfetzung 
dieſes nuͤtzlichen Wertes Herrn Profeffor- Rothen empfohlen, 
ber nicht ermangeln wird, das Noͤtbine, tbeils in Annıerknn: 
an unter deu Text, theils in einen befondern Anhauge, bey: 

ügen. | Ä 


J 











combinatorifcher ind anderer Verfahren, . .aı 
eigentliche Brüche vor s und andere, denen dieſe Bedin⸗ 
gung ro, laſſen fich darauf zurbäfäßren. \ 


Es ſey | ' — 


x + Bx + ya? + dr? + «4x p 
a +bx +cx” + dx’ Far q 


gegeben. Man dividire den umgelehrten Zähler durch den 
umgelehrten Nenner, und feße den Reſt mit dem Divifor 


. € 
als Bruch zu dem gefundenen Quotienten 7 Das giebt 


p &  (de-ed)x?+(ye-ec)x”+(Be-eb)x+(ze ca) 
— TI — a —— — — — —— 
q e *. ext 4 dexꝰ + cexꝰ + bex-+ae 


sa dem Bruche neben — ift die höchfte- Potenz, im Zähler 


x’, im Nenner x*, ai die obenangeführte Bedingung er⸗ 
fäl, Man vergleiche ©. 28. 


41. In in 4) find die gebrochene Sunction und bie Wer 
te von x willführlich angenommen worden. Ein. wirflt 
ches Beyſpiel, das auf eine ſolche Function fuͤhrt, und mo 
xnur gewiffe, nicht jede beliebige, Werthe annehmen (eine 
beitimmte Gränze nicht überfteigen) barf, giebt , unter au⸗ 
dern, die Rectification eipeifser Bögen. 





42. Es feyen einer Elipſe um dem. Mittelpmect c. 
Stennpuncte F, halbe große Are AC a, halbe Heine 
—E c, Eccentricitaͤt CF = & Coordinaten aus dem 
Nittelpuncte CP=x, PM—= you und der Bogen DM=s, 
pif helanntermaaßen 


2 
» J 2* 


- 


23 ul. Sinbeihug, Vergleichung verſhichoner⸗ 


⸗ 


y=- _ ra — x”); ds?=dy” +ix?; e* a? u 


-(2 dx— 4_ 0252 
allſo a — * (der) 
a X A 4-XxX 

, d 4 2_n? 2 d a1 
veis=—r —— =) er er 


ı a a-y” ‚ec c’-y” 


Hier Hat man alfo mehrere Ausdruͤcke für den Bogen s=fds 
dur Auswahl, 








43. Geſetzt man wollte s Bund 4, e und x ausdruͤcten/ 


+ | 
“_ 
fo diente hierzu die erfte Sormelds= ix —— 
(a* - a’x2) ? 
Kür diefe konnte man, Zähler und Nenner des Bruchs, je⸗ 
den in eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe, nach dem 
binomiſchen Lehrſatze, verwandeln, und ſolche dadurch auf die 
gebrochene Form (S. 8,9) zuruͤckfuͤhren. Die Weihe 
aus, dieſer Form wuͤrde bann mit dx multiplicirs und intes 
grirt, s geben, 


at — (a? — c’) x” durch a? — aꝰxꝰ dividirt, ind die Daran 
aten Reihe zur Potenz 5 erhebt. 


Nun iſt 
a(a cyx⸗eœꝛrxꝰ 1 0 & 


ns 2— — EL % 
a’ 22.3 I 20, 2% 78147 tr „6 x rei 


24 J. Kuͤrzer aber kommt man zum Zweck, wenn 





Alſo ds dx —* 242245 „3° et) 


Um (E. S. c. a. A. S. n3. 5. EN die bertigen a2 
'M=3; z= x; gefegt “ 


ü = "EG ete ſo iſt, m geſetzt, A 433 
x j 1 . 3.1 
I; 3a=4 3, ip 33 
x 4.2 x 6.4.2 8.6.4. 2 
Y ' 
eur 3°; um | 
" 10. 8.6.4.2 
m. goigtih Ex 
_ e⸗ 2 
— X 
*6 > 
na ga 


& 
J 


esmbinatorifcher und anderer Verfahren, 13 
= = ı+ Aa Ax u | 
+ Eye A+ Fopp2B)x* u — 
CEaaa 4 à8tR- *CcCyx⸗ 


— HEUFA+ FB FC ZDDyxt 





+ ete ı + ec . +ec 
ee a l 

TE EEPT EEE ET Zur Be 
1,8, 3> 4: 5* 9. 





J m m . PR 
U. Da nun Am; = Zug, €=- 





@ Zt ge* 5 )* 


NT at a ag 
+ co o +. ete 


—* 


- | 3 


234 III. Hindenburg/ Bergieichung verfhictener, 
IV. Unb, gehörig Integriet, DM — fds 





bars=x 
2 [| 
c 
+ 
6a⸗ 
e 4 0 
108 40a” - 
c? c* c® 
* 14a aga 12a’ 
. cc cẽ sc . 
18a  2ya® 4ga'* 11522' — 
⸗ ⸗ ⸗ ⸗ —0 


45. Ich babe unter den vier Formeln für ds (42) bie 
erfte gewählt, um. die Kürze und Leichtigleit, welche die 
combinatorifche Methode bier (44) gewährt, mit der unges 
meinen Weirlaͤuftigkeit, mit welcher Mol! (Elem. Anal, 
Infin. 6. 172) bie Aufgabe behandelt hat, in Parallele zu 
ſtellen. 


Dort wird nämlich 1) bꝰ (mein e 2 in 4?) ſtatt a” - cꝰ 
in der erſten Formel für. ds ſubſtituirt; dann 2) ſowohl 
G-bꝰxꝰ) als a (a? - x?) in Reihen aufgeloſt, und 


b’x 2 bax⸗ box x° sb®x 8 , 
a ET Tg, TEE 
d 2a ga”, 164° 128a'* 
I — — —— —— 


2 va“ 162° 1282° 








gefünden; hierauf wird 3) die auf dem gewöhnlichen Bege 


fo beichwerliche wirkfiche Divifion der untern Reihe in die 
obere vorgenommen, mit Ungabe der fucccffive gefundenen 


4 
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Quotienten, Probucte unb Reſte; weiter werden 4) aus dem 
in a, b, x anegedrädten Quotienten bie b?, b*, b°, .. vers 
mittelft der b? — a? — c” wieder weggefchafft, um alles in 
1, und x ausgedruͤckt zu haben; zuletzt 5) wird fd3 durch 
Sutegration, und dadurch s ‚(wiei in 44) gefunden — calculo, 
wie Wolff ſelbſt ſagt, fatıs prolixo (von mehrern Selier) 
quem tamen diftinete explicari confultum fuit, vt fit 
exemplar in cafibus ſiurilibus. Ein in der That mehr 
tigngfenbes als einladendes Beyſpiel! 


46. Die Haupiſchwierigkeit bey dem Wolffiſchen Ver⸗ 
fehren (45) macht die wir kliche gemeine Diviſion der 
einen Reihe im die andere, und bie Wiederwegfchaffung der 
be, b Bi... durch aꝰ -e; R-A; Vi. 
aus dem gefundenen Quotienten. Yun kdunte man zwar 
bie gebrochene Function für ds (in 45) viel leſchter und beſſer 
nah den: Formeln (S. 8 und 9) behandeln und enoloiren, 
wie auch ſchon in (43) ift erinnert worden. Weit vorzüglis 
cher aber iſ das ganz Kurze und leichte Berfahren (44). 


47. Meer die Rectification elliptifcher Bögen durch 
unendliche Reihen, hat man eine fchäßbare Abbaudlung von‘ 
Sambert (Beytr. zum Gebr. der Mathem. Th. III. S. 35 f.). 


Sambers ſetzt (in 42), Kürze halber, aci; F _ * ) 


und ds oder (hey ihm) dv = Pr. Um P zu beſtimmen, 
dividirt er nicht, wie Wolff, die Reihe für 7° (1-e?x?) 
durch die Reihe für (1 —x), fondern multiplicirt fie 
(©. 0.9. $. 5) durch die Meihe für 1: MCi— x”), wels 
ed in der That viel Leichter if. Nähme man Hier (wie in 
44 I) den Quotienten | 


1-e’x? (=1+0- IX’ + )r*+(1-e')2°4 etc] 
"str + ld xt + « x° tee) 


ı n 


” N 


v4 


— dort überall a = =ı ſetzt. 


welchem keine abwechſelnben Zeichen in den Coefficienreu vor⸗ 


‘ 


| iz⸗ IE, Hindenburg, Ditihun verfgiebene, 


ſo koͤnnte man für P bie combinatoriſche Formel —J — 


Ebend), aber auft ben Zeiger 


Ko r- e*), (I- 2 ct, et... 
2 9; I 24 3... 
bezogen, gebrauchen, Fuͤr den ern Zeiger kinde: man 
4 
P= Fran bolllommen , wie i in a4 iM), wenn man 


— 


48. Lambert bat (a. a. O. $. 7) einen Ausdruck für P. 
und dadurch auch ($. 9) für ſpdx oder 5 angegeben, bey 


kommen. Das ift bequem für die Anwendung; auch kann 
man die biefigen Formeln (44, III und IV) fogleich auf die 
Lambertiſchen reduchren, wenn man darinn 1) überall a=ı 
fett 2) die Theile jedes einzelnen Coefficienten auf gleiche 
Nehner bringt. 3) Bon dieſen Theilen, c’, als gemeim 
ſchaftlichen Factor in den ganzen Eoefficiehten, abſondert. 
4) Die übrigen Potenzen aber von c, vermittelſt der Glei 
ungen "=ı-e?; c*=1-2e”+et; c=1-3e” + ze*-e° 





- u. few. in e ausdruͤckt, und alle gehörig reducirt. So fä 


de man z. B. fd bie Formel (44, IV) und die gemeinfchaft 
lichen Nepper: 6 7 4%, 112, 1152 or. Den Pogen DM =Ic 


eder 
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4 


Graete)e 

T 112 

+ (35 + 15€? + 98‘ ge) c* 
115% 


. 
B . 9 


x” 
” . 
ds 

Darans erhielte man ruͤckwaͤrts 7 oder P, wie bey Lam⸗ 


bert (F. 7). Einige Coefficienten (wie hier der 4te und zte) 
erſcheinen nach der Differentiation, in kleinern Zaͤhlern und 
Nennern als bey Lambert ($. 7)3 reducirt aber auf die 
größern Lambertiſchen Nenner, findet man ſie mit ihnen ganz 
uͤbereinſtimmend. Dort ſind nehmlich die gemeinſchaftlichen 
Nenner „ des Geſetzes wegen, welches (daſ. 6. 8) für die 
Coefficienten nachgewleſen wird oft größer als ſonſt nöthig- 
wäre, 


49, For e=omdc=1n, alfo für ben Kreis, wa⸗ 
e der Bogen DM oder 

= + 3x AUGE I EIER DEAN 1772X °+ etc 
Das giebt, x— 1 geſetzt, die bekannte Newtonifche Reihe 
3 +84 25 +ete für den Quadranten, auf den Halbmeſſet 
I beyogen.. Für e=1n alfo c=o, verwandelt fich die 
Elipfe in die gerade Lin ies * x. 


50. Die Reiben (44, TV und 48) conuergiren, 
aber nur ſehr lan gſam, beſonders für etwas größere e. 


1 


\ 





J 


138 II, Hindenburg, Vergleichung verfchiebeng,, 
Mes macht Ihren Gebrauch fuͤr die Anwendung unbequem. 


Mehrere Verwandlungen derſelben, durch Bevhuͤlfe von wie | 


gonometrifchen auf die Ellipfe fich bezlehenden Func it 
um ſchnell ere Convergenz zu bewuͤrken, hat Lamb 
der angefuͤhrten Abhandlung vorgenommen. 





in 


, 


st. Schlaßlich will ich zwey (in 15 und 19 erwähnte) 
' Safeln ,, zum bequemen Gebrauche in der Anwendung, bier 
noch aufftellen. Ach zähle fie als Vte und: Vlte Tafel, 
mit jenen vieren (S. 4 - 18) zu welchen fie als Ergänzung 
gehören, in eine Reihe fort. Was bie Illte für die Mo i⸗ 
vriſchen Involutionen ift, das find die 1Vre Vre und V Ite 
für vie Boscovichſchen. Ein Nachtrag zu Tafel IT, 


(S. 8 und 9) und ein anderer iu 12 (©. 96, 97) machen | 


den Veſchlaß. 


N 


» 
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P — — rGG — — 

[fe V. Boscovich - Hindenburgifche Involutionen zu 
on € N a,b,c,d,e,6,g,h 

beftimmten Summen für den Zeiger (12) 56 5) 





T 


7T 











j,a PIIIIITI, a® 1IIIIIAI, a? 
— _ 12112, (b | rıı1112, ab 
7 1122. a’b’| 111122, ah? 
11, a J 222, bꝰ 11222, a?b? 
2, b 1113, adc 2222, b* 
123, abe | 111113, a’c 
A 335 c* #3123, a?’bc 
111, aꝰ 114, a’d 1223, ab’c 
12, ab 24, bd' 1133, .2°c” 
3, € 15, ae 2335 be* 
65 11114, atd 
7 1124, a?bd 
1114, a" FIIIIIA, a’ 224, b’d 
112, a b IIIII2, a’b 134, acd 
32,-b 11122, a’b? 44, d* 
13, ac ‚1222, ab’ 1115, a’ 
45 d 11113, a*c 125, abe 
Zu 11235, a’bc 35» se 
, ‚ 223; b?c 116, af 
11411, 2 133, ac? | 26, bf 
1112, a’b j 34 17, a 
2 IIL4, a „ag 
122, ab 124, abd 8, h 
113, æe 34, cd 
225 bc 115, a?e - \ 
14, ad 25, be 
„e 16, af 
| 6, 8 | | 


Die Involntion zur Summe 9, oder die Somplerionen für T, 


(&.18 Taf. IV. und Bier 13) die für ° (18); die Benen⸗ 
nung Boscovih-:- Hindenburgifhe Involution rechtferti— 
gen die Auföfungen (11. 12). Herrn Trembley's Acn), Ber), 
cc), Dem... für beftimmte n, fogleih auf die Tafel zit 
teduciren , vergleiche man (6, IL) oder Note 1 der vorhergehen⸗ 
den Abhandlung. | | 
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> 














Safe VI. Egjbinationen zu unbeftimmten Symmen n 


fuͤr den Zeiger (Panne) 


ner 
® 


[4 








\ m-3 m-2 _m-I 
" (ERBE a. a X 
‚Ta 2, 3, vo. ne A m/ 
a +. "2b + n-3 +2TJc4 c ey: +e ete 


(a) (a, b) @ b, e) (a, b, c, d) 


“Hy b+ nF h2 + Tb’ + etc (2) 
+ Te + ae + 76 +etc(a,b) 
7 Sf d+ JJ Jæ* dꝰ + etc (a,b,e) 
+ ** + Je + el + etc (a,b,c,d) 
HIT — 24 gr + ete (a, heil, e) 


% 


„m Jun n“2m Je )* „um Ti np >, Kae Te y' 
m-2 
4, b, c, ⸗2 7 2 a 


Der hier zuletzt ſtehende allgemeine Ausdruck ſtellt die 
(m-ı)te Dorizontalr eihe der zweyten Formel vor. 






gen. von > an. 
Das mee Glied der erfien dormel, vom erften 
"Ta an gerechnet, ift 


nem m-I 
a 


. w-2 mei 
> ,.b0....% 5) 
Mehr hiervon, nebſt Beyſpielen zur Anwendung (19, 
20, 21) 





J gehört nicht mit in das Geſetz dieſer Reihen, und ſteht/ 
Jauch daher abgeſondert für fi, Die Werthe von m fan] 





“ 
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Machtrag zu Tafel II Seite 9 und 19, 


S. 9; 6, b, Für u 
p af bad ex” ze. etc 








+[2 Fr b ET; en 
Ä L ee a 


⸗ 3 


[6% ty, 18, 9) 
Pu I, 2,35 4 
8.13; 9; b. Bür 

1 | | 1 


—— — —————— —— — 
F ax’ Bat? ya’t2d_ etc 


ifig* L — ro j I Sarnen etc 


—* 


#8 45 en de.:. * 
1, 23 33. 4.... 
Der Zehnin⸗ th des Zeicehd * ina® and art wird, nach 
der bereits feitge enten Bedeutung, durch die Anzahl der Factos 
ten BY: dr... in den einzelnen Complexionen der darüber 


ftebenden Involution Ts 7; 7; sertmunt, und 
* ul AR (Arch. d. Math. 9. IV. S. 389, 73 379- E. S. a. A. 
Die Invölutlonen, ſo wie die Zeichen vor 2, ydi-. 


tungen, bier S. „5. 





im Nenner und. Zeiger betreffend, fehe man tie Bemer⸗ 


* 


ft fuͤr die Complerionen von zwev BSug laben sg; von dreyen.5 


\ 


\ 


142 II. Hindenburg, Vergleichung verfchiebener, 


Nachtrag zu der zweyten Aufloͤſung (12) 
Seite 96, 97. 


Bey diefer Aufldſug habe ich mich auf ein bereits in | 


.@) angegebenes combinatorifched Gefe berufen, das auch 
in (12) befolgt wird; und das ift Urfache geweſen, daß ich 
von der bier nöthigen Entwidelung und Ableitung der Eonı- 
gplerionen nicht fo ausführlich gehandelt habe, als es die 
Wichtigkeit der Involution erfordert. Sch will alfo ist, 
ohne Beziehung auf jenes. Verfahren (das man nach Gefal⸗ 
len hinterher fuͤr ſich vergleichen kann) und zugleich mit ei⸗ 
niger Abaͤnderung im Vortrage, die Aufgabe mit ihrer Auf⸗ 


luoͤſung noch einmal vornehmen, 


© 


“ Aufgabe. Die Complerionen einer gegebenen Summe 
n, unabhängig von vorhergehenden kleinern Summen, zu 
finden (10; S. q)). 


Erſte Aufloͤſung fuͤr die Summe 9, nach Boscowich, | 


in Bahlen (1; ©, 93795 


Zweyte Aufloͤſung fuͤr die Summe n n, nach Hinden⸗ 
burg, in Buchſtaben. 


I. Als erfte. Complexion fege man a’ — a'T’a; bie 


einzige auf a fi) endende Verbindung der eofen Abs 
theilung. 


Die aufb, c, d.... . mach der Orduung fich endens 


den Verbindungen der übrigen Abtheilungen; überhaupt | 


jede folgende Abcheilung aus ber unmittelbar vors 


bergebenden, (die mte aus der [Im—ıjten) zu entwils 


kelu, befolge man nachſtehende Vorſchriften. 











combinloriſcher und anderer Verfahren, 143 


1, Die aufden Dien Buchſtaben des Zeigers ſi ich en⸗ 
denden Complexionen, oder die mite Abtheilung zu 
finden ” | 


x) Vermindere man alle Eomplerionen ber nächfivors 
hergeheuden (m-I)ten Abtheilung, die a enthalten, um 
Eina, und ſtatt des le tzt e n Buchſtabens jeder fo verntinders 
ten Complexion, ſetze man nun den nächfifolgenden 
(flatt des [m-ıJten, den mten 'des Zeigers). 


P) Bon den fo (nad) x) gefundenen Complexionen vers 
mindere man Diejenigen, die m oder mehrere a ents 
balten, um mmal a, und feße dafür, am Ende jeder fo 
verminderten Complerion, einen, dem legten gleichen 
Buchftaben (den mten des Zeigers) hinzu; oder, man erhöhe 
den Erponenten des legten Buchſtabens um 1. 


Y) Auf die Complexionen die (3) gegeben at wende 
man das Verfahren (3), und ebenbaffelbe noch weiter auf 
die dadurch erhaltenen neuen Complexionen ‚ und fofort 
immer weiter an, fo lange fih Dadurch noch Complerionen 
erzeugen, die m oder mehrere a enthalten. Wuser diefen 
Tonnen aud) folche fich ergeben und mit vorkommen, die w es 
niger a, auch gar Feind, enthalten; diefe werden aber, - 
bey weiterer Anwendung der WBorfrifren (2 43) fogleich 
übergangen. - 


‚ Beyfpiel für ng 9 un m=h23... oder, 


Auftöfung für die Summe 9, in Buchſtabena, 
b, c. d, e, hg hi, in Bezlehungauf ihre Lokalwer⸗ 
the 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 95 d. i. 


In meinen combinatoriſchen Zeichen ausgedruͤckt, 


Aufloͤſung fuͤr 7 


(3 b,c...8 N) | 
I, 2, 3.. 72 8.9 


\ 242 IM. Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 


Nachtrag zu der zweyten Auflöfung (32) 
Seite 96, 97. 


| Bey diefer Auflöfung habe ich mich auf ein bereits in | 
(8) angegebenes combinatorifches Gefeß berufen, bad aud) 
in (12) befolgt wird; und das ift Urfache geweien, daß ich 
von der bier nöthigen Entwicelung und Ableitung der Com⸗ Ä 
gplerionen nicht fo ausführlich gehandelt Habe, als es die 
Wichtigkeit der Involution erfordert. Ich will alſo itzt, 
ohne Beziehung auf jenes Verfahren (das man nach Gefal- 
Ien hinterher für fi vergleichen Fan) und zugleich mit eis 
niger Abänderung im Bortrage, die Aufgabe mit ihrer Auf⸗ 
loͤſung noch einmal vornehmen, | 
- Aufgabe. Die Complerionen eiuer gegebenen Summe 
n, unabhängig von vorhergehenden -Heinern Summen, zu 
finden (10; ©. 93). | 


Erfte Aufloͤſung fuͤr die Summe 9, nach Beecewich 
in Zahlen (u; ©, 939 


Zywente Aufloͤſung fuͤr die Summe a n, nach Hinden⸗ 
burg, in Buchſtaben. 


I, Als erfte Complexion ſetze man a’ aneta; bie 
"einzige auf a ſich endende Verbindung der eifen Abs 
theilung. 


Dieaufb, c, dd... . nach der z Ordnung fh endens 
den Verbindungen der übrigen ‚Ahthellungen; überhaupt 
jede folgende. Abeheilung aud ber unmittelbar vors 
bergebenden, (die mte aus der [Im—ılten) zu eniwil⸗ 

kelun, befolge man nachſtehende Vorſchriften. 








combinalorſcher und anderer Verfahren, 143 


ILII. Die auf den Zien Buchſtaben des Zeigers ſi ich en⸗ 
denden Complexionen, oder die mite Abtheilung zu 
finden 


x) Vermindere man alle Complerionen der naͤchſtvor⸗ 
hergeheuden (m — 1)ten Abtheilung, die a epthalten, um 
Eina, und ſtatt des leuten Buchſtabens jeder fo verminder⸗ 
ten Complexion, ſetze man nun den nächftfolgenden 
(Rats des [m-ıJten, den mten des Zeigers). 


PB) Bon den fo (nad) x) gefundenen Complerionen vere 
mindere man Diejenigen, bie m oder mehrere a ents 
halten, um mmal a, und feße dafür, am Ende jeder fo 
verminderten Complerion, einen, bem legten gleichen 
Buchitaben (den mten des Zeigers) hinzu; oder, man erhöhe 
den Erpomenten des letzten Buchſtabens um 1. 


y) Auf die Complerionen die (B) gegeben hat wende 
man das Verfahren (3), und ebendaffelbe noch weiter auf 
die dadurch erhaltenen neuen Complexionen, und fofort 
immer weiter an, fo lange fich dadurch noch Complerionen 
erzeugen, die m oder mehrere aenthalten. Unser dieſen 
Tonnen auch folche fich ergeben und mit vorkommen, die w es 
niger a, auch gar Feind, enthalten; diefe werben aber, - 
bey weiterer Anwendung der Vorſchꝛiften (2, 8) ſogleich 
übergangen. 


‚ Benfpiel für n=9 9 un = I, 2, 3... oder, 


Auflöfung für bie. Summe 9, "in Buchftabena, 
b, c. d, e, hg hi, in Bezlehung auf ihre Lokalwer⸗ 
the I, 2, 3» 4 5, 6, 7, 8, 95 d. i. 


In meinen combinatoriſchen Zeichen ausgedruͤckt, 


Aufloͤſung fuͤr 7 


( b, c... g. h, ) | 
I, 2,3... 7» 89 


\ 142 I. Hindenburg, Vergleichung verſchiedener, 


Mochtas zu der zweyten Auflöfung 2) 
Seite 96, 97. 


Bey bieſer Aufldfung habe ich mich auf ein bereits in 
(8) angegebenes combinatorifches Geſetz berufen, das auch 
in (12) befolgt wird; und das ift Urfache geweien, daß ich 
von ber hier nörhigen Entwidelung und Ableitung der Com⸗ 
plexionen nicht fo ausführlich gehandelt Habe, als es die 
Wichtigkeit der Involution erfordert. Ich will alſo itzt, 
ohne Beziehung auf jenes Verfahren (dad man nach Gefal⸗ 
len ‚hinterher für fich vergleichen kann) und zugleich mit ei⸗ 
niger Abänderung im Bortrage, die Aufgabe mit ihrer Auf⸗ 
" Iöfung noch einmal vornehmen, u 
- Aufgabe. Die Complerionen einer gegebenen Summe 
n, unabhängig von vorhergehenden kleinern Summen, zu 
finden (10; ©. 93). | 


Erfte Auflöfung für die Summe 9, nad) Voecowih 
in Zahlen (u; ©, BT). | 


Zweyte Aufloͤſung fuͤr die Summe a n, nach Hinden⸗ 
burg, in Buchſtaben. 


I. Als erfte Complexion fege man a’ — a'T'a; bie 
"einzige auf a fi) endende Verbindung ber erſten Ab⸗ 
theilung. 


Die aufb, c, d. . . nach der Orduung ſich enden⸗ 
den Verbindungen der uͤbrigen. Abtheilungen; überhaupt 
jede folgende Abtheilung aus der unmittelbar vor 
‚bergebenden, (die mte aus ber [m-Il]ten) zu entwil⸗ 

kelu, befolge man nachſtehende Vorſchriften. 











eombinarorifcher und anderer Verfahren. 143 


U. Die auf den mten Buchflaben des Zeigers fich en⸗ 
denden Complexionen, oder Die nıre Abtheilung zu 
finden — | ‘ | | 

x) Bermindere man alle Eomplerionen der nächfivors 
hergeheuden (m — i)ten Abtheilung, die a enthalten, um 
Eina, umfiarrvesle tzt e n Buchflubens jeder fo verminder 


ten Complexion, ſetze man nun den nächftfolgenden 
(ſtatt des [m-ıJten, den mten des Zeigers). 


8) Bon den fo (nad) x) gefundenen Complexlonen ver⸗ 
mindere man die jen igen, die m oder mebrere a ents 
halten, um mmal a, und feße dofür, am Ende jeder fo 
verminderten Complexion, einen, bem letzten gleihen 
Buchſtaben (den mten des Zeigers) hinzu; oder, man erhöhe 
den Erponenten des letzten Buchſtabens um ı, 


Y) Auf die Eomplerionen die (2) gegeben hat wende 
man das Verfahren (3), und ebendaſſelbe noch weiter auf 
die dadurch erhaltenen neuen Complerioien , und fofort 
immer weiter an, fo Iange ſich Dadurch noch Compferionen 
erzeugen, Die mm oder mehrere a enthalten. Wuxer diefen 
Ünnen auch folche ſich ergeben und mit vorkommen, die wes 
niger a, auch gar keins, enthalten: diefe werden aber, 


beyweiterer Anwendung der Vorſchriften (z, 8) fogleich 
übergangen. Ä 


- Beyfpiel fr n 9 und m — 1,2, 3... oder, 


\ 
Auflöfung für die Summe 9, *in Buchflabenz, 
bedusßgihi, in Beziehung auf ihre Lokal wer⸗ 
then 2, 3, 4, 5, 6,7,8, 95 d. i. 


In meinen combinatorifchen Zeichen ausgedruͤckt, 
Auflöfung für 7 


(© b,c... ee) 
I, 2, 3... 728,9 


[4 


244 III. ienburg Begleichung verfchiedener, rꝛe. 


I) Für die er ſte Abtheilung Font 
Die Verbindung 22a’ 3, als erfie und einzige Com⸗ 
plerion (1) 
2) Sr bie zw eyte Abthelling, wo m=2, tommen, | 
Die Berbindung 2”b (U, «) 7 | 
} und daraus a’b’s und daraus ab}; und daraus a'b*. 
al, Br) 
3) Air die dritte Abthellung, wo m=3,fommen, 
Die Verbindungen a°c, a*bc, a?b?c, b’c (I, a) - 
und daraus a’c”, a'be? dl 8) 
und daraus e (u, y) . 


und fo weiter, für die äbrigen Complerionen der Äbri 
gen Abtheilungen, oder für. m=4 5 6.758 9; wie 
folche in (13) Seite 98 ſlehen. 








Die leute (hier die ge) Abtheilung beſteht wieber, wie 
Bie erſte, nur aus einer einzig eu Complexion (hier aus l 
dem gten n Bochſiaben des Zeigers) 
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IV: 


- - 


krlͤuterungen aͤber den Beweis des polynotztſchen Sehr: 

fies (Erfte Samml. comb. anal. Abhandl. S. 68:74) - 

von dem Verfaſſer des Beweiſes, G. &; Kluͤgel, 
Profeſſer zu alle 





— \ 
6. Heuffering bes Mecchfenten gedachter Sammlung 
Inder Allgem. Literaturzeitung 4796, No. 380 und 381, 
und einige mir fchriftlich zugefommene Bemerkungen des 
Hettu Prof. Rothe in Leipzig, vetanlaffen mich dieſe Erläus 
terungen über ben von mir gegebenen Beweis des polynomis _ 
ſchen Rehrfanes für jede Art von Exponenten aufzufeken, 


Die Recenfion ber Sammlüng don Abhandlungen über 
den polynomiſchen Lehrſatz in ber A.L.Z. ift mit Fleiß und 
kinſicht gemacht; nur eine Bemerkung in derfelben möchte 
kine Berichtigung nötbig haben. Es ift die Stelle, ©. 587, 
Ip von meinem Beweiſe ber Allgemeinheit jenes Lehr⸗ 
ſeheß die Rebe if. Der Mecenfent fagt, meine Schlußart 
fit nichts zu wänfchen übrig, als hoͤchſtens, daß ber legte . 
Bas (ohne Zweifel der Schluß $. 19) mathematiſch in voͤllis 
fr Strenge dargethan, ‘und man gehörig verſichert würde, 
hf nicht etwa mit dem fo dunklen Begriffe von For m ein 
Br im Beweife verbeikt tberbe, 

Der Recenſent hält alſo bie ban mir gebrauchte Schluß⸗ 
ht t (Raifonnemene) für mißlich, und möchte den Satz 
he Jormeln, ‚welche bie Gleichheit ausſagen, bewieſen 
| K | | 


- 





‚u NW. Kluͤgels Erläuterungen feines 


haben, Sollte aber der Begriff von Form in der Mas 
thematik fo dunkel ſeyn, als er es Hier fich vorftelt? 


a. der Philoſophie mögen die Begriffe, Form un 
Formal, Dunkelheit haben; und ich geftehe, daß Die Aus; 
druͤcke, forrdaler Grundſatz, formale MWiffenfchaft, formaler 
"Begriff, mir immer einiges Befinnen noͤthig machen. Wenn 
Form in der Philoſophie auch nicht vieldeutig iſt, fo ifl es 
Doch ein fo vielbefaffender Begriff, daß man Muͤbe hat, ei 
ne beſtimmte, deutliche Vorſtellung jedesmal Davon zu faſ— 
fen. "Aber in der Marhemarit ift ja Form ein ganz geläufi 
ger, völlig beſtimmter Begriffs Art der Zuſamme 
feßung einer Grdße aus andern Brdfen.. © 
iſt der binomiſche Lehrſatz die Form der Potenz einer zwey 
‚Xheiligen Gedße, als eines Aggregats von Produeten and be 
Potenzen der besden Theile ber Wurzel. Die Cardaniſch 
Megel ift die Forın der Wurzel einer eubifchen Gleichung, 
fern diefe Wurzel nur eine einzige ifl 5 und enthält auch drei 
mögliche Wurzeln in einer unmoͤglichen Form verhüllt. Kor 
einer Reihe, Form der Glieder einer Reihe, find gewoͤhnlich 
Ausdruͤcke. Ja die ganze Mathematik, auf Has Kuͤrz 
und treffendfte erklärt, iſt Wiſſenſchaft der Sorme 
der Groͤßen. Form ift der Begriff, wodurch Mathem 
er möglich iſt. Die formioſe Größe art | ber Metaph 
k zu. 















— ] 


/ 


In meinem Beweife Habe ich ausdruͤcklich die Erklaͤru 
mit einfließen laffen: „Die Formen ber, 6, Y% etc fü 
n biefelben mit den Formen der a, b, © etc; das heißt, j 
„ne werden aus à, b, c.. «und dem Exponenten m, a 
„eine aͤhnliche Art beftimmt, als wie a, b,c .. .a 
»% BY. . . und bem Erponenten n.“ Gleich dara 
erklaͤre ich uoch fuͤr einen beſtimmten —* was es heiße, € 
nerley Fotm haben. 





, 


| Beweiſes bes polynomiſchen Sehrfages, 47 


Eine Form Tann fchwer zu fallen ſeyn, wies. B. bie 
$orm des polyuomifchen Gates, allein der Erweis von der 
Uebereiuſtimmung der Formen wird durch die verwickelte Bes 
ſchaffenheit derfelben nicht erſchwert oder unficher, 


Der von mir- vorgetragene Beweis des polynomiſchen 


hrfages für bejahte gebrochne Erponensen *) beruht auf 
tm Princip der Uehnlichkeit, wenn ich mich des jetzt vom 
den Philoſophen haͤufig gebrauchten Ausdrucks, Prin cip, 
btienen darf, oder deutlicher, es kommt bey dieſem Beweis 


fe alles auf Aehnlichkeit, nicht auf Gleichheit am. 


die Aehnlichkeit der Functionen erwiefen, fo iſt ver Satz 
freng mathematisch erwiefen. Das von mir angewandte 
Verfahren Ift im dem Geiſte der Geometrie, die häufig Ue⸗ 
bereinſtimnung der Form, ohne Gleichheit der Größe, dar⸗ 
Ieat, dagegen in der Unalnfis faft Immer Verſchiedenheit der 
dorm, bey Gleſchheit der Gräfe, dargethan wird. Daher 
lann meine Schlußert uͤberraſchend fcheinen, wie fie cd dem 
Recenfenten in der U. 2.3, gewefen iſt. Euler nennt es 


ſhon ein ratiocinium non vulgare, daß bey der Muftipfie 


m.m-I 





ın 
tionen —. x + x 4 etc, durch 
_ 1 


1. 2 


n n. n-1I “ . 4 “ 
Io, — “x? 2 eto-bie ratio compofitionis 
I 1.2 


Di. Form) der Sorfficienten in dem Producte nicht von der- 
beſchaffenheit der Größen, m, n, abhange, fie mögen gans 


ı) Der Beweis ‚des Lebtſatzes für negative ganze Grponenten, 
in der Sammlung von Abhandlungen 6. 18. ©. 71, tft we⸗ 
ſentlich derfeibe mit dem, welchen ich tn dem. Anhauge zu 
Meiner analytiſchen Trigonometrie, 1770, für ben binomiſchen 
Xchtfag vorgetragen habe. Aber der Bewois für bejahte ges 

bdrochne @rponenten ift ganz andere Beats ale ber a.a. O. 
für ben hinomiſchen Lebrſatz, welches der Herr Verf. der Re⸗ 

‚ tenfion, der des dltern Beweiſes gedenkt, nicht bemerkt zu 

aben ſcheint. 
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248 | VWV. Kluͤgels Erläuterungen feines | 


ge oder irgend andere Zahlen bedeuten: De theorematd 
bioomiali $ 6. Comm. Petrop, novi, T. XIX. a. all 
377%» - | 


Bey den Beweife der Form des polynomiſchen Lehrfabes 
Für negative ganze Erponenten, weiß Ich Feine Schwierigfeit 
zu erdenken. Es wird dabey nur, wie bey dem Beweiſt 
für gebrochne Erponenten, der Satz als bekannt und erwies: 
fen vorautgefegt, daß zwey gleiche Functionen von eine, 
veränderlichen 2, Die von ben unveränderlichen Grdgen ig 
denfelben unabhängig ift, auch identifch find, das heißt, def 
‚ Die zu derfelben Potenz von z gehörigen Eoefficienten einan 
der gleich find >), Aus den Gleichungen für die Coeffis 
cienten in dem Quotienten zweyer Potentialgrößen laflen 
dieſe Eoeffisienten fi durch die gewöhnliche Buchſtabenrech⸗ 
nung finden. Die Rechnung aber würde. weitläuftg wer: 
den, und nur eine Fuduction gewähren. Darum muß man 
fie entbehrlich zu machen fuchen, welches auf eine völlig ein⸗ 

“ leuchtende Urt in $. 18. gefchehen iſt. 


Diefer Teichte Fall mag aber bienen e⸗ deutlich zu ma⸗ 


chen, wie man aus der Aehnlichkeit der Groͤßen, wodurch 


andere beflimmt werben, die Form ber letztern herleiter 
koͤnne. Es ſey 


(a-+bz 42ꝰ4 ete) a | 
(atbztez’ reg = A+ B2+C2 +Dz’+ etc; 
und p ſowohl als q ganze pofitive Zahlen. Man fehe 
(a+bz-+cz”-Fetc) Ima+pz+ v2 4-02?’ + etc 

(a+ bz +cz2* etc)? = a’ B’z+ Yz2+J2? 4 etc 


b) In Käftners Analyſſs enblicher Groͤßen $. 624 ber zten Ya 
find zweyerley Beweife dieſes Satzes gegeben. 


Beweiſes bes polynomiſchen Lehrſaßes. 149 
a B, 9, ete: a, A, y, etc burch ben polymomiihen Ä 
khriah gegeben werden, Nun ift | 


Ar + Ba. 2 + Ca, z2 + Da, 2’ + etc 
HAB: +BB.s +CP. ⸗ 
Zn + AY.s + By. ⸗ 
+Ad, ⸗ 
=«& + ßz + 72° + dz2? ete 
Die Coefficienten, die in beyden Theilen der Gleichung zu 
tinerley Potenz von z gehören, find gleich, daher A,B,C 
eic, aus den Größen ©, B, Y etc und x; 5 y eic bes 
fimmt werben, | 


Die Größen x, A, y etc finb denen a’, etc dhns 
lih, das heißt, jene werden aus a, b, c etc und q, eben 
ſo zſammengeſetzt, als wie dieſe aus a, b, c etc und’p, 
Wird sun der obige Bruch umgekehrt, ſo werden in den 
Werten von A, B, .C etc die Großen ©, 3, yetcund «, 
ß, y etc gegenfeitig vertaufcht. Da diefe fich ähnlich, und 
bloß durch bie Werthe von q und p verſchieden ſind, ſo find 
bie Esefficienten AyB, C etc in dem Werthe des gegebe: 
nen und des umgelehrten Bruchs auch nur alleiu Durch die 
Venauſchung bon p und q verfchieden, Alfo bat 
(a+ bz 4 02? 4 d2?+ etc) 4 einerley Form mit 
(+ bz + cz?-+dz?+etc)1?; ober (a+bz+cz * etc)" 
bat dieſelbe Fotm mit (a4 bz+ cz” +ete m, 


Dieſer Beweis bed pelhaomiſchen Lebrſatzes fuͤr negati⸗ 
"ganze Erponenten ift dem in $. 18. S, 7ı der Samm⸗ 
9%. aus dem Grunde vorzuziehen, weil er mit dem Be⸗ 
nie für, gebrochene pofitive Erponenten gleichartig iſt. 
Bır die bier gebrauchte Schlußart noch nicht einleuchtend 
fit, der ſielle die Eoefficienten A, B, C, D etc num 


1 / 
I) 
. \ s 


150 u IV. Klügels — feines . 


D< 6 B_ Br A 
- Inwolutorifch bin, z. B. D* — ——-7 


und bezeichne bie Coefficienten fuͤr den Quotjenten aus dem 
umgekehrten Bruche durch A/, Bi, C, D’ etc ſo iſt 

"::CcH By A | 

D= —— A _ — me In dieſem Coeffe | 
& B 





cienten und in. D find bie geftrichelten und ungeftrichelten 
„Eoeffisienten aus beyden Potentiafgrößen gegenfeitig vers 
tauſcht; beyde find aljo nur durch bie Vertauſchung der Erz 
ponenten pund gq verſchieder. 


An dem Beweiſe des polynomiſchen Lehrſatzes für bes 
zahte gebrechne Exponenten finde ich nichts weſentliches zu 
acndern. Jnzwiſchen will ich ihn mit einigen Meinen Er 
weiterungen des Vortrags wiederholen, wenn vielleicht bey 
Dem, Beftreben nad) Kürze gerade etwas ausgelaffen ſeyn 
follte, was einem andern noͤthig iſt, um den rechten Ge⸗ 
ſichispunct zu treffen. 












Die Potentialgroͤße (a 4 bꝛ 462ꝰ dæꝰ aetc) ꝝ läßt 
fich in eine andere (@+ Az +Yz’+dz’+ etc)" verwan⸗ 
deln, wenn m und n ganze Zahlen find, ‚wie hier noch ans 
genommen werben muß, Denn jede diefer Potentiglgrößen 
verwandle man in eine nach den Potenzen von z geordneit 
Reihe, zufolge des polynomiſchen Lehrſatzes für ganze be 
jahte Erponenten, Sebt man die Coefficienten derſelb 
Potenz in beyden Reihen fich gleich, fo find die beyde 
Reihen, alfo auch bie Votenzialgroͤßen glelch. Die parii 
cularen Gleichungen ſind 


t 





Beweiſes des pothnomiſchen leheſahes. 15 


an za" 
"Ab — It ß \ u 
Ya M-Ig 4 "Bath — wir em 2 


um 


- 


⁊ m 
Hieraus laͤßt fich die Potenzialgröße (a+bz-+cz?+ etc) ? 
durch eine nach den Potenzen von z geordnete Reihe darſtel⸗ 
u; allein das Geſetz der Eoefficienten wuͤrde nur auf einer 


Induction beruhen. Darum iſt es auch) hier ndthig, diefe_ 


nicht genugthuende Mechnung zu vermeiden. Inzwiſchen 
iſt es nuͤtzlich, die erſtern Glieder jener Groͤße zu berechnen, 
um das hier gebrauchse Verfahren ſich veuslicher zu machen, 


Die Formen der Coefficienten «, 3, Y etc find dieſel⸗ 
bin mit den Formen der Coefficienten a, b, c etc, nach der 
vorher gegebenen Erkl?rung diefed Ausdruds, wie ed die 


Gleichungen zur wechſelſeitigen Beſtimmung biefer Größen 


zeizen. Oder, bie Größen a, 8, yelc und a, b, c eto find, in 
ihrer Folge genommen, fih aualyt iſch ähnlich. Aiſo bar 


m — 
(a+bz2+c2°Fetc)" , einerley Form mit 8 z+ 72° + etc)”, 


folglich auch mit (a+bz +c’+ etc) =, wenn man naͤm⸗ 
lich nur auf die Art der Zuſammenſetzung, nicht auf die Quan⸗ 
fität, dad iſt, wenn man bloß auf die analntifche Aehnlich⸗ 
keit ſieht. Beyde Functionen von z, nämlich die erfie und 
dritte, entwickelt, unterfcheiden fich nur dadurch, daß im 


ven Coefficienten und Erponenten von a die Groͤßen m und 


2 mit einander vertauſcht find. Setzt man n — 1, ſo hat 


bꝛ crꝰ ꝓ etc)” einerley Form mit bæ +ete)”, m. 


de Potenz mit der Wurzel. 
Dieerftere fy— A +Bz + Cz”+Dz?’-Liete. 
die zweyte =A+Bz+02’+Dz’+etc, 


b 


4, 


‘ 


3% IV. Klügels Erlauterungen ſeines 
ſo find die Coefficienten derſelben Potenz fich aͤbnlich, und 


nur durch die Gröpen mund —, welche mit einander 
m 


vertauſcht ſind, verfchieben, Erbebt man beybe Functionen 
auf diefelie Potenz mit dem ganzen Exponenten p, fo find 
die Eoefficienten der entwickelten Potenz (A-+-Bz+Cz°+ etc)’ 
und (A +B’z+C’z” + etc)? nur durch bie gegemfeitig vers 


I . 
wechfelten Größen m und F verſchieden. Alſo hat 
u | fi 
: (a+bz+02?+ etc)? einerley Form mit fa+bz-+ez’+ etc)", 
ſo daß in den entwickelten Potenzialgrößen, in dieſer ſteht, 
wo in jener mp ſich findet. Setzt man ſtatt mp Kom ele 
ne andere ganze Zahl'r, fo wird zwar die Größe, aber nidt 


die Form geändert, und es hat folglich 
Aa+bz+ 2’ + etc) einerley Form mit _ 


@rbare +” oo. I 


Der Beweis fuͤr negative gebrochne Erponenten, bleib 
ſo wie er in $. 20 meines Aufſatzes gegeben iſt. 





Ein paar Erlaͤuterungen uͤber die beyden Formeln 
polynomiſchen Lehrſatzes mögen bey dieſer Gelegenheit no 
Platz finden, 


Die Formel für (a +b-Fc+d+ etc)”, wo m eine gan 
ge bejahte Zahl ift, in $. 16. ©, 67 meines Aufſatzes i in d 
erſten Sammlung, bricht ab, wenn der Erponent von 
Null if. Das Glied, worin a° der Factor ift, enchält a 
Partialprödnete von m Factoren, unter welchen fein a vo 
tommt. ‚Alle Äbrigen Partialgroducte, bie a enthalten, fi 
unter den vorhergehenden Gliedern der Formel befindii 





N 
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in dem erſten Gliede der Formel, a"; in- dem zweyten dies 
jenigen, welche amt enthalten; und fo ferner, bis auf dab 5 
vorletzte, worin a mit m—ı Zectorera aus der Reihe, by 

c, d ete befindlich if, 


Das Polhnomian⸗ ſey aybz+ce? .... ka’ 
Wird dieſes auf die mte Potenz erhoben, fo iſt die hoͤchſte 
Potenz von z in berfelben, die mit dem Exponenten mar, und 
die Reihe bricht mit tem (mr +Tten Gliede ab, Ein Glied 
diefer Reihe ſey Lz*. Es enthält L. alle die Partialpros 
dncte von m Factoren aus ten Ordfien a, b, c etc, in wels 
hen die Sunnme der Abſtaͤnde von a dem Exponenten A. 
geih it, wobey alfo für a felbft der Abſtand als Null ges - 
ahnen wird, Je weniger Factoren aus ber Meibe b, c. 
.k genpmnien werben, deſto entferntere mäffen es 
m um bie Summe ber Abftände voll und fo groß als die 
Zahl A zu machen. Iſt 2 r, und bezeichnet man den 
Coefficienten von 2* in Z durch % (A+n, fo ift das erfte 
Old von L— Aa”, x (AN), Das legte Glied if 
—X 
—* wenn m>Aift. Es bedeuter A den Ateu Bis 
nomiaicoefficienten, oder den (A-Lten nad) dem erſten A. 
Beim man nemlich von den Größen €, d’etc keine zu Facto⸗ 
ren nimmt, fo muß man A Factoren b nehmen, mehr als 
man von jenen eine oder mehrere aufgenonimen werben, 
Mm<A,. fo bricht der Evefficient L mit dem Gliede ab, 
das den Factor a° bat, voer welches alle die Partialpro⸗ 
duste befaßt, im welchen fein « ald Factor vorlommt. Die 
Summe der Abſtaͤnde der Factoren in jedem Partialproducte 
von dem Anfangsgliede a kann den Erponenten m ber Pos 
lenz nicht überfchreiten. Ä 
Der Fall iſt noch zu betrachten, da der erpouen x: de ‚ 
bettzten Gliedes in Z Heiner iſt als A, Alsdanu fallen vom 
Anfauge in L. eins oder mehrere Glieder weg. IfA>E 
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244 IN. Sindenburg, Begleichung veſſchiedener, ꝛe. 


1) Fuͤr die erfte Abtheilung Tommmt 
Die Verbindung 2-2? a, ale erſte und einzige Com⸗ 
plexlon (1) | 
-&) Shr bie zw eyte Abtheilung, wo m=2; kommen, 
Die Verbindung a a’b (U, «) Dan 
, und daraus aſbꝰ und daraus a?p? j und daraus a'b* 
ai, Br): 
3) zur bie dritte dest iso m=3, kommen, 
, Die Verbindungen a‘ "c, abc, a?b?c, bꝰe (1,'e) - 
° und darans a’c”, aibe AL 8) 
und daraus €’ (u, y) 


und fo weiter, für die übrigen Complexionen der Äbri 
"gen Abtheilungen, oder fuͤr m4, 5 6.7; 8 9; wie 
folche in (13) Seite 98 ftehen; 


Die lette (hier die gte) Abtheilung beſteht wiedet, wie 
Bie erſte, nur aus einer einzigew Complexion (hier aus . 
dem Hten n Buchſaahen des #Beigere) | 
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IV. 
Erläuterungen fiber den Beweis des polynomſchen Sepe: 
fies (Erfte Samml. comb. anal, Abhandl. S. 68:74) - 
son dem Verfaſſer des Beweifes, G. S. Kluͤgel, 
| Profeffor zu Halle, 


“ — er; 





— 


% 


r\ \ 


En Aeuſſerung des Recenſenten gedachter Sammlung 
In der Allgem. Literaturzeitung 1790, No. 380 und 381, 
ind einige mir fehriftlich äugelommene Bemerkungen des 
Senn Prof, Rothe in Reipzig, veranlaffen mich dieſe Erlaͤu⸗ 
terangen über den von mir gegebenen Beweis des polynomis 
ſhen Lehrſatzes für jede Art von Erponenten aufzufeßen, 


Die Recenfion der Sammlung von Abhandlungen über 
ben polgnonfifchen Lehrſatz in der A.L.Z. ift mit Fleiß und 
Einfiht gemacht; nur eine Bemerkung im derfelben möchte 
ine Berichtigung näthig haben. Es ift die Strelle, ©. 587, 
bo son meinem Beweiſe der Allgemeinheit jenes Lehrs 
aheß die Mebe if. Der Recenſent fagt, melne Schlußart 
el nichtg zu wänfchen übrig, als hoͤchſtens, daß ber leute . 
Bas (ohne Zweifel der Schluß $. 19) tathematifch in voͤlli⸗ 
fr Strenge dargethan, “und man gehdrig verfichert würde, 
uf nicht etwa mit beim fo dunklen Begriffe von Form ein 
Trug im Beweiſe verdeckt werde. 


| Der Recenſent haͤlt alſo die bon mir gebrauchte Schluß⸗ 

t (Raiſonnement) für mißlich, und moͤchte den Gag 

nd Formeln, ‚welche die Gleichheit ausſagen, bewieſen 
OR | | 


— 
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haben, Sollte aber der Begriff son Form in der Ma: 
thematit fo dunkel ſeyn, als er es hier ſich vorfteh? 


In der Pbilofophie mögen die Begriffe, For m und 
Sormal, Duntelpeit haben ; und ich geftehe, daß die Aus; 
druͤcke, formaler Grundſatz, formale Wiſſenſchaft, formaler 
Begriff, mir immer einiges Beſinnen noͤthig machen. Wenn 
Form in der Philoſophie auch nicht vieldeutig iſt, ſo iſt es 
Doch ein fo vielbefaſſender Begriff, daß man Mühe hat, ein 
ne beſtimmte, dentliche Vorſtellung jedesmal davon zu fals 
fen. "Aber in der Mathemaiik ift ja Form ein ganz geläufis 
ger, völlig beſtimmter Begriff: Art der Zuſam men⸗ 
feßung einer Grdße aus andern Erden... & 
iſt der Binomifche Lehrſatz die Form der Potenz einer zwey⸗ 
‚Fheiligen Groͤße, als eines Aggregats von Produeten ans ben 
Potenzen der beoden Theile ber Wurzel. Die Cardaniſche 
Megel ift die Form der Wurzel einer cubiſchen Gleichung, fo 
fern dieſe Wurzel nur eine einzige if ;- und enthalt auch drey 
mögliche Wurzeln in einer unmöglichen Form verhuͤllt. Form 
einer Reihe, Form der Glieder einer Reihe, find gewöhnliche 
Ausdruͤcke. Ja die ganze Mathematik, auf das Kuͤrzeſte 
und treffendſte erklaͤrt, iſt Wiſſenſchaft der Formen 
der Groͤßen. Form iſt der Begriff, wodurch Mathema—⸗ 
möglich iſt. Die formloſe Große gehoͤrt ber Metaphy⸗ 
k zu. 


/ 


In meinem Beweiſe habe ich ausdruͤcklich die Erklaͤrung 
mit einfließen laſſen; „Die Formen der x, 6, Y, etc find 
n biefelben mit den Sormen ber a, b, © etc; das heißt, je: 
„ne werden auda, b, c.. ı und bem Exponenten m, auf 
„eine aͤhnliche Art beftimmt, als wie a, b, c .„ . aus 
»% B, Y ... . und bem Erponentenn.“ Gleich darauf 
erfiäre ich noch für einen beſtimmten Fall, was es heiße, ei⸗ 
nerley Fotm haben. 








' 
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Eine Form kann fchwer zu faflen ſeyn, wie z. B. die 
Form des polynomiſchen Satzes, allein der Erweis-oon der 
Uebereinſtimmung der Sormen wird durch die verwickelte Bes 
ſchaffenheit derſelben nicht erſchwert oder unficher. 


Der von ıhir- vorgetragene Beweis des gelnnomifchen ' 


Lehrſatzes fir bejahte gebrochne Erponenten *) beruht auf 
dem Princip der Uehulichkeit, wenn ich mich des jetzt von 
den Philoſophen häufig gebrauchten Ausdrucks, Prin cip, 
bedienen darf, oder deutlicher, es kommt bey dieſem Beweis 


fe alles auf Aehnlichkeit, nit auf Gleichheit am. - 


Iſt die Aehnlichkeit der Functionen erwiefen, fo ift ver Sag 
fireng mathematiſch erwieſen. Das von Mir angewandte 
Verfahren ift in dem Geiſte der Geometrie, die häufig Ues 
Bereinftinnmung der Form, ohne Gleichheit der Größe, dar⸗ 
legt, dagegen in der Unalnfis faft Immer Verfchiedenheir der 
Form, Bey Gleichheit der Gräfe, dargetban wird, Daher 
kann meine Schlußart überrafchend fcheinen, wie fie ed Dem 
Recenfenten in der U. 2.3, gewefen if. Euler nennt ed 


ſchon ein ratiocinium non vulgare, daß bey der Multipli⸗ 


m.m-I 





x” 4 ete. | durch 


m 
tation von 4 —.X + 
F 1 
n n. n-1I “ ‘ . “ . 
Ip“. — -——— y? + etc. bie ratio compofitionis 
I . 1.2 


(b. i. Form) der Coefficienten in dem Probucte nicht Yon der- 
Beſchaffenheit der Groͤßen, m, n, abhange, fie mögen gan⸗ 


a) Der Beweis des Lehtſatzes fuͤr negative ganze Exponenten, 
in der Sammlung von Abhandlungen 6. 18. ©. 71, iſt we⸗ 
fentlih berfelbe mit den, welchen ich in bein. Anhauge zu. 


meiner analytiſchen Trigonometrie, 1770, fie den binomifchen > 


Xebtfaß vorgetragen habe. Aber der Bewais fr bejahte ges 
brochne Erponenten iſt ganz andere Ceete als der a. a. D. 
für den binomiſchen Lehrſatz, welches der Herr Verf. der Res 
cenſion, der des aͤltern Beweiſes gedenkt, nicht bemerkt zu 
haben ſcheint. 


Ra 
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ge oder irgend andere Zahlen bedeuten: De theoremate 
bioomiali G. 6. Comm. Petrop, novi, T. XIX. a2 
177% — 


Bey dem Beweiſe der Form des polynomiſchen Lehrſatzes 
für negative ganze Exponenten, weiß Ich keine Schwierigkeit 
zu erdenken. Es wird dabey nur, wie bey dem Beweiſe 
für gebrochne Erponenten, der Satz als bekannt und erwie⸗ 
fen vorausgeſetzt, daß zwey gleiche Functionen von einer 
geränderlichen 2, die von ben unveränderlichen Groͤßen in 
den ſelben unabhängig ift, auch identiſch find, das heißt, daß 

die zu derfelben Potenz von z gehörigen Eoefficienten einans 
der gleich find °), Aus den Gleichungen für die Coeffi⸗ 
cienten in dem Quotienten zweyer Potentialgroͤßen laſſen 
dieſe Coefficienten ſich durch die gewoͤhnliche Buchſtabenrech⸗ 
nung finden. Die Rechnung aber wuͤrde weitlaͤufig wer⸗ 
den, und nur eine Induction gewaͤhren. Darum muß man 
fie entbehrlich zu machen ſuchen, welches auf eine voͤllig ein⸗ 
leuchtende Art in $. 18. gefchehen iſt. 


- 








Diefer Leichte Fall mag aber bienen es deutlich zu mes 
chen, wie man aus der Mehnlichkeit ver Groͤßen, wodurch 


andere beflimmt werben, -die Form der letztern herleiten 
koͤnne. Es fey | 


(4ba eꝛ 4 et ArBetCztiDeit: 
(a 4 be 42 4 etty +B2+02 +D2 rei 
und p ſowohl als q ganze pofitive Zahlen. Man fee 
(a+bz-++cz”+etc)I=x4 Bz + y2”2-02?+ etc 

(a 4 bz +12? + et? — a HB zhYz° +2’ ete 


b) In Käftners Analyffs endliher Wrößen $. 624 ber 3ten Ah 
find zweyerley Beweiſe dieſes Satzes gegeben. 


D 
! 
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ma; 6, 9, ete; @, A, Y, ete durch den peiynomiſchen 
kehrſatz gegeben werden. Nun iſt 


Ax + Ba. z + Ca, 2? + Da. z’+ etc 
HAB +BB.= +CB. » 
B + Ars + By. ⸗ 
+ Ad. a 
= «+ 42 + v2’ + dz? ete 
Die Coefficienten, die in beyden Theilen der Gleichung zu 
einerley Potenz von = geboͤren, find gleich, daher A,B,C 


etc, aus den Größen «, A, y etc und a’, PB, ete be⸗ 
fimmt werben, 


Die Größen «, A, y etc find denen a’, 8" Y' etc dhns 
ih, dad heiße, jene werden aus a, b, c etc und q, eben 
ſo zuſammengeſetzt, als wie diefe aus a, b, c etc und’p, 
Bird nun der obige Bruch umgekehrt, ſo werden in den 
Werben von A, B, .C etc die Groͤßen a, 3, y etc und 7 
ß, y etc gegenfeitig vertaufcht. Da diefe fich aͤhnlich, und 
bloß durch die Werthe von q und p verfchieden find, fo find 
die Coefficienten A, B, C etc in dem Werthe des gegebe: 
nn und des umgelehrten Bruchs auch nur alleiu Durch die 
Dertaufchung von p und q verſchieden. ‚Ufo hat 
(@+bz + c2? +dz2’+ etc), P-4 einerleg Form mit 
(a+bz + cz? +dz’+ete)T?; ober (a+bz+ cz * etc)” 
hat dieſelbe Form mit (a+ bz+ cæ* + etc)", 


Diefer Beweis des poldnomiſhen Lebrſatzes für negatis | 
R ganze Exponenten ift dem in $. 18. S. zı der Samme 
Img x. aus dem Grunde vorzuziehen, weil er mit dem Ben 
bie für, gebrochene pofitive Exponenten gleichartig if. 
Bır die hier gebrauchte Schlußart noch nicht einleuchtend 
fit, der fielle die Goefficienten A, B, C, D etc nm 


f ‘ y 
’ ) 
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c : pr 
> Inwoltorifch hin, .8,D= — — — — — — — —-, 


& & x & 


und bezeichne bie Coefficienten für den Quotienten aus dem 
umgelehrten Bruche durch A/, Bi, C/, D’ etc ſo iſt 
.::c By“ A 
D = —— CR _ ur ae In dieſem Coeffi⸗ 
e & .. 


[4 


& & 


- cienten und in. D find die geftrichelten und ungeftrichelten 
„Eoeffisienten aus beyben Potentialgroͤßen gegenfeitig vers 
tauſcht; beyde find alſo nur durch die Vertauſchung der Eis 
ponenten p und q verſchleden. 


An dem Beweiſe des polynomiſchen Lehrſatzes für be 
jahte gebrechne Exponenten finde ich nichts weſentliches zu 
andern. Inzwiſchen will ich ihn mit einigen Meinen Er 
weiterungen ded Vortrags wieberholen, werm vielleicht bey 
dem, Beftreben nach Kürze gerabe etwas ausgelaſſen fern 
follte, was einem andern udihig iſt, um den rechten Ge⸗ 
fſichispunet zu treffen. Zn 


Die Votentialgroße (a 4 bꝛ +c2”+d2?’F- etc)” läßt 
fich in eine andere (c+ Bz+Yz2”+dz’ + etc)” verwan⸗ 
deln, wenn m und n ganze Zahlen find, wie hier noch ans 
genommen werben muß, Denn jede diefer Potentiglgrößen 
verwandle man in eine nach den Potenzen von z georbneit. 
Reihe, zufolge des polynomifchen Lehrſatzes für ganze be 
jahte Exponenten. Setzt man die Coeffictenten verfelben 
Potenz in beyden Reihen fich gleich, fo find die beyden 
Reihen, alfo auch bie Potenzialgrößen aleich. Die ‚pers 
cularen Gleichungen ſind 
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2 
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Hieraus laͤßt fich die Potenzialardße (aFbz-+c7’+ etc) n 
dirch eme nach) den Potenzen von z geordnete Reihe darſtel⸗ 
lu; allein das Geſetz der Coefficienten würde nur auf einer 
Induction beruhen. Daram iſt es auch hier ndthig, dieſe 
nicht genugthuendbe Mechnung zu vermeiden. Inzwiſchen 
itt es nuͤtzlich, die erflern Glieder jener Groͤße zu berechnen, 
um das hier gebrauchte Verfahren ſich veuslicher zu machen, 


Die Formen der Goefficienten &, ß, y etc find dieſel⸗ 
bin mit den Formen der Coefficienten a, b, c etc, nach der 
vocher gegebenen Erflirung dieled Ausdruds, wie es die 
Gleichungen zur wechfclfeirigen Beftimmung biefer Größen 
jigen. Oder, die Groͤßen a, 3, yetc und a, b, c eto find, in 
her delge genommen, ſich aualytiſch ähnlich. Alſo bar 


"m — 
(bz4cz2ꝰPete)n, einerley Form mit 8 z4+ 72° + etc)”, 


folglich auch mit (a+bz +c2* + etc) =, wenn man naͤm⸗ 
(ih nur auf die Art der Zuſammenſetzung, nicht auf die Quan⸗ 
fit, das iſt, wenn man bloß auf die analytiſche Aehnlich⸗ 
hir fieht. Beyde Functionen von 2, nämlich die erſte uud 
deitte, entwickelt, unterſcheiden ſich nur Dadurch, daß in 
ka Coefficienten und Exponenten von a hie Groͤßen m und 
D mit einander vertauſcht find. Set mann=ı, fo hat 


Pb + etc)” einerley Form mit R Leite)", De 
Ne Potenz mit der Wurzel. 
Die erſtere fy-— A-+Bz + Ez?”+Dz’+.etc. 
die zweyte —A+Bz-+02’+Dz’ ete. 


19 IV. Klügels Grlauterugen feines \ 

ſo find bie Eoefficienten derſelben Potenz fich aͤhnlich, und 
nur burch bie Gröpen m und — , welche: mit einander 
vertauſcht find, verſchieden. Erhebt man beyde Funclionen 
auf dieſelbe Potenz mit dem ganzen Exponenten p, fo find 


vie Eoefficienten der entwickelten Potenz (A-+-Bz+-Cz°+ etc)’ 
und (Y+Bz+Cz’+ er) nur durch bie gegenfeitig vers 


wechſelten Größen m und = verfchieden, Alſo hat 


\ . r 

; (a+bz-+cz*} ete)"? nerbe Form mit (a+-bz-+cz’+ etc)", 

| fo dag inden entwicelten Potenzialgrdßen, in dieſer r ſteht, 
X 


wo in jener m̃p ſich findet. Setzt man ſtatt mp irgend ei⸗ 
ne andere ganze Zahl r, fo wird zwar die Groͤße, aber nicht 
die Form geändert, und es hat folglich 

4 + bz + cz” + etc)” einerley Form mit 


Grbate 4 et)" *8 u 


Der Beweis für negative gebrochne Exponenten, bleib 
ſo wie er in 20 meines Aufſatzes gegeben iſt. 





Ein paar Erlaͤuterungen uͤber die beyden Formeln d 
polynomiſchen Lehrſatzes moͤgen bey dieſer Gelegenheit no 
Platz finden, 


Die Formel für (a +b-Fc+d+ etc)", wo m eine gan 
ge bejahte Zahl ift, in $. 16. S. 67 meines Aufſatzes i in de 
erfien Sammlung, bricht ab, wenn der Erponent von i 
Null iſt. Das Glied, worin a° der Factor ift, enthaͤlt all 
Partialpröbnste von m Factoren, unter welchen kein a vor 
Tommt. Alle Äbrigen Partialproducte, bie a enthalten, fin n 
unter ben vorhergehenden @liederu der Sormel befind:i 


f 
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‚in dem erften Gliede der Formel, a”; in-dem zweyten dien 
jmigen, welche a” enthalten; und fo ferner, bis auf das 
sorleßte, worinu a mit m-1 Bactoren aus ber Neiße, by 
c, d ete befindlich iſt. 


Das Pelyaomiun⸗ ſey aybztee? ... kæatr 2. 
Wird dieſes auf die mte Potenz erhoben, fo iſt die hoͤchſte 
Potenz von 2 in derſelben, die mit dem Exponenten mir, und 
die Reihe bricht mit dem (mr +r)ten Gliede ab, Ein Glied 

diefer Reihe ſey Lz’., Es enthält L alle die Partialpros 
ducte von m Factoren aus ten Größen a, b, c etc, in wel⸗ 
hen die Sunme der Abſtaͤnde von a dem Erponenten A. 


gleich it, woben alfo für a felbft ver Abftand ais Null ges . - - 


rehnet wird, Je weniger Factoren auß ber Reihe b, c, 
d....k genpmnien werben, deſto entferntere muͤſſen es 
fun, am die Summe ber Abftände voll und fo groß als die 
Zahl A zu machen. SEA <r, und bezeichnet man den 
Coefficienten von 2* in Zdurh x (A+T5, fo iſt das erſte 
Died von L— Aa”, x A+n). Das legte Glied iſt 


—X 

EN wenn m>Aift. Es beteuter A den Atey Bis 
nominlcpefficienten , oder den (A-Iten nad) dem erften A. 
Venn man nemlich von den Größen €, d etc Keine zu Facto⸗ 
ren nimmt fo muß man A Factoren b nehmen, mehr als 
wenn von jenen eine oder mehrere aufgenonimen werben, 
Iſtm A, ſo bricht der Evefficient L_ mit dem Gliede ab, 
das den Factor a° bat, voer welches alle die Partialpro« 
ducte befaßt, im welchen fein « ald Factor vorlommt. Die 
Summe der Abftände der Factoren in jedem Partialproducte 
von dem Anfangögliede a kann den Erpouenten m ber Pos 
lenz nicht überfchreiten. | 


Der Fall ift noch zu betrachten, ba der Ewenen x: des , 
letzten Gliedes in Z Heiner iſt als A, Alsdann fallen vom | 
Unfange in L eins oder mehrere Sleder weg. Ii>t, 
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vbaben. Sollte aber der Begriff von 5 em in der Du 
thematik fo dunkel ſeyn, als er es bier fich vorſtellt? 


In der Philoſophie mögen die Begriffe, Form un 
Formal, Dunkelheit haben; und ich geſtehe, Daß die Aus— 
- drüde, formaler Brundfag, formale Wiſſenſchaft, formaler 
Begriff, mir immer einiges Befinnen nörhig machen, Wenn 
Form in der Püilofophie auch nicht vieldeutig ift, fo iſt es 
Doch ein fo vielbefaffender Begriff, daß man Mühe hat, eis 
ne beſtimmte, deutliche Vorſtellung jedesmal Davon zu fals 
fen: Aber in der Marhemarik ift ja Form ein ganz geläufs 
ger, völlig beſtimmter Begriffs Art der Zufammen 
fegung einer Größe aus andern Sroͤßen. © 
tft der binomiſche Lehrſatz die Form der Potenz einer zwen 
Theiligen Groͤße, als eines Aggregats von Produeten aus den 
Potenzen der beſsden Theile ber Wurzel. Die Cardaniſche 
Megel ift die Form der Wurzel einer enbiſchen Gleichung, ſo 
fern diefe Wurzel nur eine einzige iſt; und enthalt auch dred 
mögliche Wurzeln in einer unmöglichen Form verhüllt. Fom 
einer Reihe, Form der Glieder einer-Neihe, find gemwöhnl'ce 
Ansdruͤcke. Ja die ganze Mathematik, auf Has Kürzefe 
und treffendfle erklaͤrt, iſt Wiſſenſchaft der Formen 
der Groͤßen. Form iſt der Begriff, wodurch Mathema⸗ 
möglich iſt. Die formloſe Groͤße gehört der Metaphy⸗ 
k zu. 








/ 


In meinem Beweife habe ich ausdruͤcklich die Erklärung 
mit einfließen Laffen: „Die Formen der, A; y, etc find 
„ diefelben mit ben Formen der a, b, ©, etc; das heißt, je 
„ne werden aus à, b, c.. ı umd bem Exponenten mn, ouf 
„eine ähnliche Art beſtimmt, ala wie a, b, c 2.0. aus 
»% ß, 9%... und ben Erponentenn.“ Gleich berauf 
erfiäre ich uoch für einen beftimmten Gall, was es heiße, eb 
nerley Form haben. \ 


' 


| Beweiſes bes polynomiſchen Lehrſates. u7 


Eine Form kann fchwer zu faſſen ſeyn, wies. 3, die 
Form des polguomifchen Satzes, allein der Erweis vdn der 
Uebereiuſtimmung der Formen wird Durch die verwidelte Bes 
ſcheffenheit derfelben nicht erfchwert oder unficher. 


Der von mir vorgetragene Beweis des yelnnomifchen 


kehrſatzes für bejahte gebrochne Erponenten *) beruht auf 
dem Princip der Aehulichkeit, wenn ich mic) des jetzt vom 
den Philofophen häufig gebrauchten Ausdrucks, Princip, 
betienen darf, oder deutlicher, es lommt Bey dieſem Bewei⸗ 
fe alles auf Aehnlichkeit, nicht auf Gleichheit an. 
I die Aehnlich keit der Functionen erwieſen, fo iſt ver Sat 
freng mathematiſch erwieſen. Das von mir angewandte 
Verfahren iſt in dem Geiſte der Gcometrie, die häufig Ues 


bereinſtimmung der Form, ohne Gleichheit der Größe, dar⸗ 


legt, dagegen in der Unalnfis faft immer Verfchiedenheit der 
vorm, Bey Gleithheit der Gräfe, dargetban wird. Daher 
lann meine Schlußart überrafchend fcheinen, wie fie ed dem 


Recenfenten in der U. 2.3, geweſen iſt. Euler nennt ed 


(den ein ratiocinium non vulgare, daß bey der Multipli⸗ 
m.m- 





. P ete. durch 


— an - 
tation von 4 —.x+ 
— 1 


n n.n 21 ⸗ 
1 2. æ 2* + eto.bie ratio compoſitionis 
I . 1.2 


(8.1. Form) der Soefficienten in dem Producte nicht Yon der 


Veſchaffenheit der Größen, m, n, abhange, fie mögen gans 


9) Der Beweis des Lehtſatzes für Negative ganze Crponenten, 
in der Sammlung von Ubhandlungen 6. 18. ©. 71, iſt we⸗ 
fentlih Dderfelbe mit ben, welchen ih in dem Anhauge zu. 


meiner analytiſchen Trigonometrie, 1770, für den binomifhen > 


‚ tebtfag vorgetragen habe. Aber der Bewais für bejahte ges 
brochne Erponenten ift ganz andere Leete ale der a. a. O. 
für den binomiſchen Lehrſatz, welches der Herr Verf. der Re⸗ 
tenſion, der des aͤltern Beweiſes gedeukt, nicht bemerkt zu 
haben ſcheint. 
8a 
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ge vder irgend andere Zahlen bebeuten: De theoreémate 
binomiali 9. 6. Comm. Petrop, novi, T. XIX. aa 
371% 





Bey dem Beweife ber Form bes polynomiſchen Lehrſatzes 
Für negative ganze Erponenten, weiß ich Feine Schwierigkeit 
zu.erdenfen. Es wird dabey nur, wie bey dem Beweiſe 
für gebrochne Erponenten, ber Satz als bekannt und erwie⸗ 
fen vorausgeſetzt, daß zwey gleiche Functionen von einer 
Beränderlichen 2, die von den unveränderlichen Groͤßen in 
denfelben unabhängig ift, auch identiſch find, das heißt, daß 
‚die zu derfelben Potenz von 2 gehörigen Eoefficienten einan⸗ 
der gleich find 5), Aus den Gleichungen für die Coeffi⸗ 
cientn im dem Quotienten zweyer Potentialgrößen laſſen 
dieſe Eoeffisienten ſich durch die gewöhnliche Buchſtabenrech⸗ 
nung finden. Die Rechnung aber würde weitläufig wer: 
den, und nur eine Juduction gewähren, Darum muß man 
fie entbehrlich zu machen fuchen, welches auf eine völlig ein- 

“ leuchtende Art in $. 18. geſchehen iſt. 





Diefer Teichte Fall mag aber bienen es Deutlich zu me: 
chen, wie man aus der Aehnlichkeit ver Orden, wodurch 


andere beflimmt werben, die Sorm der letztern herleiten 
koͤnne. Es ſey 


(a 4b2 +c2? Het)? AaBerc 
(atrbz+cez’ Heil +Bz4C2+Dz + ei, 


und p ſowohl als q ganze pofitive Zahlen. Dan fee 
(a+bz + cz" Fetc)I=«+ Pz+Yz’ +62’-+ etc 
(a-f bz 4cæ⸗ ete)y —X hyYz2+dz’t ete 


b) In Räftners Analyſſs endlicher Groͤßen $. 624 ber sten Ynf 
find zweyerley Beweiſe dieſes Sapes gegeben. 


® 
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wa ß, 9, etc; a, A, y', etc burch ben polymomifihen 
kehrſatz gegeben werben, Nun iſt 


Ax + Ba. 2 + Cu, z? + Da. 2’ + etc | 
FARB: + BB.» + Ch. s | 
\ +Ays + By. ⸗ 
| + Ad. a 
=hßehyzt4 dei oe 
Die Goefficienten, die in beyden Theilen der Gleichung zu 
einerley Potenz von z gehören, find gleich, daher A,B,C 


stc, aus den Größen «, B, y etc und a’, P’, y etc hen 
finmt werben, | 


Die Grdßen «, A, Y etc find denen a’, 2’ Y' etc dhns 
lih, das heißt, jene iverden aus a, b, c etc und q, eben 
ſo zuſammengeſetzt, als wie diefe aus a, b, c etc und'p, 
Wird nun der obige Bruch umgekehrt, ſo werden in den 
Wenden von A, B, C etc die Grdßen.a, 8. yetcund «, 
ß, y’ etc gegenfeitig vertaufcht. Da diefe fich ähnlich, und 
bloß ducch die Werthe von q und p verfchieden find, fo find 
bie Eoefficienten A,B, C etc in dem Werthe des gegebe: 
en und des umgekehrten Bruchs auch nur allein Durch die 
Derraufhung von p und q verfchieden, ifo hat 
(+bz +02? 4 4224 etc) P”1 einerley Form mit 
(a+ bz + cz? +dz?-tetc)I?; ober (a 4 bz 4 cz’ Hetc)" 
It diefelbe Form mit (a+bz+ cz’ + ete)"", 


Diefer Beweis des pofgnomifgen Lehrfahes für negati⸗ 
de ganze Exponenten iſt dem in $. 18. S. 71 der Samm⸗ 
Img ıc, aus dem Grunde vorzuziehen, weil er mit dem Be⸗ 
wveiſe für, gebrochene pofitive Erponenten gleichartig iſt. 
Ber die bier gebrauchte Schlußart noch nicht einleuchtend 
det, der flelle Die Coefficienten A, B, C. D etc nu 


| . ‚ 
| ) 








ud 1 
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CB By A/ 
iuvolutoriſch hin, z. 8, D=E - - m —., 
& [04 * & 


und bezeichne die Eoefficienten für den Quotjenten aus dem 


umgekehrten Bruche durch A/, Bi, C, D’ etc ſo iſt 
- 8 C By AV 
D=—- Se — — — * In dieſem Coeffi⸗ 
4 & & & | , 


cienten und in. D find bie geftrichelten und ungeftrichelten 


Eoeffisienten aus beyden Potentialgroͤßen gegenfeitig vers 
tauſcht; beyde ſind alſo nur durch die Veriauſchung der Ex⸗ 
ponenten pund q verſchſeden. 


An dem Beweiſe des polynomiſchen Lehrſatzes für bes 
dabte gebrechne Exponenten finde ich nichts weſentliches zu 
aA”ndern. Juzwiſchen will ich ihn mit einigen Meinen Er⸗ 
weiterungen des Vortrags wieberholen, wenn vielleicht bey 
dem, Beſtreben nad) Kürze gerade etwas ausgelafien feyn 
folte, was einem andern ndthig iſt, um den rechten Ge⸗ 
ſichispunct zu treffen, 2 . 

Die Potentialgroͤß⸗ (a+bz 4c2ꝰ 4 dæꝰ eteq) m laßt 
fich in eine andere (@+B2+Yz”+dz’} etc)” verwan⸗ 


deln, wenn m und n ganze Zahlen find, ‚wie hier noch ans 


genommen werben muß, Denn jede diefer Potentiglgrößen 
verwandle man in eine nach den Potenzen von z geordnete 
Reihe, zufolge des polynomifchen Lehrſatzes für ganze be 
jahte Exponenten. Setzt man die Coeffictenten derſelben 
Potenz in beyden Neihen fich gleich, fo find die beyden 
Reihen, alfo auch die Potenzialgrößen alelch. Die patti⸗ 
cularen Gleichungen ſind 


t 








Beweiſes des pohnomiſhen ehrſahes. st 


am — «" 
Aam⸗ip — nat \ \ 
ma me 4 Ban-p — Aan i + I) m 3 
u, 2; m 


o 


oo. ir 

Hieraus laͤßt fich die Potenzialgröße (a-+bz-+c2?F etc) ? 
durch eme nach) den Potenzen von = geordnete Reihe darfiels 
lu; allein das Geſetz der Coefficienten würde nur auf einer 
Induction beruhen. Darum iſt es auch hier ndthig, diefe 
nicht genugthuendbe Mechnung zu vermeiden. Inzwiſchen 
ed näglich, die erflern Glieder jener Größe zu berechnen, 
um das hier gebrauchse Verfahren fich deuslicher zu machen, 


Die Formen der Coefficienten &, 3, y etc find dieſel⸗ 
bin mit den Formen der Coefficienten a, b, c etc, nach ber 
vorher gegebenen Erkl?rung dieſes Ausdrucks, wie es die 
Gleichungen zur wechſelſeitigen Beflimmung diefer Größen 
jtigen. Oder, die Groͤßen ©, ß, yetc und a, b, c eto find, in 
itrer Gofge genommen, ſich analytifc) ähnlich. Alſo har 


_ı _ 
(arbz+cz”-+etc)" , einerley Form mit rt + etc)”, 


folglich auch mit (a+bz +c2°+ etc) =, wenn man naͤm⸗ 
lich nur auf die Urt der Zufammenfegung, nicht auf die Quau⸗ 
tät, das Hit, wenn man bloß auf die analntifche Aehnlich⸗ 
keit fieht. Beyde Functionen vom z, nämlich) die erfie uud 
dritte, entwickelt, unterfcheiden fich nur dadurch, daß in 
den Eoefficienten uud Exponenten von a die Groͤßen m und 
2 mit einander vertauſcht find. Setzt mann = ı, ſo hat 


baꝰ + etc)” einerley Form mit —R etey 
die Potenz mit der Wurzel. 
Die erfiere y = A + Bz + Ez”+Dz’ tete. 
die zweyte =A+Bz+Cz’+D’z’+ etc, 


h 


‘ 
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ſo find bie Coefficienten derſelben Potenz fich ähnlich, und 
nur durch die Größen m und — R welche mit einander 


vertauſcht find, verfchieden, Erhebt man beyde Zunchionen 
auf diefelbe Potenz mit dem ganzen Exponenten p, fo find 
Die Eoefficienten der entwidtelten Potenz (A-+-Bz+Cz*-Fetc)? 
und (A+Bz+C’z”+ etc)? nur durch bie gegenfeitig vers 


I 
wechfelten Größen m und F verſchieden. Alſo hat 


| | F 

; (a+bz-+0z”+ ete)"? einerley Form mit (a+bz-+cz°+ etc)”, 

ſo daß in den entwicelten Potenzialgrößen, in Diefer. — ſteht, 
1 


wo in jener rip ſich findet. Setzt man ſtatt mp irgend ei⸗ 
ne andere ganze Zahl r, fo wird zwar die Größe, aber nicht 
die Form geändert, und es hat folglich 
(a 4 bz +c2* etc)" einerley Ferm mit | 

' sr 


@+bs re 4 etcy x 


Der Beweis fuͤr negative gebrochne Exponenten, bleibt 
fo wie er in $. 20 meines Aufſatzes gegeben iſt. 


Ein paar Erläuterungen über bie beyden Formeln deö 
polynomiſchen Lehrfatzes mögen bey diefer Gelegenheit noch 
Platz finden, | | 

Die Formel für (a+b-Fc+d+ etc)”, wo m eine gan 
ge bejahte Zahl ift, in F. 16. S. 67 meines Aufſatzes in dee 
erfien Sammlung, bricht ab, wenn ber Exponent von a 
Null if, Das Glied, worin a° der Factor ift, enthaͤlt alle | 
Partialpröbnste von m Factoren, unter welchen kein a vor⸗ 
kommt. Alle Äbrigen Partialprobucte, bie a enthalten, find Ä 
unter den vorhergehenden @liedern der Formel beſindlich, 


v \ ! 


N 
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in dem erſten Gliede der Formel, a”; in dem zweyten bier 
jenigen, welche ame enthalten; und fo ferner, bis auf das 
vorletzte, worinn a mit m-ı Factoren aus der Reihe, b; 
c, d ete befindlich iſt. u 


Das Yolyaomintr ſey a+bz-+ce? ..., + ka * 2. 
Wird dieſes auf die mte Polenz erhoben, fo Ift die hoͤchſte 
Potenz von z in derſelben, die mit dem Exponenten nır, und 
die Reihe bricht mit Dem (mr-+I)ten Gliede ab, Ein Glied 
diefer Reihe ſey Lz*. Es enthält L alle die Partialpro⸗ 
ducte von m Factoren aus ten Grdflen a, b, c etc, in wels 
den die Summe der Abſtaͤnde von a dem Exponenten & 
gleich iſt, wobeh alfo für a felbft ver Abſtand als Null ges 
wönet wird, Je weniger Bactoren auß ber Reihe b, c, 
d....k genpmnien werden, beito entferntere muͤſſen es 
feyn,. am die Summe der Abftände voll und fo groß als die 
Zahl Az machen. Iſt A<r, und bezeichnet man dem 
Coefficiewten von 2° in Z durch * (A+TD, fo iſt daß erſte 
Siied von L= Aa", x AN. Dis legte Glied iſt 


a2, wenn m>Aifl. Es bebeuter % den Atey Bis 
nominlcpefficienten , oder den (A-Dten nad) dem erften A. 
Venn man nemlic) von den Größen €, d etc keine zu Facto⸗ 
ren nimmt, fo muß man A Sactoren b nehmen, mehr ald 
wenn vom jenen eine oder mehrere aufgenommen werben. 
Iſtm D A, ſo bricht der Coefficient L mit dem Gliede ab, 
das den Factor a° bat, voer welches alle die Partialpros 
ducte befaßt, in welchen fein « als Factor norlonmit. Die 
Summe der Abflände der Factoren in jedem Partialproducte 
son dem Anfangsgliede a kann dem Erponenten m der Pos 
tenz nicht überfchreiten. | 


Der Fall iſt noch zu betrachten, da der Expouent r bes ‚ 
letzten Gliedes in Z Heiner ift als A, Alsdann fallen vom 
Unfange in L eins oder mehrere Alien weg. Sfa>ı, 


= 
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fo fehlt wenigſtens das erſie Glied in L. In dem zweyten 
Gliede beſte hen die Pronucn aus m-2 Factoren a, und 
den Größen b, c...k. ‚Die dazu gehoͤrige Potenz von z 
iſt, wenn fie am niebrigften ift, e’, am hoͤchſten, 2”, Iſt 
num A>ar, fo fehlt das zweyte lied von L. Auf eine 
- Ähnliche Art erhellt, daß das dritte Glied von L fehlt, wenn 
A 3r if; das vierte, wenn ARalr iſt. u. ſ. w. 


V. | ... 
Socalformeln für höhere Differentiale; von J. F. Pfaff 
Profefior der Mathematik zu Helmſtaͤdt. ) 


” 





1 * 


— — Leges, quae in differentialibus omplum.ordinum obfervan- 
tur, per fe funt notatu digniflimse, atque ad alias inventiones 
deducere poflunt (L. Euler Intitt, Calc. Diff, P. I. CopV 


$. 177) 


2 


® 


rn. Satz. 


&, iſt do (zw) = 1.2.3... p"2(at); 
für die Scale: 


 d d’z dz 
p Zu —, —, —, sc by 
I 18 123 | 


v 


„ Ich erhielt diefen fehrreihen Auffag gegen das Ende bes Jah⸗ 
res 1796, alfo für die erfte Sammlung combinatorifch: ana= 
Iptifwer Abh ndlungen zu ſpaͤt; er folgt alfo nun in der zwey⸗ 

"tem Sammlung. _ 3. 


b) Die Bedeutung der hier gebrauchten Zeichen und Worte ſetze 
ich dier— als bereits hinlaͤnglich betaunt, voraus, 














für Höhere Differential, 105, 


Beweis. ) Für n1 iſt der Sat einleuchtend, 
da px = ma" dag = d(z"), 


2) Sun iſt d" (zu) — — an⸗* (dam 


= (m+nH'd" (z"dz). Sieht man bier 2“ und 


z®dz als Producte von zZ” in z und dz an, und —8 


tiirt ſolche nach der belanrien Regel, ſo wird 
Bu n (n-1) I 
L . —A 
) (n-2 ı ” 
n (n-n) m 2) Pzaz"TL,.S (m+ndadt2" 
I». 2: 3 


++ )a-Da’zd zZ" mi „ee, d’z dm, n 


oder zduam — at dzd"'z” 
„So — 2 — n) d’z de-2, m 


+ @- al 2) 
2: 





(3m +3 —n) d’z 240 "tb. 


Vermittelſt ee Gleichung wird das nte Differential bon 
2" auf alle vorhergehende reducirt °%).  * 


3) Gilt nun der Satz für dY'zm, a2yn ... da", 
und werben demfelben gemäß diefe Differentiatien außges 
drüct, fo ergiebt fi ch 

zd'z" 
12..0-I 


+am+3-n) piig. p ”"4(n-2) +. 





= mtr): pr. pP” —X (zm-2.n) px3.p”x (a1) 


ec) Diefe Sleihung enthält alfo für die böbern Differentiale von 
zm eine recnrrirende Formel, melde aud neben der im! 


Satze Ausgebrüdten fogenannten independenten, ihren 


Runen bat. 


\e 





W 
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Was rechter Hand des Gleichheitszeichens fleht, iſt 
nach der bekannten in Kocalzeichen ansgedruͤckten Formel für 
Das Infiaitinomium, = npaI.p"”x (n+I) 93 alfo wird 
d"z” . \ 


— p”y (a+r), d. 1, ber Satz gilt auch für n, folg⸗ 





4.2..n 
lich allgemein ©), J J 


82% Satz. Fuͤr eine beliebige Anzahl von Groͤßen, 

u, V . . Ww; X, iſt = " 

alu, wir? | J 
— “ a ) = (pfg? 0.878) x(n-+i), 








| für die Scalen: 


| u du = 
pP u, du, —, — ) 
1.2 1.2.3 








‚dv, d’v 
q .v,dv, — 2 9 ) 
1.2 4.2.3000 


% 
8 5 a 3 
J B 
‘ 
j 


d) Käftners Analpſ. d. Unendl. s. 56. XI; E. S. c. a. 
A. G. 291. “ 


e) Das fft wieder ein Bepfviel, da man, auitatt, wie in dem 
-pelasinten Schlaufe gefchieht, einen Sag fiir n anzunehmen, 
folhen bis n annehmen muß. Berg. E, S. c. a. 9. ©. 135. 
zu jenem Schluſſe find die Prämiffen einfach , bier find fie zus 
ammengefeßt, nehmlich aus fo viel einzelnen Sägen, als n 
Einheiten enthält. Die Goncluften geht heydemal auf n£T. 
Daher andy in diefer Form, der Schlußart die Benennung zus 
Teme, weiche ihr Dehliz beylegte (Rafkmer über die geo- 
metrifche Ariome; in Eberbards philofoph. Magaz. IL. B. 
+ St.) Durch einen Drudfehler ftebt dort (S. 428) Or ch⸗ 
_ Its. Done Zweifel iſt aber die hier gewaͤblte Lesatt die rich⸗ 
tige DenlizensNamen haben einige vortreffliche Aufſaͤtze, 
und uob mehr, ſein Freund, erhalten, (Hamburg. Ma: 
‚993. XVil. DB) 





für Bier Diferenae 187. 





dw d’w | 
w, dw, 2 yo ee 
1.2 1.2.3 
dx de 
* X; ‚dx, — 9 . . 0 
1.2 1.2.3 


Beweis. Gicht man den letzten Fartor x? 4⸗ den 
zweyten, und alle vorhergehende zuſammen als den erſen 
an, ſo iſt 

an (uẽ. ve. .wꝰ. xo) = ut, .w?.dix® 


n(n-t) 
1,2 





mei ——E—— — +—— d’(uevß, wa et 24 


Gilt nun der Satz für das Product u ‚w’, 6 
wird jenes nie Differential, mit — hei ae Setzes 
(6. 1 a 


rn $ete® PESRESEDO) 


u ra’ r’)23 a(n-D)+ .. 


= 12..n, (praf..ıdıs 9* 64 1). 
nach der bekannten Localformel * Producte von Reihen. 


So kann man demnach von den vorhergebenden Fattoren 


auf jeden folgenden ſchließen, und da der Sat fuͤr einen 
gilt (F. 1), fo gilt er allgemein. | 


6. 3. fl nmerkun 9 Diefe altzemeine Formel ($.2) 


hat Herr Prof. Rothe aus dem Taploriſchen Satze abge⸗ 
leitet (Mach: Archiv, II: Hft. S. 230; die dortigen Buchſta⸗ 


ben ſind zur Vergleichung auch hier beybehalten). Einen 


andern Beweis aufzuſuchen, veranlaßte mich folgende Be⸗ 
trachtung. In dem Tayloriſchen Satze wird 1) ein Diffe⸗ 
rential (de, 1. c) als beſtaͤndig vorausgeſetzt; 2) werden bie 
Groͤßen u, v,... W. 2; Angenommen als Functionen 
einer Groͤße 2, wodurch fie auch Functionen van einander 


\ 


4 


a J v. Pfaffs Localſormeln 


ſelbſt werden. Nun gilt aber der Satz (2) allgemein, ohne 


Muͤckſicht auf irgend ein befländiges Differential, und tvem 
auch die Groͤßen u; v, . . . W X, bon einander ganz 


unabhängig find, Es ift zwar wahr, theils, daß das Ber 


halten jener Grbßen gegen 2, alfo-auch unter ſich, unbes 
ftimmt gelaffen wird, theils, daß, wo höhere Differentiale 
in der Anwendung vorkommen, irgend ein befländiges 


zum Grunde liegt, Indeſſen laͤßt ſich das Differentiiren 


auch bloß als eine nach den Regeln eines eigenen Algorith⸗ 
mus anzuftellende analptifche Operation betrachten, wobey 
man an die Bedeutung wie Anwendungen, z.B. geome⸗ 
trifche, mechanifche, fie, erfordern, micht zu denken Kat ). 


Aus biefem nicht unfruchtbaren, und auch ſchon von Leib: 


niz gefaßten Gefichtspunete,, fehien es mir nicht überflüffig, 
ven Satz (3) allelı aus den Grundregeln des Differenttireng, 


in Verbindung mit den Fundementalſaͤtzen von Reihenpoten⸗ 


zen und Producten, herzuleiten. 


| 


6. 4. Aufgabe. X ſey irgend eine Function von 


x, aus ihren. Differentialien, wenn dx beſtaͤndig iſt, dieſel⸗ 


bigen herzuleiten, wenn Fein beſtaͤndiges Differential anges 
nommen wird. — 


Auflo f ung 1) Es werde iede Fuuction von x durch 


folgende Reihe andgedrädt: 


⁊ u 

£) Es wuͤrde ein großes Misverſtaͤndnis ſeyn, wein man in bie: 
ſet Behauptung eine Empfehlung des blos mafhinenmäßigen 
Rechnens fände, oder bey dem Vortrag der Grunde Ber ik: 
ferenziatre&nung, yon der hier erwähnten Vorſtellungsart ans: 
geben wollie, und nicht vielmehr folde Begriffe vom Unend⸗ 
lien, von Graͤnzen u. ſ. w., zum Grunde ſegte, dergleichen 
insbeſondere aus H. HR. Kaftnets Schriften binlänglid 
befannt find. Gin neues Wert hierüber von 9. L’Huilier 
(Prince. Calc. Diff. et Int, Expof, elem.) it ale ein Mufter 
Achter geometriſchet Schärfe und Methode, auf Analpfis aw 


— 30waudt, zum. Studinm votzuͤglich zu empfehlen. 


! | \ 
L 
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Xzmax ar a PEN + a'gar3ß +, | 
ſo iſt anx — adn (x*)+ „’an (x**P) + ad" (ieh) tete, . 
oder nach (F. 1), , 
=1.2..n(ap°sCh--ı)-ta ent Pan) et, 
für die Scale. | 


( dr d’e ) = 
Pi Xı 7707 my... — 
1 1.2 123 
2) Nun nehme man folgende andere Scale ant 


dx dr dx | 
P —, — — — .0 0 
' 1 12 1.2.3 


fo ift, für jeden Erponenten vs, 


un ,ra=) .. Ä | 
ll u nl 22a 2 
1.2 ' " 


1 


Bermittelft dieſer Formel laͤßt ſich jedes Glied der Reihe 
für dnx I1) in mehrere aufloͤſen; ordnet man nun noch dieſer 
Verwandlung diejenigen Glieder zuſammen, worinn einerley 
Potenz von P vorkommt, fo laſſen fich dieſe Glieder fuͤe fic) 
fummiren, und fo ergiebt ſich die Summe jener Meihe, 
durch ein Verfahren, demjenigen ähnlich, deſſen Anwen⸗ 
dungen bey Suntmationen ich anderswv zu entwickeln ver⸗ 
ſucht habe. x 


\ n 


g) Unter Annahme der beyden Scalen p(la, b..c, d...)$ 
ech. od. ‚ Yitimmer par (n+1) = Wa Pan 
48 ar? p2 (n-ı) 1a P%r(n-2) +... Diefe Re⸗ 


Iation folgt foßleich aus ber Localformel für das Polynomlum 
(E. S.c. a. A. S.13. Yun, k) 


PC — V. Pfaffs Socalformeln | 





dex 
3) Es wird nehmlich — = 
/ -i , 
aus" j Pan + ax > > Ye u PꝛxC(- )4.. N 


BETT) Palm +. „9aP- -T) —* 2 u 


7 


I. 2 
usa, „(et2B) @+28-1): 
4a (ajax Pi ra —— — 
| +22 
T. | bo... (x J , 


Run ift ax" da’ (aß) Falanl 





| at («+2P) a se, = x’ 
az (e-1)2 ta X«+B) (+ B-Nr 
; d®xX 
+2 (c+ aß) («+28 = +. —* 


das Differential dx als beſtaͤndig angtnommen. Setzt man 
dieſe Differentiation fort, und bezeichnet das erſte, zweyte 
... ute Differentialverhaͤltniß von X, für ein beſtaͤndiges 
dx, durch x. x", > x, fo erhält man 


X mn» 








* 2..n * * 1:2 ( ) 
*3 pu ++ „Pit. 


ı 
4) Gebraucht man anfkatt bertoitgigen bie cömbis 
nirriſchen, fo; iſt far 
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den Zeiger j . 
17 3 0 0. 
ix x dr , 
F 1.223 f 


Pun=a"A, Pro -N) = brB, | u 
Plu(n - -)=eC, uf 10.3 hy alſo 














dux 
X. ana- — b8ß3 
1.2..rx— 1. 2 
m 
| X . n 
Ä 4 C++. „N. 
«2.3 1.2.0 y n 


$. 5 Zufaß; d’logx und d’et 


Bon der nur gefundenen Formel Iaffen fich mannichfals 
gt Anwendungen machen, Am einfachften werben biefe 
fürX=logx, und —e , j | 

1) Es ift nehmlich 

d' logx 

dx! . 

wem dx als beſtaͤndig betrachtet wird. Alſo wird, ohne 

Kaͤſicht auf ein beſtaͤndiges Differential | 
d" log x 1 


ei, 
—— = -Pın — — P*%r (n-ı) 
.2...0 X 2x“ 





= +1,.2.3..(1r—NDx“, 





1 1 

| 3x? — nxX 

der 
1 1 1 1 

-aA — (C-...+7 "N, 
x 2x 3x —aX 


h) E. &, 6. a. A. S. 230. 


Pr’ V. Pfaffs tocatformeln  —\ 
für Scale und Zeigen: oo 
| I 295 3 "00. | 
d’x d’x i 
* | dx, —855 — Var Zu Bu ) 
1.2 123 
d' x 


€ 
dx!. ’ 
d"’e? , 





a) Sür X = if 


/ 


im erften Sinn (1) = 





# 
& L 


u. 


alfo, im zweyten Sinne, 


I _, I * 1 
2 e* Pxn+ —P’ı (n-ı) + — P?x(n-2)4.+ u Pr 
1.2 1.2.3 I.2.. n 


b”B Oo "N 
=e* (144 + ' +..+ )- 


1.2 123 1,2..0 











wo Scale und Zeiger, wie in (1), bleiben. 





$. 6. Anmerkung. Die erfie Formel des vorherge 

henden Zuſatzes, in combingterifchen Zeichen ausgedruͤckt 
ift in ber Fortſetzuug der vorermähnten Abhandlung (Archi 
IV. Heft. ©. 431) aus andern Gründen abgeleitet; di 

.zweyte folgt aus der ebendafelbft (©. 433. $. 14) vermitteli 
des Tanlorifchen Satzes erwiefenen Formel, wenn das dar 
tige ze”, alſo logz=—x gefeßt wird. 


Noch iſt mir folgendes Verfahren bepgefallen, wobnrd 
beyde Formeln auf den erfien Sat ($. 1) rebucirt ” 
k 


Es ift nehmlich e* = ( + =): für i= o, 
R | 


R | 
1) Nach der von Herem Prof. Hindenburg gebrauchten 3 
© 


zeichnung: Probl. max, univerf. ad ferier. reverf. paralip 
p. IV. not. b. 


k) L, Euler Introductio etc. Cap, VII. $. us, . 


- 
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“ ft nach ($. D, für bie Scale: | 


X dx d’x d’x | ' _ 
It —ı — —, —, . . J. 
1 1 1.21 12.3.1 s j 


d'ex I | 
== px (n4* ). Nunfey . 
12.3. ‚n t 
x udx - u?d% 


SH 4 4 rt: 











. I. 2.1 


Mt | | 
=14 +4, pitp = N 
EEE 


Ber, wenn für 1-1, i-2, u. ſ. w. * wird i, und e* für 


xv pP: P 
(+2); p=e* (Hr+att)» 


1.2 123 


‚d" x 
folglich * — P* (n+ı) = 


(4 P?« (n-ı) re — 3 Fam) +.. =)» 


wie vorhin, 


ı Ehen fo wird Hlogx gefunden, wenn man den Aus⸗ 
i | | 
md; logx = ı ( 7 _,) gebraucht I) 


x. 


G. 7. Aufgabe, Das nte Differential don - 
inxmd cofx zn finden, ohne Ruͤckſicht aufein 
eſtaͤndiges Differential, 


) L. Euler 1, e. $, 119, 
x 2 


j ’ 


> Pe V. are Gtalformen 


Aufloͤſung. 3) Setzt man in der allgemeinen Forme 


| Ä | 
| dx 

(64) X=finx, foift, wenn dx beflänbig iſt, — 
x 

IR — | Ä 
= + 005% a > + inx, to die obern Zeichen füı 


ein ungerades, die antern fuͤr ein gerades r gelten. 

Alſo wird, ohne Ruͤckſi ioi auf ein re Differential, 
vß 

nr _ = 005x (Pen- — _—— P’u(n-2)4 — — Pr(n.4)-. . 

1.2.0 1.2.3 1.5 





— finx 6: Pl - — —— 
2.34 . 





+ Pra-9—. ) 
dꝰ d’ j 
; fir die Scale P (. dx — 2* 32 — 4 * 
| 1.2 223 5 ‘ 


Die Glieder dieſer Ausdruͤcke werden fortgeſetzt, bis man auf 
x2 und x1 kommt, 


N 


— 


dertx derx 
2) Sur X — cds x, iſt — =+fnz, — 
x 1 dx?! 


=+.cofx, für ein —* dx; alſo allgemein, 
dncoſ x 
| „nz Pin - I _ 2) + ee? - -) 








‚123.0 


- cof: (7 Pula — „ Preln-3)4 .: ;P — ) 
fuͤr die vorige Scale, 





-—— 
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S. 8. Yumerkung. Die vorhergehenden beyden For⸗ 
meln laſſen ſich auch aus $, (5) herleiten ‚ mir Hülfe der 
Ausdrücke: | 
" er — -iy“ “I e —** exp 
2” —-ıI . .'- 2 


So wird nehmlich 





m), 


inx = 





1 | 1 
d’fiinx = —— der" —— d’ (er) 
yr-ı er er -ı ) 

Tür die Scale 


er d’x 
e (ar Z 12  YT-ı 123° r-: u. * 


«2 \ 





A? (er), 
1.2.3..0 | 
oo 1 
e— — pr (n-N + — prfa-2) +. }i 
e (nt " | re 
eben fo für die Scale 


"dr d’x 
-d«&r-, -—.7-5, -— 7-5...) 
1.2 1.2.3 
d" — ? 
1.2. 
zer = run - — [4 (a-ı) * — ;” ’»(a-2)+- 
«2 


Mimnmt man nun folgende Scale anz. 


dx d⸗ 
pP (= _ X x 6* ſo iſt 
1.2 12.3 


m) Käfner Anal. t. Unendl. $. 330. 
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pap= (rn. Pro Mer r-ı. Prup, ober=+P'p 2) 


. je nachdem r ungerad über gergd ift; eben fo 


er -ıf.Pop=+r 1. Prap, oder =} Pryp. 


Folglich wird d*(er‘r7””) 


ertennn — an 








zeit" r- 
+ 'p -2) 4 —. Pfyfn- 
+ — x(n 248 > Pal ar 
d’inx 
Darus erh ſich 23. — 
‚NM 


‚ \ 


r-ı. Pan —— p n— 
er I. * » 


ar -ı ‘ r-ı I 
E* 7 ꝓ(n 2)+ — 4 P*ı(n 3) ... 


fr- (nt — „Pr (n-1) 


e* y—! 


- r-ı 
ar * — sn -2-- -—— E +.. 
| 12.3 4 


J 
| 
-J 


=cofx( Prn- — P%(n- — P’u(n-5)-,.. 
et ( xn FE “at * 9 ) 


-finx| — PA- — P*%ıln-3)F — P'x(a-2)- 
(- 2 1 1I..4 „en Auer 5) ) 


Eben ſo erhält man ben Auedruck für d’cosx „ welcher auch 


. 


m) 1 u die bepden Scalen: na, b,c,d,.,.) P(ma, mb, mc, 


..) iſt pan=m, Fan, 
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u om. 
aus dem nur gefundenen folgt, wenn für x, 7 — x* ge⸗ 
J 


ſetzt wird. | . ‚ 


$. 9 Aufgabe Das nte Differential von 
Atangx zu finden, ohne Ruͤckſicht auf ein beftäns 
diges Differential, \ 

Aufloͤſung. 1) Noch der Formel S. 4) kommt es 
aur Darauf an, die Höhern Diffesentiallen bon Atangx zu 











d. — 
‚finden, wenn dx beitändig ift, Run iſt — 
uw 
dr Atangx di — 
= — , ale ——— = 14°, Um 
ı+x dy't: - 
. | dx“ 
die Differentialler 
ung, zu finden, entwickele man ————— nad) Pos 
ſetzung, zu fi / e 78 7 u)? 


tenzen von w, fo wird ber r4 ite cehficient dieſer Reihe 











1 

14x? ſeyr. est aber —J u 

na2..r.d 

ı (axtu)u (ax+u) u u? | (3x0) "u 
— — J 
‚alfo der Coefficient von u" = 

a'z! 2x" (r-2(r-3) arg - 

oa ED amt 1.2 Ta ) 


\ 


— 


3 N. Paffs-Socalformeln 


felbft werben. Nun gilt aber der Sat (3) allgemein, ohne | 


Nüdficht auf irgend ein beftändiges Differential, und wenn 
auch bie Groͤßen u; v, ... W X, dom einander ganz 
unabhängig find. Es it zwar wahr, theils, daß das Wer: 
halten jener Grbßen gegen z , alfo-auch unter ſich, un be⸗ 
ſt immt gelaffen wird, theild, daß, wo höhere Differentiale 


in der Unwendung vorkommen, irgend ein beffändiges 


zum Grunde liegt, Jndeſſen laͤßt fich das Differentiiren 
“ auch bloß als eine nach den Negeln eines eigenen Algoriths 


mus anzuftellende analytifche Operation betrachten, wobey | 


man an die Bedeutung, wie Unmwendungen, 3.9. geomes 
trifche, mechanifche, ſie erfordern, nicht zu deuken hat '). 
Aus diefem nicht unfruchtbaren, und and) ſchon von Leib: 
niz gefaßten Geſichtspuncte, ſchien ed mir nicht überfläffig, 
den Satz (3) allein aus den Grundregeln des Differentiirens, 


in Verbindung mit den Fundementalſaͤtzen von Reihenpotens 


zen und Producten, herzuleiten. 


1 


. 4. Aufgabe. X ſey irgend eine Function von 
x, aus ihren Differentialien, wenn dx beſtaͤndig iſt, dieſel⸗ 
bigen herzuleiten, wenn kein beſtaͤndiges Differential ange⸗ 
nonimen wird, 


Auflo f ung. 1) Es werde jede Function von x durch 
folgende Reihe ansgedruͤckt: 


‘ . 

£) Es wuͤrde ein großes Misverſtaͤndnis ſeyn, wein man in die: 
ſer Behauytung eine Empfehlung des blos maſchinenmaͤßigen 
Rechnens faͤnde, oder bey dem Vortrag der Grunde der Dit 
ferenziatrechnung, yon der hier erwähnten Vorſtellungsart aus: 
geben wollte, und nicht vielmehr folde Begriffe vom Unends 
lichen, von Gränzen u. f. w., zum Grunde ſegte, dergleiven 
insbefondere aus H. HR. Kafınets Schriften binlduglid 
befanns find. Ein neues Wert hierüber von 9; L’Huilier 
CPriuc. Calc. Diff. et Int, Expof, elem.) iſt als ein Mufter 
Achter geometriſchet Schärfe und Methode, auf Analpfis an 
"gewandt, zum &tudinm vorzüglich au empfehlen. 





' x 
‘ 
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X ax 4 a PA: + BT +, | 
ſo iſt anx ⸗ ad’ (xꝰ)- Lar (a) + ad" ea +ete, . 
oder nach G. 1), 
=1.2..n(aß°xCh-Hı)-ta pet «Cotta 2 —E ete, 
für die Scale. 


dx dx de . 
pP X, — m, mm... 
I L2 1233 


2) Run nehme man folgende andere Scale ant 
dx u i 
P —, — Mt {00 ) 
\ı 12 123 
fo iſt, für jeden Erponenten r, 


p'x Grn= x" Ben 4 u — RER “ie ® | 


’ 


Vermittelſt biefer Formel läßt fich jedes Glied der Kb 
für d’X Xi) in mehrere auflöfen; ordnet man nun noch biefer 
Verwandlung diejenigen Glieder zuſammen, worinn einerley 
Potenz von P vorfommt, fo laſſen ſich dieſe Glieder für fich 
fummiren, und fo ergiebt fi die Summe jener Reihe, 

durch ein Verfahren, demjenigen ähnlich, defien Auwen⸗ 
dungen bey Suntmätionen ich anderswv zu entwickeln ver⸗ 
ſucht habe. 


x n 


g) Inter Annahme ber beyden Scalen p(a, b..c,; d...)$ 
Pb, c,d. iſt immet px (n41) = a! Pın 


f 
+ Ba” pP, (n-ı) +6 P%x(n-2)+... Diele Res 
Iation folgt fogleich aus der Localformel für das Polpnomlum 
E. S.«c. a. A. S. 13. Am, k) 


63 — V. P Pfaffs Socalformeln 
I anx 


Nn 


| 2 KaV) 0:2 2 
ax Pan ax 2 x + x(d-t)t0 
22* EHE -T) — 


' 





3) Es wirb nehmlich — 


I. 


WON el 1 
„ er —8 


a —“—- 
N Ken Ca 
. 9. . 6 & 


4, 


’ Yan f > a Br re | 
“4X 
+ "(at 2) * —3 
dx 
ax 2 («-+B) (+ ß x +B=3 
d’X 
a (@+aP) ra. = F 
x? 
das Differential dx als beftändig angenommen. Seht man 
dieſe Differentiatien fort, und bezeichnet das erfle, zweyte 
ss. nte Differentialverhaͤltniß von X, für ein beftändiged 
dx, durch X,.X", ..xX, fo erhalt man 
d’X x 

" —=X, Fat ru P?u (a-1) 





1.2..0 


ı - 


en ri 


2 * -9)+. + 


1.2.3 nn 


‚Prxi Y 








ı 
4): Gebraucht man anſtatt der ocateigen bie combi⸗ 
“ne, fo;ift far 
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den Zeiger 


La | 
»D 


3 ® % 0 
dx dx dx , 
R) » 20 
I 12 123 | 
Pun=anA, P’r(n-1) = b"E, 
—— u. ſ. w.3 ®) alſo 








| ax x“ 

— *X. ana- —bB_ 

| 12.2.0 1 \ 
| m n 

| F 

4 Ah. 4 "N. 

L23 " 


$. 5. Zufaß; d"logx und d”e* 


Von der nur gefundenen Sormel laſſen ſich mannichfals 
gt Unverrdbungen machen. Am einfachfteu werden biefe 
fir x— logx, wech 

1) Es iſt nehmlich 

dt loꝑ x 
Ze 3.. (T—Dx", 
dx’ 


wm dx als Befkänbig.betrachtet wird. Alſo wird, ohne | 
kuckſicht anf ein beftändiges J 


d" log x 





2 
= pan — — pP x(n-1) 
I.2... n x 2X , 


I | 
+— P’r(a-2)...+ — Pr), 
| 3x == mx ' 
Ir 
EA- aus Ze + — n" N, 
3X 


ve. S. c. a. A, S. 230, 


Pr | V. Pfaffs Localformeli 
für Scale und Zeiger: | 


dx, —, —,.. 
| ’ 2 223 | 


d’e x 
2) Für X— e* it — ‚ Im erften Sinn (1) = e* 
’ * | ; 
alfo, im zweyten Sinne, * 





* 


2400 


| I ı * 1 | 
=e* —* —- PP’ (n-ı) — de — Ps 
1.2 , 1.2.3 I.2,.0 


se 


vB, O0 wN 
= e* („A + +. + ) 


L. 2 ur 1.2.. ñ 











wo Scale und Zeiger, wie in (1), bleiben. 


. 6. Anmerkung. Die erfte Formel des vorherge⸗ 
henden Zuſatzes, in combingterifchen Zeichen ausgedruͤckt, 
iſt in ber Fortſetzung der vorerwaͤhnten Abhandlung (Archiv 
IV. Hefi. ©. 431) aus andern Gründen abgeleitet; die 
‚ Jwente folgt aus der ebendafelbft (S. 433. $. 14) vermittelt 
des Tayloriſchen Satzes erwiefenen Formel, wenn das dors 
tige ze”, ale legz=—x gefeßt wird. 
Noch iſt mir folgendes Verfahren beygefallen, woburd 
bende Formeln auf den erfien Se ($. 1) rebucirt werden, 


Es ift nehmlich —E ( 4 =) für im o, hy, 
r . - 


4) Nah ber von Heren Prof. Hindenburg gebrauchten Bei 
Aa Probl, max, univerf, ad ferier. reverf. paralipom, 
p not. b. 


k) L, Euler Introdactia etc. Cap, VII. . us. 


® 
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Uſſo iſt nach ($. D, für bie Scale: ' 


X dx d’x dx | ' \ 
pIIF —, —, —, —, .. . 5 
\ 1 ı Ri 1.2. zei % . 


| d’e* \ 
ERBE. p'x (n+nD. Nun ſey 
12,3..0 1— 
x udx u’d’x 
p= 143 = ++ te 


,‚I.2.1 





+ 


x TE Be ENG 
=ı44—, pitpf = (+7) . 


| EG 2) 2 6 +) ar 


der, wenn für i—1, i-2, u. ſ. w. gefegt wirdi, und e* für 
xN! pP? p? 
(+2); p=e (14? H+—H.. 
I.2 123 
du e* 
Pig - — — pi⸗ (n41) = 


e —— P’rx(n-ı) +- — ; Petn )+. ) 


wie vorhin. 


Eben fo wird d”logx gefunden, wenn man den Nuss 
ruf; Iogx =i ( * ) gebraucht ') 

X: | 
' ’ 
F. 7. Aufgabe, Das nte Differentiat von 
Tin x und cofxzu finden, ohne Ruͤcſicht aufein 
findiges Differential. 


DL Euler I, e. $, 119, 
8a 


3 


a6 V. Pfaffs lokalformeln 
Aufloͤſung. I) Setzt man in der allgemeinen Formel 


\ . tr h 
(9.4) X=fnz, fo ift, wenn dx belindis iſt, — N 
ü d’xX 

= Ho — = + Gnx, wo die obern Zeichen für 


2 


ein ungerade, die untern für ein gerades r gelten.‘ 
Alſo wird, ohne Ruͤckſi icht auf ein — Differential, 
d’fnx 


— == 605x (Prn — P’uln-2)t — — P'y(n.a) —* 
1.2.3 1.5 


I. 2..Nn 





A; ’ D 1 ' - 
— finx (- P*’z({n-1)- —— P*x(n.3) 
L2 57 1434 





1 5 | . 
+ - ea). 


\ d’ | 
: fir die Scale P a: — 2X, une 0 ) . 
I.2 23 _ 
Die Glieder diefer Ausdruͤcke werden fortgeſetzt, bis man auf 
*2 und x 1 kommt, 


f — 


EX de? 
| 2) Bir. X =.cosx, im * =+fnz, — 
"ax 


1 cofx, für ein ige dx; alfo ale, 
"d’colx 
=-[inx (ern - = 5 P?%(n=2) + — Pla-4) - 





‚123. n 


coſ (7 Pula — „ Preta3)4 — Tu ) 
fuͤr die vorige Scale. 





— 
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G. 8 Anmeluu Die vorhergehenden beyden For⸗ | 
mreln laſſen fich auch aus $. (5) herleuen ‚ mir Hülfe der 
Ausdruͤcke: 








er _—_ er r"" | er = LerXy” * 
ſin x — coſx* ma ) 
ır—ı 2 
So wird nehmlich 


1 I 
d’inx = —— (er - -——— d? (er) 
Ä er-ı | er -ı 





Kür die Scale | 
d’x d’x | 
dır—ı, — . TTI., 12: . r-, u... 
12 1.2.3 
d? ——2 
1.2.3. 


= e (ot ——Pp —* + — ze ’4(n-2) + «- 
cben ſo fuͤr die Scale | 
d’x d’x 
* — — Er — — ) 
de er: 2 | 
-1,2..n 


j ' 1 1 
ran“4 — — (o-i) — =’a(n-2)}.. . 
I» 2 1.233 " . 
Nimmt man num folgende Scale an? . 


.: dx d’x un 
P (= — ——. 9 ſo iſt 
1.2 123 


m) Käftner Anal, d. Unendl. $. 330. 
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Pe=(r-N'. Pig ” =+ Yr-ı.P'up, ober=+P'up N), 
. je nachdem r ungerad ober gergd iſt; ebenfo 
H=ler-. Po=tr- 1. Prup, oder =FP'zp. 
Folglich wird d°(er°r7””) | 








fer-ura- _ P’%s(n-1) | 
znetxt" r 1.2 | 
.. — 21 r 
P?’x(n-2) — P*u(n- .... 
Fr ef 
d’finx — 
Das⸗ agertt fich — 
2.3. | 
-ı.E Lp _ 
er r- 1.Pın 1.2 *6- 1) | | 








"ar-. r-ı 
2 * p’ ⸗ — — 4 — m 
| 55 2(n-2)-+ or x(n 3) ... | 


.t \ , 1 
ſr⸗ „Fund = — „Pr (n-1) Ä | 
err" f 
+ ——— | 
2 -ı r-ı 
Ip =2)- — P%ın- 
| | 123 x(n- * ke 8 4.. | 


= cof x (Fon - * P?’x (n-2) + ar —— ) 


— a) — - Plot = Ei — ) 


Eben ſo erpält man ben —* fuͤr drcasz, welcher aud) 


- 


n) Für die beyden Scalen: na, b, c, d, ...) P(uta, mb, mc, 
md, ..) iſt pan=m',P'an, 








| Für bößere Differentiale, 
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7 
aus dem nur gefandenen folgt, wenn für . 7 — x ge⸗ 


ſetzt wird. 


$. 9. Aufgabe. Das nte Differential von 
Atangx zu finden, ohne Raͤckſicht auf ein befläns 


dige6 Differential. 


1 


— 


Aufloͤſung. 1) Nach der Formel . 4) Emmi es 
nur darauf an, die vdhern Diffesentialien von Atangx zu 














d. — 
finden, wenn dx beſtaͤndig iſt. Run iſt — 
1 artt Atangx d' Es j 
= —, ale —— = 14x”. Im 
ı+x dy't: 
, dx! 
die 
chung, zu finden, entwidele. man — — nad) Pos 
ſetzung, zu fi N r 75 7 u)? 


tenzen von a, fo wird ber r-+ite Leeſficicnt dieſer Reihe 


1 
dr 1122 ſeyn. 








1.2..r.dx' 


J (2xtu)u (2x-Lu)?u? 
42° (14x)? (14x)? 
alfo der Eoefficient von u), = 





q! r at⸗ x⸗ 
— — — r-i — — 
(2) —E 


Es iſ aber 


(45-u) tu 


(r-2)(r-3) ga ytma 


! 
‘ 
⸗ 
— — 


1.2 


— — — —— 


(1+x u 7 


— ⸗ 


I+x +axutu? u 


v 
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2 


2) Daraus folgt, fuͤr die Scale 





| d’x d’x \ | 
pP dx, — , er) 
N 12 123. | ’ 
d"Atangx 
I 
== ; Pan 
I+xX 
— e⸗ ( 1) 
—.ı (n- 
1x 


Ko: Er (= ’ *)) a > 


ar | CH a a 





2°x* +) (= v 
Ha 2*x⸗ (5) j Pia 
2, ⸗ ı+x’ 
* eye] — * P3x(n-5) 
| + eic. 


Das Geſetz, nach welchem die Glieder dieſes Wedruct fort⸗ 
gehen, iſt aus dem allgemeinen Coefficienten in (1) er⸗ 


ſi chtlich. 


3) Dieſe Glieder laſſen ſich auf folgende Weiſe einfi 
cher darftellen: 


| | gif zZ" -(r-2)2!eofz'”? } 
Es iſt ſin. rꝛ = finz (r-3)(r-4) 


* — 7 oſ2 | ? 


o) L. Euler Tutroductio etc. Cap. XIV, $, 234. 198. SI 
gel analytiſche Trigonpmetrie, ©. 56. No.7 P ? 


- - 
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Seht man bier für »5 —— ſo wird fm ( 2 —* 


ur fug: ' 
r-ı/ > 
RR Hl 
| . ⸗ 1.2 ſog⸗ = 
I 


In rr 9 
m hr ein geradeör, ſin (= —ı? mtr, für 





“tin ungerades r, ſin E — — = Heofrg.. Nun (eo 


a) Alungxg, fo ift Fam +3 in 


I 
n 
d — — 5 —cof 4 dolglich wird d Alange = 
afs.cof 2. Pan — coſyꝰ. fin2d.Prrln—ı) 
— zcofg?. cofgg. P°r (n-2) + coſę 2 fin * P*&«(n—3) 
+3c0f{°.cof. 1.50 P’x(n —4) — Ä 


$.10, Zuſatz. Der gefundene Ausdruck läßt Pr noch 
anf folgende Art verändern. Bekanntlich) enthält von 
(cos Hfin?‘)" der Cofinus von rz die ungeraden, der fin rz die 
geraden Glieder, beyde mit abwechfelnden Zeichen +— ?)” 
Wird nun in dem fo gebildeten Werthe von fin ız, für 


r — coſꝰ 1 9 ebt fich 
25 wm dumm . q — ‘ 

> 9 und flat ine’ % geſetz 3 fo ergiebt fi 
aus $. (9. 3) 


* 


p) Kaͤeſt ner Analyſis des Enbdl. $. 176; 


4 . 
— 
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dr A tangx | 


— 
x” ar T , 

rl — 

x? 3.2 

— — 1-2 P%x(n- 
ne 2.3 x 2) 

j 

53 Pr) 








Gi+x?)’ 23x 2.345 x*, 
\ x’ 541 54.321 
ar (1-25 + — P°x(a-5) 
+..:.. | | | , 
Wenn dx beſtaͤndig ift, fo wird. 
a 
d’*" Atangx Er > = 


1.2.3..(r+1).dx" 102. .(r+1)dx' 


fi G-ı) ı 
— — 77 
— J me (r-2)(r-3) ı \ 
+ —— —-... 
| :3:4.5 x 








$. IL, Zuſatz. Da Acotangx =- — A tang X, 


fo wird, dx als beftänbig angenommen, 





für Höhere Differentiale. ın 
j” A cotangx 





—+ 1.2.:(n—ı).finz".fionz, wo z = Acotangx, 


Obne Ruͤckſicht auf ein befländiges Differentlal wird dem⸗ 
ach du Acotangx = d"z = —finz.finz.Pxn 


+3fin 2? .finaz.P m D)—# fin z’.finzz. .PPx(o-2) 


+3 finz*. finiz. Pra—9— .... 


$. 12. Anmerkung. . Wenn dx als beſtaͤndig betrach⸗ 
tet wird, ſo iſt 


dꝰtei A tangx 
ur 
und 

d’' Atangx 


— = +1.2.3..(2r —ı).cof2?"finard; ober 
x 





—+1.2.3..(27r— 2) cof g*'col(ar-ı) g, 


L 


nAtan = 

N —— =+1.2.3.(n-1)eoff”.finn ( 2). 
| dx" — | 2. 
wo <=Atangx, und bie obern Zeichen für ungerade r und 
2, bie untern für gerade gelten. Die All, neinheit diefer 
vorhin (F. 9) analyrifch gefundenen Formeln laͤßt fi) num 


auch auf andere Art, ſynthetiſch, durch ven Schluß von n 
auf n41, darthun. Es tft nehmlich 


dutt Atangx 


| — — .(a-1).d —— 9 


| ( ncos emacan g.fin,n (- R 
J— — ) | 


für jedeön 





‘ 


= +12... (0-1) 


—=+1 2...(0-1) col?".fion (2- ) (9:9) | 
dx" 
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— * 
FI. 2... n. d9 coſ gnicoſ (otoæ g-n — —7) 


= - Fı2.. .n. dxcot geran (nt) (= — ): 
Er 
coll? 


$.12.| Anmerkung, Die allgemeine Formel für 


@Atangx ($. 9) laßt fich auch aus der vorhin ($. 5). ers 
‚wiefenen für d"logx. herleiten, vermittelft des Ausbruds: 


1 IFXV —ı 
‚At = l — — )1! 
A angx 7 og ) ) 





weil dx=d lang =, 





— 1 Ir ir —I 


So wird nehmlich d’ Atangx = = 





x 
djog (1. — 1) — — dlog(ı-xY-I. 
— * oga+x —ı) — og(ı-xY-ı) 


Nun iſt aalog ( ++r—)= 


| 
— . pın — =, + Pfr(a-ı) 


I 
it —ı 2(1+xN- I) 








1 
— — — n—2) — 2.0.3 
MET en ( ) “ 


für die Scale: 











dx, —-1 dꝰ Yr-ı 
p (tar-i, + —, + _ — 4⸗ ) 


1.2 1.2.3 
Nimmt man aber folgende Scale an: 


f ,„ x dr 
P (* 9 Ro) fo 
\ 1.2 ‚12.3 


O Räftner Aual. d. Unendl. $. 328. 
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wird pn = ar Pixn (vergl. 9.8); .. 
_ cof dr 

+ * y (efg+fiagd, 
cf", (cof re+ fin id ron Daraus 
folgt dlog + x — 1) = 
| rr—ı cocę (eofg+ fing. r— ı) Pxn 
| + 000% CcofagF fin in2g. r — ı) P’ron-n) 

+47 -1.c00 2? (cof3C+fin3C. 7-1) P’un-2)- ..; 


dieſen Werth ſubſtituirt, ergiebt ſich für d" A tangx der obi⸗ 
$ Ausdruck. 





ferner iſt 


§. 14. Anmerkung. (im $.9.n, 9 Fuͤr fin mz und 
tolmz find Außer denen ($. 10) erwähnten Ausdruͤcken fols 
gende beyde bekannt: 


(am cof 2wei (m- 2) ante =) . 


tr (mm 9 amcoſ —8——— 
1.2 


m-2 


inmz= finz 


m 
2) cofı m2 == ↄm⸗i coſzn -aꝛw-⸗ cof; 2 


—* — mes cofz'""_m (m- —— — 2 —DD——— .) 
1. 2 1.2.3. 
Sept maıf in-dem erften derſelben für * und fehreibt 
de Glieder in nmgefchrter Ordnung, fo wird 


7) Euler l. c. $. 234. 243 Kluͤgelen. 72. S. 56,n.84 ©. 


80. Vergl. LHo ſeital Traité analytique des ſections co- 
niques p. 436 ete.— 


374 V. Pfaffer Socalformeln | 


1. a) fuͤr ein geraten, — 
| BE 
oo mim ® 9 23 
Ä 1.2. 3 
finm/=tol?. £ 2 
| im re 
12.3.4 - 


. 


1. b) füt ein ungerabesm, 
(m?-ı) „(w-m}9) 
_ mt _— — (0/4_,. 
eofm = cof (1-7 —e 7 ) 


Durch eben dieſes Berfhrn ergiebt zZ aud ber zweyten 
Formel für colmz; | 


2. a) für ein gerades m, 


m” m” -4) ; 
coſmꝰ i — ee u 1272 
‚123.4 | 
— m. mi=D (m'16) fe... 
1.2..06 
2. b) für ein ungerades m; 
| (m?-ı) (m?-1)(m?.9) 
fi =mff/-m——f 3 Lm — — {: I. 
nmg=mf‘ 12.3 + 1.23.45 g . 


Von biefen 4 Formeln finden fih die 1. a und 2. b bey 
den erwähnten Schrififtellern, aus andern Gründen abgeleis 
tet °). Ich weiß nicht, ob fonft die Bemerkung ift gemacht 
worben, daß diefe beyden Formeln unmittelbar aus («) und 
(2) durch obige Subjtiturion folgen. Die Formel (2. a) 
kommt erfi in Euler Sntegralrechuung vor ), aber bie 


s) Eulen 5. 238. 236 5 Klägel ©. 65. 0.76 G. 62.n, 
7% Zu 


© Inſtitt. Calcı Integr. Vol. L $- 181. 


N 


—R 
u 
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(1. b) erinnere id) mich nicht fonft mo gefunden zu haben, 


Uchrigend kann man auch (1) aus (2), jo wie (T. a) und u 


(1. b) aus (2. a) und (2, 2 durch Differeutiation her⸗ 
leiten. 


15 Aufgabe, Das nte « Differential von 
Afın x zu finden, ohne Ridge auf ein nbe ſtaͤu⸗ 
Yiges Differential, ; 


Auflöfung. 1) €8 kommt wieber, wie in (9), mur 
darauf an, die höhern ‚Differentialien von A lınx zu finden, 








dAfınz 
mem dx als beftändig angenommen wird, Nun ift 
| . | 
1 dA finx - 
* A alſo —* —— 
r\ı _ ) d rt dx! 


Die Differentialien von 





1 

— erhält man durch das in 
Ta-x) Ä 
(9) gebrauchte Berfahren. Entwicelt man nehmlich 


1 
I-(z4u)?]? = (1-x?-2xu-u?)"? = (1-x?)? 





Hilex2y2 (2Xx+Fu) + - = ar (ax + u)? 
2.I ‘ ; 


*... nach Potenzen von u, ſo wird 
1 1 x’ \ 


—— 


FI x”) * 


— — 5135. a) (1-x”) —— 


PER 1-2? r(r-1)(r-2)(r-3) 5) 
an Sn ru j | 


d· — 





L 


x 
—X’Pınt — Pr (n-D)+— 
‚ I. 2 1 „I 2. 


. d'y 1.2.3.7 


6 v Pfaffs Localformeln 
ar At .y 
— inx = xt (ver a $. 4) * 
xt —— 


—— —— 


2) Daraus folgt, ohne Ruͤckſicht auf ein beſ ͤndien 


Differential ‚d"Afınx 


4 iR 





P’%(n->) +... 
3 


. . J | 
Da Acoſx = = A ſinx, fo ergiebt ſich daraus leicht 
Auch d" Acoſx. _ 


5.16, Zufaß. Euler giebt ") fr A vr — —4dy, 
-xX 
wenn dx beftändig if, folgenden Ausdruck: 
(r-1) 


hir — xt 
1.3 


de — 


dxt Ga-22)"} ! 1.3 r(r-1)(r-2)(r-3) — 


2.4 1.2.3. 4 


Dieſer Ausdmick, der dort nicht allgemein erwiefen if, ers 
giebt ſich durch eben das Verfahren, bie der vorhin ($.14.2) 


“gefundene, wenn man tur (I- (x+u)?)”} auf andere Art 


aunwſchen. Es iſt nehmlich dieſe Groͤße | 
= a = 7 +7 * 


» Infitt, Cake Die. P. I. Cap. V. $, m 


/ 


für hoͤhere Differential, u 17 
u) Tu =} 
1-x? 1-x” „ 
06 a 


Yusder Aufldſung der Potenzen vonI- — feige das 





hWige. Auch laͤßt ſi ich die goimel für d er 5 e dar⸗ 
** 1-X 
ſtelen: | 





(2 . 4)” 


Für ein gerades r ergiebt ſich, wenn man bie Glieder ber 
Beide in umgelehrter Ordnung ſchreibt, 


r66 —ı 
r x + — 2 2 
Y  naB,r 2 


dx! GANItE - r(r-I rn) r 
Ba re r(r-I)(r-2)(r-3) (1-3) J— 


J r r?(1r-2)? x? 

Een al. — Ä ar ee 

= 13:5. ri 22 2 2,6 
det‘ 55 r(r. 2) (r-4 x 

nr — 
een fo für ein ungerabeön 

y GR 
y_ DEE CE 
J — (i- = art N JUN (c-1)? a, 
’ 2.3.4. 5 


= x 
4 . 
‘ M 


\ 


4 
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$. 17. Lehnſatz. Die Summe folgender un 
endlichen Reihe: — u 
p. + po pr ons 
= Ap+Ap+Ap.. +ANp® 
| et 
w A'=ı? . 
Atari 
A gt rg ge 
A! — ꝓ _ rg zu + 1429 Dr nti 
u. ſ. w. "). . 


$. 18. Aufgabe, Das nte Differential von 
-tang.x zu finden, wenndx, oder Fein Differe 
tial als beſtaͤndig angenommen wird. 


ſinx er x — err- 
Auflöfung. 1) Es ifktangı= — = ——— 
coix r-(e + er" 





| 1 (r-ı a 
BZ — — 57 = — 1- — — 
r-ı M1 r- er il; 
| | 


u | 2 
alſo dtanx = — — di | — 
fi g - Yr-ı =) 


2 | | 
— — — d" (1-7 Lern BT So ee Fe 


x 
a N 


y ’ 

v) Diefe Summation habe ib anderswo bewiefen. (Berfu 
einer neuen Summaftonsmethobe. S. 71) Sie iſt eine Fol 
aus einet allgemeinen, welche ebendafelbft (S. 69) vorkonm 
Ueber bie Größen A, A, A, ..., melde au 
font bey Summlationen gebraucht werden, vergl. L, Enle 
Infitt, Calc, Diff. P. II. Cap. VII. $, 173, Die biefigen un 
druͤcke find von ben dortigen verſchieden, durch die Hinde 
burgifchen Zeichen der Binomialcneffictenten. 
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Bird nun dx als: beftändig angenonmen , fo ift 
drei ER de", folglich unter eben 
dieſer Vorausſetzung, 
d'tanrgx 2 None _ 4x IE ans 
Ze zZ Nee ER 


aur ( ner er par etrr"'_ ERTL. ) 


uch . , 


8) Die nnendliche Reihe ‚ durch welche © aus⸗ 





gedruͤckt iſt, laͤßt ſich nach dem vorberpefenben Lehnſatze 
($. 17) malt: wenn daB dortige p=— er. ges 
1 ey - _ 


twird, fill 00T 
ſetz ’ f iſt 12p +er ET Lerpi 


n 








e’r- d’tangx 
* ; alſo - — * 
2cofx dx 
yet 








cofx "tt, (p)" ers IE multiplichrt in J 


— ANe2nxy«t _ AN-TeRaR-Uxpe=t + AN-2., ) 
1 . ANe di — ANTeln-Yxr- et 
LAN? easy =t_,,., 


[: N cof(n-Dx-AN"c —* -3) . | 


- 


mn 


u (r-Y)"".cof zarı 


1 +AN?cof(n — 5) x — .... 

—— — —— faV“in n — yx 
ler n*1 

— 1) .colx Ir AN- fin-Cn — *9 | 


rain 9x...) 


3) Um Dice Avidrba auf eine mdgliche Zorm zu brin⸗ 
en, iſt zuerſt zu bemerken, daß In der Reihe der Giößen 
At, Am. AN, je zwey Glieder einander gleich 

M 23 


N, 


——.m—..a 000 


180 V. Pfaffs localſormeln . 


find,. deren eins vom ‚Anfang 1 weit abfteht, als das ane 
pre vom Ende: alſo A= AN, AAN, Aui 
— AN? u. ſ. w. Zugleich fi ind die Bögen , deren Si⸗ 
nuſſe oder Coſi naſſe bey der Formel für d’tangx (2) in zwey 

r ſolche ©: dßen multiplicirt find, einander entgegengeiht, 
fonft gleich. Nun find zwey Fälle zu unterſcheiden. 


a) Es ſey n eineungerade Zahl —ar-ı, fo heben 
ſich in (2). die Glieder, welche Sinuffe enthalten , gegenfe: 
tig auf: wenn man dagegen die Glieder mit Eofinuffen, je 
zwey und zwey verbindet, da denn das mittlere allein übrig 
bleibt, ſo ergiebt ſich 


Cr 2(r-Dx-2A’cof2(r 2) | 


ı 























d’’tangx +2A cof2(r-g\x,, — 
=+ 
det. — coſxꝰ 
Ar - A coſax + 24 coſ ) 
| — 2A ’cofdx... + 2A’cof a(r-ı)z 
a coſx?t 
q0) Es ſey. | 


b) n eine gerade Jahl— ar ‚fo heben ſich die Glie⸗ 
ber mit Cofinuffen gegenfeitig auf ‚ und die mir Sinuflen 
laſſen ſich combiniren ; ; fo wird 


(FM (ar-N)x-—- A’fın (ar yx 
+ A’fin (ar-5)x.. 0) 


—————— — — 


* 


d’’tangx ° 


dx” 














L 





— Re hoͤhere Differentiale. m 


Die Corffictenten A’, AY, A”, .;. mit ihrem Geſetz, find 
aus $. (17) bekannt, wo für (a), n=2r—1; B (b): 
par; zu ſetzen ifl, 

5) Nachdem auf diefe Meife die hoͤhern Differentiale 
von tang x beſtimmt find, für ein beſtaͤndiges dx, fo folgt, 
ohne Ruͤckſicht auf ein beftändiges Differential, 


unge = x Pant — — P% an) 
x \ 
+ Pet ($. 4. 


6.19. Zuſahe! Von cotang x laſſen ſich die hoͤhern 
Offertarialien aus den vorhergehenden Formeln leicht abs 


keiten , wenn man 2 —x anſtatt x ſetzt: fo verwandeln 


ſich cofx; cof2x; cofgx; co[6x5 ... in Enx; _ cofax; 


+eolyz; —cof6x; .... und ſinx; fin 3x; insa;. ...' 


incofx? — coſ zx5; 4 coſ 543 ... Boiglich wird, * 
ald befländig angenommen, 
gaı-t —— 


U N I: 
gu 


— "+ aA? cof 2x 4 2A”? cof 4x u 


+ 2A colbx ... + 2A’ cofalr-T)x)F 
— ee 


Anz 


Ä a cotang x 

mb) = 

| Atcofx-+ AT” col3 —8 cof5x 

' W ... + Aof @—nN)x) 
— — — 


w— —— ne 
finztt 


- 


BR V. Pfaffs localformeln 


$.20. Aufgabe. Das nte Differential von 
colec.x und’ fec.x zufinden, wenndx, oder kein 
Differentialals beftändigangenommen wirt, 








M 14tan ’x 
Auflöfung, 1) &8 iſt tangx +cotangx = - = | 
. tangx 
tang x 1 2 1 
m — = — — — , alſo — =colex 
finx® fin x. coſx ſin 2x ſinx 
>z(tangz3x+cotang}x).- 


Dermitteljt diefer Gleichung iſt gegenwärtige An fgabe af 
Die vorhergehende (F. 18) reducirt. Es wird demnach, ſit 
ein befiäudiges:dx, . 


a) rd’ cofec.x 
dx" 
Ar — 2A Tcolx + 2A”*cof 2x 

NK 2A? colzim..+2A'cof (r-ı)x 








. N of Ä 
| ( + —2A8 coſ x + 2A? cof 5) 
— +2Acof3x+.,.+2Acol(r-Dx 
(in | 
b)' ‚od? cofecx 
dx” 
. \ 
| x x J x 
. NAT ſin = Aria — + A"*üin = \ 


2 


75. | ar-ıN 


cCccoſʒ x) 





für hoͤhere Differentiale, 13. 


| —.. 
fr cf 2 +Acol 3% + Ar⸗ coſ * 
2 y’ ’ 
+ " (at ) 2 
/ ‘ ’ — 1 oo 
| + ...+ A cof x | 
2 














di 1 x)”. 2* 


Andere gleichgeltende Ausdruͤcke folgen aus der olidans: 


cofec.x = cotangz x — cotangx. 


v. 


u er.) Du 

2) Setzt man für x, Fi fo ergiebt ſich aus (1) 
an fec.x, für ein beftändiges dx. 
3) Bon cofec,x und fec.x laſſen ſich dann ferner die 


hoͤhern Differentialien, ohne Ruͤckſicht auf ein beſtaͤndiged, 
durch die Formel — (4) ausdruͤcken. 
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VI. 


Anſtöiuns einiger verwickelteren Coefficientenglei⸗ 
chungen De 





J 


F. 1. Aufgabe > 


Ziiſchen den Coefficienten zweyer Reihen p, q, und der 


Potenzen der letztetn, finde für jedes anbeſimnnue n ſolgen⸗ 
des Verhalten tan: 


' 
pen gen+ - — * (n— 1) 


+ ei dr la) +... + 


4‘ 





a 


Man fol die Eoefficienten von q durch die —— der 
‚Reihe p und ihrer Potenzen ausdruͤcken: oder Die gegehe 
ne Eoefficientengleidung sach q auflöfen, 





Auflöfiung. ı) Um den Sinn dieſer Aufgabe dentl⸗ 
cher einzuſehen, beſonders ſich gu uͤberzengen, da ß und wit 
fie beſtimmt ſey: wird es nicht undienlich ſeyn, die erſter 
Coefficienten von q durch Huͤlfe des folgenden recurrirenden 
Verfahrens zu beſtimmen. Zuerſt iß für n=ı, pxızael, 
alſo qur beftimmt. ‘ 


a) Man vergleiche E. S. c. a. A. S. 144 — 152, ingl. Arc. de 
Muth, H. VII. ©. 350, 351, u 5. 








” } u . . “ “ | . W 
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1 j . 1 J 
Ferner wird fuͤr n.2, px2—= qx2 + — a’ır, 
N I.2 


0 1 a 
alſo gu —px2 — — qui.” ber aus bem gefundenen 
qui folgt q?x1 = (gx1)?” = (par)? — pt ; demnach wird 
ga=pr2— Zp’xL. So ift der 2te Coefficient beſtimmt. 


I 

dr n = 3 ergiebt fi) pa3 = qug + u g’x2 

1 —* oder 143 x _._ FREIES 221 
PT inte 3=Pr3 a 

Aber durch die beyden erften Eorfficienten von q find eben . 

fo viel jeder Potenz von q beſtimmt b). Es ift nehmlich 

2gx2.q’x1 


gxI 
= 2922. quI = (2pa3—p’RJ) pxI =2pn2.pxı— PPuI. pre 
= pr2-p’xı; folglic wird quʒz —=pr3 + (p’r2 - p’xI) 





gs (get)? (pri)? —p’a1; q’a2 — 


.1 
ee ui Eon a — > 


„So läßt fich fortfahren, und es erhellt leicht, daß auf 
biefe Urt nach und nach jeder Coefficient der Reihe q nach 
der Ordnung durch p beftimmt werde, Man ſetze, es feyen 
de Eoefficienten son q, ‚vom ıflen bis zum (n-I)ten bereits 
gefunden, fo. folgen daraus eben fo viel Eoefficienten der 

"Potenzen von q, und es ergiebt fich dann auch der te Coefs 
firient von q, nehmlich aus der angenommenen Gleichung, 


b) Weil nach der Localformel für das Polynomium q, 
(m-n+Dgx2.qg”xn ] | 

qrx (nꝓ) = 4 +(2m-n+2)gn3.g" (+2) : nqxt 
l+. „tr ange (n+-1).q”x1 j 


v 


86 VL Pfaffs Auffung einiger 
| gen = pn — — q’ J 1) 


1 2 1 
mn wu x (n — 2) .... — nd quxi 
2. I... 


wo rechts des Gleichheitozeichens alled gegeben ift. 
3) Anftatt diefes weitläufigen Verfahrens bient nun 
folgendes ungleich fürzeres, wodurch man auf einmal einen 
allgemeinen Ausdruck für gen erhält. Da es willkuͤhrlich 
ift, nach welcher verduderlichen Größe, und nach welden 
‚Erponensen (in aritämetifcher Progreffion) die Reihe q fort: 
gehe, fo fee man 

‘gg. x+qn2. x”+.gx3. x+.. .+ gen. gar, 

Daher wird q’ — giaı.x" + g’a2.x"" + g’uz, x * 4.. 
+qlun.z"PIL.... ’ 


Nun betrachte man folgende Reihe: 








g” q? a 
the date 
1.2.3 * 1.2.0 


‚ bern Same . Befanntih — — e-1 ifl, fo wird, q durch x 
ausgedruͤckt, 


era .+ max + * x? +. .t+gen.xz" +... 
+— —X —* ——— +4 *x(o-1)4. 





+ durt... 4 gie(as) 
12300. 
| +..+: 
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| | j B | . s ) 4‘ r a 
alfo (et-1)an = gun + — g’r(n-D-+... + — gar 
1.2 I.n 

— pun. Man darf daher die andere Reihe pe ei-r 
ſetzen °%). So wird e!=p+r, und q =.log (p-+-ı) 
=—=p — ip’ +iP — ip... Setzt man hier. für q und- 
p die Reihen nah x, fo erhält man fogleich gun = pxn 


1 
— 3 px (n+1)+3P’#(n-2)- ... + — px ,. welches 
der verlangte Uusdruc für einen undeflimmten Eoefficienten 


der Reihe q if: womit auch die in (1) berechneten Beyſpie⸗ 
le fürn = 5, 2, 3 übereinflimmen, | 


$. 2. Zufag. Fuͤr die Scale und den Judex 
p(* b,c, de.) on 
I, 2, 3, 4-.» 
| I 
it alfo an —=a’A-36"B+3c’C-z0’D... + Zu N 
Nimmt man bey der vorigen Scale ben Inder 
-a, -b, -c, -d eo) 
( 1; 25 3. 4 se. | 
I. 
fo wird -gen = "ArzDBLFC... + — "N 


* "5 3) | 
— n . y I 


ce) Nicht, man muß. Die angenommene Coefflcientengleihung 
iſt nehmlih gar nicht mit der Reibengleihung ea — ı=pidens 
tifh, weil ja pund q nah andern Erponenten, als die hier 
angenommenen find, ſelbſt nadı verichiedenen veränderlichen 
Sroͤßen fortfibreiten koͤnnen. Aber was aus einer [peeiellen 
Reihengleichung in Rüdficht des Coefficienten hergeleitet wird, 
gilt allgemein bon der Goefficienrengleihung. 


H Bon diefem Hindenburgiſchen Zeihen, H. v. Praffe, 
Ufus Log, Infinit. in Theor. aequat. .$. XX, p. 19, 


283 2 v1, Pfaffs Auflöfung einiger 
- $& 3. Aufgabe. Die Seffeietengleißung: 





1 
De — n-I 5% 0-2 BR 
prn=g% a Pete + 22. * (n-2) 


j zn-TI x 1I 


I.2. an-T 


wach q aufzu:dfen. 


Auflöfung. , 1) Anflatt das weitlaͤufige Verfahren 
G. 2; 1, 2) bier zu wiede:holen, welches doch nur zur Ers 
LAuteruug gebraucht worden, Tann man fogleich ein dem aus 
dern (9 ähnliches Verfahren gebtauchen. | 


"Man fee alfo | 
g=ge1L.x+gr2.x?+gr3.x’+...+gan. ee BR 


rt2n=2 


folglich gan. gu. ’rgtaz.Xtgan.x dene 
Nun betrachte man die Reihe | 


2n1 


q? —W q — 
fing=zq- — + — - — th — — ..o | 
1.2.3 1..5 1.7 | —12.3.,20-1 


fo wird q durch x ausgedruͤckt 
fingzgrı.x rau? + vr , He 











| 1 
- — q- q’ 12 — q "tan +eie 
1. 2. 3 “ 2 3 1.2 3. 


4 g’xI 2 — 
J.5 I..5 u 


elfo (in g)xn = pam, . 
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2) Man darf daher p= fing ſetzen. Daraus wird 
1.3 13.5 p 
—— 
245 2467 
I. 3..(2n-3) pt 
| 32. 4.. 20-2 20-1 
alſo, q und p durch x auegedruͤct, 


p’ 
9= Are mp=r+i + 





* . .. 





i | 1.3 
—=pın- — ‚p’u(n-1 ‚p’ı(n- 
qun Pant 2 Pl + rl 2) 





1.345 ulm. 143.5. (20-3) u; 
.. n- o.. — — — — Nao l 
u 2.4.6.7 p * + 2,4,6..(2n-2)(2n-1) “a 
$. 4. Zuſatz. Fuͤr Scale und Zeiger 
(3 b,c, d ...& ” 
Pi, re) 
it alfo qun = AH > — er — N 
rare 2.3 2.4.5 
1.3. 5. rs 1. 3.. .(2n-3) n-1 —8 
*7 2.4 67 E+. tn 2.4..(2n-2) (2n-I) n N 


wo die Diftanzgerponenten n— ı im. leßtern Gliede 
über N und n, dieln-nte Eombinationsclaffe nach 


der nten, d. i. die (an-ı)te Claſſe, und den (2n-I)ten Po⸗ 
Ipugmialsoefficienten andeusen, Man koͤnnte auch fo ſchrei⸗ 


ben: * NY ‚wo der Diftanzerponent fich auf alle Dre den 
poiynomialchefftcienten, ‚ bie; ; Claffe und die Sumue be⸗ 
zoͤge. 


4 


490 - m. Pfaffs Auflöfung einiger 


$. 5.: Aufgabe. Die.Eoeffictentengleichung 
pxn = Qui. g’2n+Qx2, g’*iu(n-I)+0x3.g'*"x(n-2) +. 
+ Qun,getnndyr 
nach q aufzuldfen, | 


Auflöfung. 1) Da die veränderlichen Größen, nach 
welchen die Reiben p. 9, Q fortgehen, fo wie die Erpos 
nenten willkuͤhrlich Können angenommen werden, fo fee 
man 0 | 
p=pxı.x"+ pn2.x +px3.22 4. +pan.xHtendL 
g= gei.x+gu2.xdrgaz.x EL... +qun.z' add, 
QEQeLg+Qra. +03. gerri. Qungd., 


2) Druͤckt man in-der dritten Reihe bie Dotenzen von 
q durch x nach der aten Reihe aus, da nehmlich 
ae ie ee no... 
fo wirb \ | 
O=Qxrg’sız'+ Qung ax2. x—.ö Oxr.giaz,xa dl, 

+ Qx2.g’*laır '+Qn2.gi*ixa 
4 Qx3. g’*2dyr 

d. i. wenn man, was in einerlen Potenz von x multiplicirt | 
iſt, vermdge der angenommenen Gleichung verändert, 


Q = par. + pa xl pnz, x. —p 


3) Nun wird aus ber dritten Reihe in (1) durch Um⸗ 
| kehrung | 


ę ·s·d std 
d=- gr —*E 4 2.0 * 
s nd stad 


Mer 2 x3. Toren, | 














. 
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. Pas see Gr. Ge. 1 
alſſo? — Q’xp+ — “xo,p ® , 
X 2 p s546d a 


V 2ã | | st3d 
+ —— 9° »3.p " teen 


Geht man hier für: bie Potenzen von p Ihre Neihen nach * 
wo | 

= pfun. xæe 4 pfun.xaPtd L pPug, wen, ee 
ſo *. ſich 


8 
d— =“ “gr * wu | 
$ -s s 8 
—F Qt »Lp* 22. „ara + > Q* £L. p‘ —* 
ud std = 1 


F — x2.p a +3 OR x2.p xa 


alſo wird an —— 
I a | 
Cr x1.p “und — ut * #2.p * xCh-I) 


»s22d Kr 





5 
— % a) tete.» 
+ s+2d 3 * 
md 2ä 
FRE — — * xn. a „L 
st(a-nd P 


Eo it mithin der unbeflimmte Eoefficient wit bloß von q; 
fondern von jeder Potenz von q Durch bekannte Groͤßenaus⸗ 


gedruͤckkt. Ob nun gleich diefer Ausdruck aus der fpeciellen 


Voraudfegung (2) hergeleitet worben ’ p sit er doch allze⸗ 


mein. 


198 | VI. Pfaffs Auflöfung einiger 

$; 6. Aufgabe. Die vorige Gleichuns nah & ai 
guldfen 

Aufldſing V Den vorigen Serien gemäß, fet 
man wieder p == Q, fe- wird pP = 98. 
bi p’xI. xp 42, xcatd p⸗ x3. —R are 


, Nr «q gg’ —X gerr + Q’r3- J 


2) Rum wird aus ber für q angenommenen Reihe durch 
Umkehrung 


— — ard| ßy * 
— — 2,q Haar — L. 





Deidt man Vena die Potenzen bon x in.der Glei⸗ 
chung (1) durch q aus, ſo wird ⸗ 


sa 5 5a 
„pa. — rg 
In 


s 


6a 
=s0-d Satd] J u 0-24, „guatzdı 
Hp'aL, —* “2,9” |4p’% aa 71T "3.1 le 
2 (sa4+d) | (sad) = 
2 7 Aredag 2 grad 
Fr Pr. 7 Tem ET 


Ä sa-+- 
B Re 


sa, 2d 
= Qt. g“ + ar geatd + 0:23, qated 4. 


Was zu .einerley Potenz von q acht, bepderfeid 
viele, ergiebt fi 9 
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T gan — mp in 

I a —88 R 

a. præi. 4" nd än-+(sa+d)p°x2,. Fe FOREN 
LT ra 5 


1 
pr + % 0 . @ ° N . 
en a digen, m | 


> 
I oe 
m 
. 
e 


4 ‚7 Bufäß,: In der Gleichung $:.6, 1 druͤcke man 
n Belein von 9 —* x aus, da nehmlich 


ie 
pfar.x’® + p'u2, IONRGENG zur, ... 





a an +Qas.gtin2. st +Olun.gnz.xr2a,, 

*F [X gr xI | + O2, g’itrdyn \ 

N, ie Hasen ’ 
hisih, 


’ — g’'an+Q'z2. —X — gras, (n29) 
| +.... + ga. le. PN 


Es laͤßt ſch demnach aus der angenommenen Gleichung 
für pen folglich eine ähnliche Formel für den unbeſtimmten 
Coefficienten jeder Potenz von p herleiten. Aus $. 5, 6, 
7, ergiebt. fid) folgender Sat. | | u 


$. 8. Satz. Wennzwifhenden Coefficiens 
tendreyerXeihenp, q, O, fütjedesn, folgen 
des Berhalten Rast finder: 


N 


‘ 


1. VI. PhaffsAufloſung einiger: 
prn = Oxr.g'an + Qu2. —8 (—n 
+Ox3.q ar2d u(n—)+..+ Oxa.g 

- fo wird auch ſeyn fuͤrjeden Erponenteg fx .: 

1) p’ın = O’nı.g’'un+ Qin2. gl (a-ı) | 
+73 gerrady (n-2) +...+ ‚Qien. gerttumndyr 


OR: 
> =) g’sn —* Fe x2. P .* (0-1) 


f -u-nd std 5 a 
— ur #3 ‘pP Aa x n24 ... 
+ st2d . F J Bu [2 . 
N $ ‘ .s-M-ı)d ir sun-dde, 
not " ” + — « xı 
54 (nnd " 


. 
- ⸗ * v 





Sun= DE ie. 8% 
- 3) —* sa+(n-ı)d. mnleiplie wu 


| sap'xı.q —— * (sa+d) pi “2. en] 
++ 2d) p'x3. ed &n—2) +. 
rt [sa+ (a: —ı) d] Fe ea dar, | 


„A 


7 
? ’ ES j ” 
R 
N Eee 
. F un 





195. 





\ j - 

. "VIE 
. 22 

W o . “ 


Entwickelung des Beweiſes für. die Reverfionsformel 
von Ra range, in feiner Theorie des fonctions analy- 

tiques $, 97 U. f. nebſt einigen „Zufügen ; von 
M. Johann Wilhelm Pfaff. 


! 





wu vo. 
»  Inhaltsanzeige 


$. 1. Erklärung einiger Zeigen. kannt aus 6. 8. angenommen 

2, Erſtes Problem, wird. Auflöfung von La Grauge 
z=x} yfz; man ſucht z. Auf» und Entwidelung 5.99. ., 
Iffung von 2a Grange. $. 15. 16. Viertes problem. 

2-5. Entwigelnng obiger zetixfztyFz. Man fuht qz. 
Aufldſung. .17. 18,19. Probleme aus der 


4.6 3Zweſtes Problem. 
Man ſucht 02, wennzaus $. 2 
befanntüift. Auflöfung von La 
Grange $. 98. on 

S. sn Entwidelung biefer Auf: 


Differentialrehuung, vermite 

telfeder combiuatorifhen 

Analvfis auflödbar, welche 

im Iufammenbange mit bem 

Neverfiondproblem fies 
en. 


mg. ” . . 
$. 9. Wuflöfang vermaittelk des S. 20. Das Allgemeine in dem 


polpnomiihen Lehrſatzes. 

‚10.11. Zufäße. 
12.13, Drittes Problem. 

Man ſucht 9z ohne daß z als be: 


Verf. von fa Orange. $. 100 ſqq. 


$. 21, Allgemeineres Proo 
- bliem,. nebft einem Bepfpiele 


aud La Örange 5. 165. 166. 


$. 1 


Je habe mich im Folgenden ber gewoͤhnlichen Zeichen 
der Differentialrehnung bedient. Sie hängen, 
wie es ſcheint, mit den Begriffen, anf welchen gewoͤhnlich 
jene Rechnung gegründet wird, gut zufammen: ‚La grange, 
der jene Begriffe verläßt, bat auch bie Zeichen in feiner 
Schrift nicht benbehalten. Zur Vergleichung, ohne bie 
Theorie darzuftellen, dient alfo Folgendes. 
J J N 2 2* 


x 


⸗ 
x * 
v 1 
. 
J 


| 36 Lu * VL Pfaffs Auflsfung einiger 
‚m= pen - — qꝰ an) 


1 [3 [5 " I 
in u x(n — 2) .... — — a’ır 
1 I..n 


wo rechts des Gleichheitszeichens alles gegeben iſt. 


3) Anſtatt dieſes weitläufigen Verfahrens bient nun 
Solgentes ungleich fürzeres, wodurch man auf einmal einen 
allgemeinen Ausdruck für gan erhält. Da es willkuͤhrlich 
ift, nach welcher veränderlichen Größe, und nach welden 
-Erponenten (in arithmetiſcher Progrelfion) die Reihe q forts 
gebe, fo fege man 

‘\g=gsı. xt qn2. x 243. x +. ‘+ qun. gar, .. 

Daher wird q’ — qæi. xt + g’a2.x"" + qug. x zera 4.. 
. ter. 


Nun betrachte man folgende Reihe: 
gq” q’ q 


4+ - + te + 
1.2.3 ° 1.2.0 


deren Senne 1 befanntlich, = ei ifl, fo wird, q durch x 
ausgedruͤckt, 
J x+ qu2,x” + 2 x’ +. ... +.g9#20.xX” +... 


++... 








+4 + —g "+. + >x(0-I)+. 


+ I Burk —— 3 n-2) 
123 ern zir 


“yo 
⸗ 


a J | +..+.. 





l . " Lu+#2Q 
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a 


alſo (eur - gen +- — 55 x a- D)+.. + gar 


I.n 


= pn. Man darf * die andere Reihe pe el-r 
ſetzen ) Sp wird ! = p+I, und q=.log(p+ı) 


—p—3pP’+37P —zp*+... Gebt man hier. für q und- 


p die Reihen nah x, fo erhält man foateic) gen = pun 
— *p (a+ı)t3p (a 2)-. .. +7 — p’#l, welches 


der verlangte Uusdruc für einen unbefimaten Coefficienten 


der Reihe q ift: womit auch die in (1) berechneten Veyſpie⸗ 


le fürn = 1, 2, 3 uͤbereinſtimmen. 


$. 2. Zuſatz. Für die Scale und den Inder 
( 3 b E 2 d 4 ) , 
p I, 2, 33 9 *4 
I _ 
iſt alfo gan —=a’A-z6"B+Fc"C-ZP"D... + = n"N 
Nimfnt man bey der vorigen Scale den Zuder 
-4, —b x —-c; -d ) 
( 1 9 2 9 3.5 4 * — 
| | In 
fo wird - gen = a" A+ 30 B+ FC... + — MIN 


= I 3), . . 


ce) Nicht, man muß, Die angenommene Coeffichentengleihung 
ift nehmlich gar nicht mit der Neibengleihung eı — ı =pibens 
tifh, weil ja pund q nah andern Erponenten, als die hier 
angenommenen find, felbfi nad verihiebenen veraͤnderlichen 
Srößen fortfbreiten können. Aber was aus einer [peeiellen 
Reihengleichung in Ruͤckſicht des Coefficienten hergeleitet wird, 
gilt allgemein bon der Coefficientendleichung. 


d) Won biefem Hindenburgiihen Zeihen, 9. v. Prafle, 
Ufus Log, Infinit. in Theor. aequat. .$. XX, p. 19, 


— 
— — . _L Le Ps mir 


8 v0 Pfoffs Kuflöfung einiger 
- $ 3. Aufgabe. Die Coefficientengleidhung: 





1 
prꝛnæqun- 5 deln = - g’»(n-2) . * 


I.2... aD- r 


wach q aufzu:dfen. 


Auflöfung. , ı) Anſtatt das weitläufige erfahren 
G. 23 1, 2) hier zu wiede holen, welches doch nur zur Er⸗ 
läuterung gebraucht worden, kann man fogleich ein dem aus 
dern (9 Ähnliches Verfahren gebrauchen. 


x 


Manr ſetze alſo 

qui. x 49x2. x qug3. x* p. .. 4 qæn. xꝰn-t .. 
folglich g’=gaı.zttgaa. x "4g'aa.xttr.4g’un. nr, w 
Nun betrachte man die Reihe 

I 49 q q 

0223 1.5 1.7 —12.3.,20-8 
fo wird q dur) x ausgedruͤckt | | 
(ng= qui. x +qm. x’ + qugʒ.xꝰꝓ.. tanæe 


2nT 














| 1 
-— g’at- g’22- detadtets 
‚12.3 I, iu: 3 
+ — g’ıı + an 
1-5 
s 0  .2 00 
o or 00 
\ 1 — ga 
J. 2.. 20-1 


elfo (ſin q)xn * pas . 
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2) Man darf daher p= fing fegem Daraus wird 
pP 13pP _135p 
Ar pH +, — — 
— 3 245 2467 
1.3. .- (20-3) pt. 
2.4.. 20-2 2n-I 





+. + 
alſo, g und p u x auegedruͤckt, n 


p’x (n-2) 





1 
qun pxn 4 — .prr(n-nD+ 
24 3 2. 


1.35 u: | 1.3.5... (20-3) .. 
— n- .. — — — wet 
* 2.4.6.7 p + * 2,4,6..(2n-2)(2n-1) “2 


$. 4. Zuſatz. Fuͤr Scale und Zeiger 


(nee tee) 
J 3, 


i al qun = — —Eð — CH — ‚ir ' ’ 
rap 2.3 2.4.5 
1.3.5 1.3.. .(2n- 3) n-1 ne 


+ ER 4 . ‚+ — 
2.4.6.7 


| 2,4...(20-2) (2n-I) 

wo die Diftanzerponen ten n— ı im. leätern Gliede 
über N und n, die (n-Hte Eombinstiondclaffe nad 
der nten, d. i. die Can-ı)te Elaffe,; und den (2n-T)ten Pos 
Iongmialcoefficienten andeujen, Man könnte auch fo ſchrei⸗ 


n—i 
ben: —— N ‚wo ber Diftangerponent fich auf alle er den 
Yolpnomiafeorfiieten, ‚ die; Claſſe und die Sumeie be⸗ 
zoͤge. 


4 


490 - m. Pfaffs Auflöfung einiger 


$. 5. Aufgabe. Die Coeffictentengleichung 
pxn = Qui. gtzn+Qx2, g’*x(n-T)+0x3.g'*"x(n2)tu 
+ Qun,gt nn dar 
nach q aufzuldfen. 


Auflöfung. 1) Da die veränderlichen Größen, nach 
| welchen Die Reihen p. q, Q_fortgehen, fo wie bie Erpo- 
wenten willführlich Eönnen angenommen werden, fo fee 
man ——— | 
p=pxı.xt + px2.xti 4 puz.xdL + pen.xateni], 
g= qei.x+qua.xdrgaz.x td... gung nnd, | 
O=Qxu.g? +Qx2.g’*d + Qu3. q +. Qxn,ge*(n-ud +. 


2) Druͤckt man in-der dritten Reihe die Potenzen von 
q durch x nach der 2ten Reihe aus, da nehmlich 
. gQ=gur,.x+gu2. „3, > a" ...... 
fo wird 
Q=Qxr.g’aız'+ Qu. giun.xtHdL Oxr.gtaz.xe’dh,, 

+ Ox2.gdiur '+Ox2.gi*iaa 
+ 9x3. q""daı 

d. i. wenn man, was in einerley Potenz von x multiplicirt 
iſt, vermbge der angenommenen Gleidyung verändert, 


Q=pri.x°+ px2 .x"*dL px3 xL.=p 


3) Nun wird aus der dritten KReihe in Ct) durch Um 
kehrung 


—— S .5-d 


$ 
— 
* st2d 
' ad x3.Q, * Tee, 











! 


| ſo ergiebt ſich 


mein. 
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—A 


so... 53. 5 
D — a TI. a a ‘ a 
alfe= — a — 2 


r 


j ET ve 


— — a 3. a .... 
re .»3P " +.. | 


Setzt man Bier für die Potenzen von p ihre Reihen nach x, 
wo u | 


p’ m p’sı, x 4 p’xo. zartd + p?a3, zaerdn, ..... 


| sa u ! 
ven Ä 
, Ss \ , x _ 

. 8 *8 4— 


sa 8 | 5 
QxI. pPra. xl ir - Qrxıp* uy,xttad 
em | s 








sg Ad sid sd std 
T—-Q* 22.p* sul#-—Q * a02p % ya 
44”. p s+d P 
n s 8:2d -e}ad „+ 
a x3. p * at 
s+2d 8. p 


alſo wird g n —> 
22 ee BR.) 
-Q*xrp*an — Q. % 00-1 
-Q xI,p + dr p (n-I) 


s “s>2d sT2d 


4 — — a x3.p ® »{n-2) -Fete 284 
- s42d | 

% 0. 8(n-pd sd (n-ı)d 
re. —- " a "An, u „T 
r + 8 +(n-n)d R op 





Es ift mithin der unbeftimmte Eoefficient wicht bloß von g;. 
ſondern von jeder Potenz von q durch befannte Größenauss 


drückt. Ob nun gleich diefer Ausdruck auß der fpeciellen 
Vorauffegung (1) hergeleitet worden, fo gilt erdoch allges 





RT 


198 | VI. Pfaffs Aufloͤſung einiger 


g. b. Aufgabe. Die vorige Steigung nah @ au 
zuloͤſen. 


Auflſung V Den vorigen Safe gemäß, fel 
man wieder p >= ſo wird p 0° _ 
* b. i. p’xI. xp 42, xsatd . p⸗ x3. gut, 
.., eRiung"+ u. . 


S 


2) Run wird aus ber für q angenommenen Reihe durd 
Umkehrung 


— I ar = 1 23.0124, 


* 


Druͤckt man demnach Die Potenzen © bon x in ber Gleis 
chung (1) durch q aus, fowird ⸗ 





ms sa 5a 
pral. — qrr.g 
* 


.— sad sard| I. — — sat2dı 
p'L zu “2,9” |4p’% Zar 34 bs 





ger. g 4 gr geatd ni 0:23. qat⸗d +. 


Was zu eiuerley Potenz von q aehitt, bepderjeitd 
—X ergiebt ſi ich 


beisoictefein Benelli. | 193 


a un. 
an * — 3: gli in | 

ha. Pr J nd: än + (sa td)p* x3. en) 
1 a tat ad)p‘ ”3.q Sa, al 


, Kazuy ” 


x 
“ we 
. 


. - t 


$.:7- Zuſah. In der Gleichurg $:.6, 1 druͤcke man 
Me Potenzen von q bürd) x aus, da nehmlich 


? La etd 4d0ẽ grad 
eg rgfin,xt — +. eg 


b wird | :, 
par. xt + p’x2. x rd hiyg, gerri +, ... 





ꝛi. ꝗι. HQxrg"R2.: art LOtungtaz.xmtd,, 
j + Lu2. q — 1 22. qutdæ2 | \ 
NT: ur V 
·j52 J „! Dres 2 
folglich, 


> un=Q*a1. gro Q'e2. (n-1) +9°23. gr 9) 
| ot Q’xn.g Re 


Es * ſch demnach aus der angenommenen Gleichung 
für pen Folglich eine. ähnliche Formel für den unbeſtimmten 
Eoefficienten jeder Potenz von p herleiten. Aus $. 5, 6, 
7, ergiebt. fich folgender Satz. 


$. 8 Satz. Wennzwifhenden Coefficien 
ten dreyer Reihenp, 9, Q, fat jedean n, folgen 
des Verhalten ſtatt finden 


! 
\ PM. 


se + +[sat+(n-nd]p*«n, g”r-e-Nd,] 
32 6 | u .. - Zu 


N 


19. VI. Darts: Mafläfung einiger ana 
pen = Qxı. ‚g’xn + Qua. art b—_n, 
+ 913. ge (n 2) +. Que, ER 
- fo wird auch ſeyn fürjeden- Exponenteg dx: 
1) pn = Our. g"ın+ Qin2 u ‚gs (n-ı) 
+ Q'x3. grad (n-2) + * ‚+ Q'n j gettundyg 
2) g’xn =—Q x1.p 4 x2.p ° a(n-ı) 
zei _stad 


+48 ap nat. 


J s — . n⸗ 1)d u an. adde 
— + — m. “- xn ·P 
s+(n-ı)d 


. ‘ 4 
« > N . —2 





s— EEE 
. 3) Q’an= T = an ä _ inf m. 
\ sap’xI. ga Ddyn + X pi “2. —— 
+6a+2d) pæg. ne n-2)+ · . 
rt [sa+ (a: —ı) d] Find sa (Det) * | 


eo 


f 
7 * ® “ * 7 J —X 
— — —“ 
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Eiwicelung des Beweiſes fuͤr die Keverfionsformef F 
von La Grange, in feiner Theorie des fonctions analy- - 

tiques $. 97 Q. f. nebſt einigen ‚Zufägen ; von 
oo M. Ichann Wilheum DM. 


C; 





F Inhaltsanzeige: 0 J 
. 1. Erklärung einiget Beiden. tannt Aus $. 8. angenommen 
4. 2. Erſtes Problem. wird. Anfloͤſung —— — 


z=x\ yfz; man fucht z. Auf: und Entwidelung $. 99. 

fung von La Grange. $. 15. 16. Bierteg Droblem.- | 
2 — 5. Entwigelung‘ obiger zatixtz\yF z. Man fuht gz. 

Auföfung. $.17 18,19. Probleme ausder „- 
66. wentes Problem. Differentialrenuung, vermite 

Man fuht 92, wennzaud$.2 telfkder combinatoriscyen 

befanntjift. gAuſtoſuns von La —RN vſis aufloͤsbar, welche 

Grange $. 9 m Zufammenbange mit bem 
ar ———E biefer Auf⸗ Wese rfiondgyroblem fies 


en. 
4.9. Widſung vermittelt des $. 20. Das Allgemeine in dem 
polpnomifchen Lehrſatzes. Verf. von La Grange. $.100fgg. - 
$. 10. 11. Zuſaͤtze. . 21, All meineres Pros 
912.13, Drittes Problem. diem, ebft einem Beyſ, tele 
Man fucht 2z ohne baßz ale be: aus La Giauge 1605. * 


gı 


27 sobe mich, im Golgenden ber hewblaliher Zeichen 
der Differentialrehnung bedienet. Sie hängen, 
wie es ſcheint, mit den Begriffen, auf welchen gewoͤhnlich 
jene Rechnung gegründet wird, gutzufammen: ‚Ta grange, 
der jene Begriffe verläßt, hat auch die Zeichen in feiner 
Schrift nicht beybehalten. Zur Vergleichung , u bie 
Weori darzuſtellen, dieut alſo Folgendes, 


* 1 
Ra 


» 





An 
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Wenn y — 9x; fo iſt 


dy _ 
- Fr = = (9) 


2 


dy._ 
FR =y =gpı= (er 


Eben fe, wen wenn. 2. = = Pay) pp ift 
(5) * I) = Te) 


2, = -(z = an = 9 (y) 


Meder 
(ZZ 


(Gr aa) = J * 902 N; 


” Gerne YQ=F(,y, 3 einer Function von X, y unde, 
ſo iſt, wenn x, y, z unabhängig von einander find - 
: 8.F’(x,%2) &F(x,y,z) d.F’(x,y,z) 
d — — — .dx —r ĩant — — — 
Ra: ex ar d2 dyt di. de 
d.F (x,y, 
Und ⸗ ed Bedeutet ae 2) 


dad Differential jener Function in fo fern-x, mmabhäng 
von ben übrigen allein fich ändert; welches man auch dur 


d. F(x,y, 
u er) ausdruͤct, wenn 2 y,z von einandı 
" undb hg ſind: | | 


Es ſey nun | 
26 y); 2 abhängig von x und y. 


. ⸗ 


Fe (Z 
| dy 
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4 


ſo ift | x -, ng 


— 


de 7” öx s — \ dx 


d. h. differemtiirt in fofern X "zugleich aber auch 2, das von 
ihm abhaͤngt, ſich aͤndert. 


—* ———— „gr 6. ren, 6 


— ———— 


(2 _ ray) _ 370 20M dz ) 





by. 
ef e (u f oe =). 


(=) — * f 2 y) = (er f Zw 


da x und y von na unabhängig find; z und man abaie 
die auchuns 





@& ' ren | 
) Fe G DE 


Zugleich Habe ich in der ——& Entwicklung ber Dar⸗ 
felung, als vorzüglich bequem, die Zeichen der com⸗ 
biaatoriſchen Analyfis gebraucht, wodurch die Leber: 
fiht der Säge hoͤchſt vereinfagt un erleichtert 
wird. | 





9. 2 Eiſte hꝛeblem. Ben I 
2 x + yfz 
wo fz eine Function von z. bedeutet, und man verlangt 2 
derch eine Reihe ausgedrůckt, welche nad) Potenzen von y 


tion. Es iR naͤmlich 


198 VII. Pfaff über lLagranges neuen j 


fortſchreitet; (Lagrange LÄLco$, 92 ſo wid man auuch⸗ 
men | 


_ mitytishBytöptbyH. 
Anſtatt bier mun fz ducch die unbefannten Gorffiknten aus⸗ 
zudruͤcken, und dieſen Werth in der obigen Gleichung zu 
ſubſtituirten, eliminies man fz vermittelſt ber Differentia⸗ 





re 
ROLLE 


vieꝛaue folgt 


(z 2. dz " ‘ 
—\_2.[l—\=o 
‚dy (=) | 


Und wenn man and der gegebenen Gleichung 








2X 
fz = — ſubſtituirt 
erhaͤlt man 


6 


Aus biefer Gleichung, mit der augenommenen fuͤrz, verbun⸗ 
den, erhält man, wenn fx—A, 


t 


8 





-A+ıB y+ ıC |y7+..=o 
dA dA . 
Ar Al + —,B 
: „dx: 


.44 


⸗ 





‚c / 

Meweis feine: Reverſi oofrm. a499 
an el. 
AA . | J . 
Mer 7 Gone \ Ge Pe . 
B= — Zy — nn . . 

‚dx. a- Ä wo 
dA “aß „"  dCAB) 

ıc=B.—+A—; C - — 

dx x dx. . 
—F— dA PE 5 ‘a (ACtyBB) 
D=0 re" dx —, d« 


biete Ansdruͤcke finden ſich eiufacher 5 nn 


dx 
€ 1 dꝰ. A? 
Tg a | 
1 a. A 
D= |—— 4 _, _ " . j . 
1.2.3.4. I BEE: 2 
Ufo aͤberhaupt | on 
. y”d. CR * de. (fxꝰ— 
tt J 123 dx? " 


- N 


2 Dies ließe ſich fo darſtellen und aweiſen; 3 Nach 
der Formel fuͤr die Multiplication zweyer Reihen, verglichen a 
mit obigem, erhält man, von A. ahgezählt _ 


- 


_ e._ d. b"B 
iz-x)uin= ——.+ 77 
( x) n-1 dx 
| B 


1. Vi Phaffe. Kofläfuig einiger aca:n 
m= — Qxı.g'zn + Qua. gti e—D, 
+0x3. g?dy (n—0)+ 4.2 Qun. ꝗ Falle 
- fo wird auch ſeyn fuͤrjeden Erponenteg In :cci 
1) pan= Or. gan Qix2 a"is(a-ı) | 
+3 — (n-2) +.. ++ Drum. gettundyg . | 
Be 2 2 .g — 
u 2 g’an -—_g* x1.p re x2.p ° „(n-1} 
8 


| 
„und 


J „I 07 ri nn _ F 
Bu rer “3? In + 





Sy | — BEER f Br 
9 — AI _ left i E 


f sap’xI. god + (sa4d) p 2. 4 | 
+(sa+2d) p's3. grund nn) +... 
Arten nn — 1 


ı 


—* 
v 


195. 





I Eu VIE en | u . 
Entwickelung des Beweifes für. die Reverſionsformel u. 
von La Orange, in feiner Theorie des fonctions analy- 

tiques $, 97 0. f. nebft einigen ‚Zufügen ; von 
M. Johann Wilhelm Pfaff. 


f 





No " FR 
| Inhaltsanzeige. 
$. 1. Erklärung einiget Zeichen. tannt ausge, angenommen 
.2.Erftes Problem. wird. Auflöfung von La Brsäge 


z=x+ yfz; man ſucht z. Auf» und Entwidelung 5.99. 
Iffung von 2a Grange. $. 15. 16, Viertes problem.- 
25 Entwigelnug‘ obiger zetixfziyFz, Man fucht gz. - 
Anftoͤſang. $.17 18,19. Probleme aus der 
56. 3weytes Problem. Differentialretuung , vermits 
Man ſucht pz, wennzaudg.2 telitber combimatoriihen 
befanntjift. Aufloͤſung von Analyfis auflösbar, melde 
Grange 6. 98. “Im Bufammenhange mit bem 
m Entwidelung biefer Aufe MNeverfiondproblem fies 
| .) 


ung, ’ en. . 
5.9. Auftöfung vermittelt des 5. 20. Das Allgemeine in dem 
— ——— FR . Verf. von fa Orange, $.100fgg. - 
ko u. Zufäße. . 21, Allgemeineres Pro- - 
12.13. Drittes Problem. - biem, Hebft einem Devfpiele 
Man fuhtgpz ohne baßzald be: and La Grange $. 165. 166. - 


$. 1. \ 


J. habe mich im Folgenden der gewoͤhnlichen Zeichen 
der Differentialrechnung bedienet. Sie hängen, 
wie ed ſcheint, mit den Begriffen, auf welchen gewöhnlich " 
jene Rechnung gegründet wird, gut zuſammen: Rägrange, 
der jene Begriffe verläßt, bat auch die Zeichen in feiner 
Chrift nicht beybehalten. Zur Vergleichung, ohne bie 
Theorie darzuſtellen, dieut alſo Folgendes, F 

J oo. N 2 * I 


—4 


N 


' 


—W 


306 Vn. Pfaff über Lagrange's neuen 
| Wenn y— px; ſo iſt | 


dy _ _ 

- „=y- = (9x) _ 
d* | 
ar: = 0'x:= (09° 


Eben fe wenn. z. = Pay) fo iſt 
‚= (2) = = Iy= = — 


2, * — P, = ? o 
—— 


( | 
(er ==) - . „= 4 ö N; . | 


gerner Q= F@&,y 3 einer Function von x, y mmbz, 
ſo iſt, wenn x, y, z unabhängig von einander find - 


&F’(x,2) ee) F(æ. y, 2) 
3 da a4 I 
| 103, + dr 
e.F (x,y, 
Und e es bedeutet ee 5 


das Differential jener Function in fo fern ˖x, nnabbangt 
von den übrigen allein fich ändert: welches man auch durch 


d, F(x,y, 
ur) ausdruͤckt, wenn 2 y. = von einanın 
' unabhängig find: en 


Es ſey nım | | 
f(x, y); z abhaͤngig von x und’y, 


⸗ 


Gr VE 
s n * ⏑⏑⏑⏑⏑—— 
‘® 


, 


| —* feiner Reverfionsformel, a 


ſo itt | 
dd rn. ⸗ Era, (& 
(2) - = eat 2) 
x x ⸗ 
d. h. differemtiirt in ſofern x zugleich En z, das von 
ihm abhängt, fi) ändert, 


| (2) - 4. ran), „are: & rer, (zZ Zu 


2 ver d wi er) 
6 2 Et Y). * en) 


da x und y von —* unabhängig find; und man Por 
die Sigung, | J 





6* 8 F’ — y»2) z) 





[U 
— 


—& DE 
= (& — 


Bugleich Habe ich in der vollſtaͤndigen Entwicklung ber Dar⸗ 
filung, als vorzüglich bequem, die Beichen der com⸗ 
binatoriſchen Aualyfis gebraucht, wodurch die Ueber⸗ 
fiht der Säge hoͤchſt vereinfacht or erleichtert 
wird, | 





t 


$. 2. Eis hroblem. Ban 
2 * 4 yfz 

w fz eine Function von z. bedeutet, und man verlangt 2 

hurh eine Reipe, ausgebrädt, welche nach Potenzen von y 


⸗ 


mm 


Hieraus folgt | 


| erhält man 


2. VIL Pfaff. bet fagrange neuen - 
fortfchreitet ; (Lagrange Lco$. m ſo wird, ‚man aunche 


xtyistäytöy +HDy+. 
Unſtatt hier nun fz bucch die unbefaunten Eorifiknten aus⸗ 
zudruͤcken, und dieſen Werth in der obigen Gleichung zu 


ſubſtituirten, elim in irt man fz vermittelſt der Differeutia⸗ 
tion, / Es iſt nänilich | 


(UN. fde\ diz 

6) 7 (2): | 
—* dfz 

©: =u4y @ d 





+) 
Und wenn man au ber gegebenen Gleichung 


fz — — ſubſtituirt 


* 


Ans biefer Gleichung, mit der augenommenen für: 2, X 
ben, erhält man, wenn fx—A, 


-A+ıB y+ ıC | Iy+..=o 
A. dA 
—A+—-Al + —.B 
t:T dx 





22 J 
"or at 
,® 


⸗ 
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dA '.aB. .dC '.. d(ACHZBB) 
+ 03 dx 


A—A 





ME Bar: 79 SS | J 
1. YE 7 Br d. — 
fo überhaupt | 





Pad pay 
3 sit Zu Ya dx? hu... 


> 





N 
ma 


$. 3. Dies ließe ſich eo darf und aweiſen; Nach 
der Formel für die Multiplication zweyer Reihen, verglichen F 
mit obigem, erhält man, don A angezaͤhlt 


L. d. b"B 
n-1, dx 

a: ... 
4 — 


u98 | VI. Pfaffs Auflöfung einiger _ 
$: b. Aufgabe. Die vorige Steigung nahQa [ 
zuloͤſen. 
fi 
Xuflöfing: rn) Den vorigen echuſſn gem, fe 
man wieder p = Q, fo wird pP = 0° 
b. i. p SYI, xp‘ 42 ‚atrdLp 3. gar, . | 
Mui. q sn Q’x2 gti Q°83- wi . 


2) Run wird aus ber für q angenommenen Reihe 
| Umkehrung 





-7-2d 


— I rn, en, _— 7 x.g er 
CR 


a 


Druͤckt man bemmach die Potenzen b bon x in der Gle 
| Yung (D durch g aus, fo wird + 


sa 
. "pr. _ q Say gr 
5a, 


--p° u. — = grand geard Hp’L. - — J 


e *2. a u 2 in ra 
— Cꝛa-pad) 
5 as2d 
” > ro “' Fa “A 


a. g 4 Quæa. giatd, + Q:23. gear2d de. 


Was zu eiuerley Potenz von q acht, bepderfeitd 
see ergiebt fi ch 
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1-9 m‘ E 1:- a5 
= * —*S* Zain in 

A. pai. — än+{s sat+d)p° IR ir ya) 
ee rt ap‘ “3. J (n- | 


um. ' 
Wr . 


Le 
Ir 


” 4 * 0 “ . a - . % 0 
+ +amälp'sn ef 
. .. . . . N} " . j 
rn - . f oh“ 
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4248 — . xX d’, — (f 
x ” 0% zw >} 
| F7 
a0 de) ‚Sr Lade) 
> — +d I) — fr. 1, — 
dx 12 Uax f 1.2 





dx 
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Be 
- dx. 1,23 
Und nach Entwidlung  : - „= 
ga Jap L | | 
3* (fx)? den 7 = — (fx! 
| Im [ m m x ) 
. — — — 
1.2. 3. dx” . 1.3. 3. 4. dxꝰ 


Biol, da man P— x. hat, wegen 


dz = $lktyf +...) 
ſo erhält man | Ä 


ja _ 1, ,fe% | L.. 
(.=0x+ ix y 44 — (12)? Yin 
I“ JT Te f’ 


nt 1,2 dx” 
wo das allgemeine Glied N 


re \ ax | T“ 





1,2 Zee n—-lI, da” 


$. 7. Dies ließe ſich Allgemein fo — * and er⸗ 
weiſen ; 


| 206 VL: Dia abe kgtange s neuen 
| Dan erhält aus ver erſten Formel u 














noz.x (n + 1) 
5 4 in u \ ” - 
== X x. 
* dx . j . . B 
N, du(n-y d fx 
> z — —— 
u dx dx 
en W 
aa 2 4 1 d. m (n+1-r) diei(fxt) 
u Te 5— dx od 
. 2 H 
Ze Be | ee u: >) 


mundi — 


1.2.3.0 dx Re 
if Yubteadı fol, nach der Borauhfegung, gleich ſeyn 


— a* 15 


‚a, \* (RR) S 








1.2.3. ner des 


.de.PQ 


Entwickelt man nach dem bekannten Satze für — lez⸗ 
teres Differential nach der Form 

BA En u A 

A a + ae 

wo A, B, C... bekannt find; ebenfalls nach dem naͤm⸗ 
lichen Gate die Differentiale von an; x(n-1). .. (deren 
Gefeß, der Vorausſetzung gemäs, als befannt angenommen 
wird) fo muß, was in beyden entwidelten Ausbräden einers 


nr 


d’-rp | 
ley acıor —z, bat, gleich ſeyn; und man erhält, bie 
Oindenburgiſchen Binomialzeichen gebraucht; _ , 


Benei. jener Reoerfiomsformel: son 


2-1 . “ nah 





























—— dr ctxr⸗ . x = d’ (fx a 
1.2.3. a1) 2 1.2.3. AL — — 
II 7 | 2 ng . —* 
—— Te — — 
12.3.(1.2) 1.2 
u⸗ J “ 
SR: a? (f 20-7) & (fx? ), : 
123.(n-3) 2.3 
Ä * | | 
175 
R _ ai =) dfr ) , .. 
123. (n-l-1) „123.141. No 
— J u ne y 
Bade m 
1,2.3..(0-r) 1.2. 3.. 1 
| —* at dien) \ | 
1.2.3..10-1-1). IRZechE- 


Durch Reduction wird das allgemeine 44 1)te Slieh 





1 „met j en , f 
—. — K g d-! ‚(£x"-1-") d! (fx!*") j 
HILazunH — 44 
5. | — eo. “‘ * 
De un Zu 
"Ve det — d N 
— — — -1 2. 3.. 5. 
+" 12,3..0-8 , “3 —S I, Teig 


* 


\ 


Daraus folgt, den 11 ($. ® zu Halfe genommen, 


aus obiger Sormel - en 2. su 
/ — 
\ " . 
f N 
* 
/ 
4 


von din: Sr über: * mi 


4 — * — PR — en, a * — 
+ Ep"? argpeun.ı Zn 
+5 p" J— F— m 
rn Te Fe - 


4 p n =, (e-D e“ u 


i+1 \ 
T mi Fon : | 
+ — p° r1 “r x(r +1): 
+ 
=p "(Et E .. 0 


Bon der Wahrheit biefer Formel iberjengt m man 1 fi keicht 
aus dem Satze bey om. Prof. Morde, l c. in Der * dor 
mel B; 


7 “ft nn, ‚ 
{. dr 7 


Tl. 
6.8. Demnach ien wenn man 
@zx(n+I) 8 ao, GG - MR = 
_r £ —_—— . ⸗ ⸗ 
—1 J 21 2 —8 1.2.5. ne. BE zu 


(or & bie Fecureisenbe Sotmel für biefen Corfficienten 97 
bedeutet) m —2* zZ und a (® — fx" ) | 


. 





1. n-17,dx"” 


un dp ER: SP. 
ka den Dielen © Ka — und — ent 


rn 
\ 


Gel — 
arn von — Bere, ı wie R 8 —E alſo 


dx nu 


überhaupt 





- 
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— — B.. € 


I... 0-Ll. dxa-t 


. 


y”, 


$. 9 Wenn man =x4yfxt 2 — 7*6 +, 


8B0 


aß helannt annimmt, aus — 2). ii ift * dem Taplorſchen 
Satze 
| ,  dex d°Px BA @ x 
g1ı=0x4+y == Ra ? ” 


1,2 dx” 12:3 dx‘ 





.”... 


wenn man ſetzt mit Scale und Inder 


ya def (ie 
. yfx x+ m Y acx) yꝰ. m 0 
y=- "ax 12.3 dx” 


I 2 D ” “ 3 oe. 


Euwickelt man nach Potenzen von vermittelſt des Polye 
nomialtheorems ‚f erhält man 


dox dox , u? 
= — — 1 — a A— .a.9 
u re A tr 
di 
4m * 
1. 2. dxꝰ 


Vergleicht man dieſe Reihe m mit der in $. 6 gefundenen, f 
ahan man 


» 


. 


u weches ein bekannter Satz aus der Lehre der Reverſion ift; 


l 


\ — 


u \ 


! 
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de -[ =: — — 

12.3..0-1,n. dat! ar 

— +—— WB 
2.dx” 
r 
x 

0 . »R 

.: 1,2.3,.rdx! 





d’ox 
12.3. ndx" 
Entwidelt man (inter Hand nach der bekannten "Formel für 
die Differentiale von Producten, und vergleicht die Factoren 
von A'Px in beyden Ausdrücken, welche gleich ſeyn, muͤſſen, 

ſo erhaͤlt man — 
rn dt, [far oo 
_, 1 ir x 1 — r N 

n 123...n-r 
das heißt, wieder nach dem Satze F. 4. Wenn man die 
Reihen nimmt und Schlen 

ri ‚ dfx d’fx d’fx 
p=ix, — , — 
dx 1.2 2 1.2.3 


X | 2 3 4 
q Ü.pxı, zp’x2, 4p’x3, Zpfag ...1 - 
fo en man die Formel 





«wWN, 


.... 


— pP" Kart) =g “a4 ; 


und der allgemein für jede Reihe p gilt. 


7 


ld } 


Beweis feiner Reverſionsformel. 'aı 


Wenn man nämlich and der Gleichung 
y=ax+Bx’+Y2’t dt +... =p 
finder . en . 
“ 1 x 
x/n = — p”un. y" 
‚7 


60 kann men 





m 

—— 
m+n—1ı P way” 
auf ‚meperlen Art ausdrüden, wodurch man obige Formel. 
erhaͤt. (E. S. a. c. Abh. und darinn bie Abhand!. meines’ 
Binders: über Producte und Potenzen gewiffer Reihen. 1 
Ent, 2 Zuſatz Verglichen Ebendaſ. $. 18. 1,2, 4. 


x"/n = — 


gG. 10. Die Formel $. 7 anfangs iſt an ſich merkwuͤrdig, 
und iſt, wenn das Geſetz der Eoefficienten erwieſen iſt, fol⸗ 
gende: 


| dor . —1 J 
d J 7* fx° f \ 
1,2.3..n-m.dx": 


4a". * Fr fx? 1 fx 








— IX 
\ dx j 8 
— — — — — — — 
1.2. 3. n= 2 
4 etc ete etc 


a2 VIE Pfaff über Sagränge's neuen 


ST Sa u. 
a BE Fe ie 


auf bie naͤmliche Art, wie aus dem WTayloriſchen Satze, 
(Rothe Archiv.II. H.) Folgerungen ziehen: Z. B. 
192)” taun man daraus, vermittelſt des polynomiſchen 


| . d@ 
Lehrſatzes, und vermittelſt der Veraͤnderung der Ben 
in mꝙxmet identiſche Gleichungen erhalten, alſo daß 
⸗ j amt, fx ] " 





nd?“ — — 
1r2.3....ndx J | 
x j = . u (> Se A 
’ pn B 
— _ | "Epx".nG 





| no: | ’ I d(Q'xfx2y } J 
für ben Zeiger ® xiz, — ... , 


1.2 , 
. u . 
2 * 
1. 8 2.0 . f 
& 


$. 12. Drittes Problem. Eine Reihe für a — br, 

ehnemaß.z (wie im 2ten Problem $.6) als bekannt angenoms 

men wird, nad) Potenzen von y fortfchreitend, zu finden. 
Ca &range S.9g9) nn 


Dean habe $, 2, die Gleichung Bu _ 


— i) dz ‘ dz . ' 
cn =) = (Z) fz; und $. 6 


N. ' ⸗ 
J x ” 


° 


Beweis feiner — 2% 


ı 8 
. \ 
’ 
% 
| J 
- 
. pn ° N D 7 “ 
. ‘ + 
. oo 
x 
“ vo. 
. \ ” 
u 
. R 


Hieraus folgt 


@ ) = et 
(= -) = (— fz3 | 


Betrachtet man alfo u Als eine Function von 5, x; fo kann 
man jedes Differential derfeben nach vich Differentiale 
nach x ausdrucken, 








Es iſt aber, nach dem Taylori ſhen Setze Archis 
19, V. p. 201 fgg. La Grange 1.64) | 
dyy '. d’yy 
=yy4y (= ) +7 1.2. * Fa 


men u = * geſetzt, und nad ber Differentiation P 
y=o fubftituirt wird; | 





Es if (no, Fe 


—* A 3Ic 


Ben man Gr - en 


= * 


Wi wenn man weiter Br y in x bifferentirt in 3) . | j 
3 dezN 

7 d a + IE 7) und nach x Ber 

dxdy ER 

I . | 

— ai =)* +(& IC -) nt 





x 


. et 1.2.3.0 x" dx! 


2 vu. Diet abe kagranges neuen 


Dan erhält aus Ber erften Formel 


nQz.% (n + 1) 
"d.“n . - 
dx 
Lo, d. x(n-]) -. q 16 
3 _ ln .: 
, var s dx J x 


Tr ı d. e(ntı-r) ED, 


e v 





ı 8.23, 8. on dx ' dam 
Fa 1A—p durri(fxuj 


f U} — 





— 


dieſer Auzuruct ſoll, nach ber Voraueſetzung/ sleich ſeyn 


—9 


I.2. 3. .«e,n-I. dx=! 





ıq8 


x . ‚ F u d ‚pP 
Entwickelt man nad) dem belannten Satze für — lez⸗ 


teres Differential nach der Form 


. d’P d’-"p dep 
"A mir. 7 *C. Fries f w. 


wo A. B,C... bekannt find; ebenfalls nach dem nn 
lichen Gate die Differentiale von un; x(n-1). .. (deren 
Geſetz/ der Vorausſetzung gemäs, als befannt angenommen 
wird) fo muß, was in beyden entwickelten Ausdroͤcken einers 
nr 


ley Factor Far bat, gleich ſeyn; und man erhält, bie 


Hindenburgiſchen Binomialgeichen gebraucht; _ 


b — 
D 





Bene fine Reverfineformel.  : scr 





























n-1 ER AR — 
— — ar cta- ‚\k= > di (fy\n 
pr - J 
Den 4. (fx? —W6 Fr 
— 7 Ten un — 7 
193.(02) 0 120 
| IM * ge 
| a: Par 20-3) . (fx J 
12.3. (n-3) 1.2.3 " 
L 2 
A 
n121 a! 1 - 
m | A dr-Ikx n-I-r) dire ey . 
1.2.3. — 1.2. 3. IH x 
° J F . $ 
re EN a) .r 
1,2.3,..(0-r) . 12.3..r7 
I | nern ad! (xt) > 
1.2.3..10-1-1) I.q. 3.. x41 


Durch Reduction wird das allgemeine 44 I)te Glied 


. — J x g gm) \(£x®-I-") di! (fait!) 5 

HI 12.30. V. F 
Oder Da 

Due : VER ari — d N 





—, — -1 and, 


iꝓiꝰ L2. 3.. n-1 — J —S I, 2.35 Fur 


x 
\ 
\ 


Daraus folgt, den Eh ($. N) in Hälfe genommen, 


Rab obiger dormel ne ze BEL 
/ J on 
ya \ j 04 R' 
\ j ! 
‘ N J 
* 
⸗ 


— — 


sos tm: BD über Lrcie Vu 


Ip pr Ben! pi " "Imi, ur } 
rn Lt _ 
+ 2 pr ar piue j 
++ p"? x(r-ı) "px: ar Ion, 
0 * J L 


+4 pr°y(ı -Dp"xd4D. 
u 


“ 
. 
> 


u... 


+ En parte! u x(r+7): 
oo r+1 0 

= p’x(t+1) E 
Don der Wahrheit biefer Formel aberzengt m man n fh kicht 
aus dem Satze bey din. Prof. Kothe l,c, in Der For⸗ 
miel B. Ber J 


2 
"..r- 


§. 8. Demngch. iR wenn man 


Gzx(n+ı) = a0, ie Mr Gr) - 


| — ——— nat nl u 
! cos Z bie zerurrirenbe Formel für diefen Coefficieuten $, 7 


x 4 vs dp ._ 
bebentet) kat, ſodaun zZ und d | Fr fx u 





1,..n-ı,dx"" 


| dp ap. ‚OP dep. | 
hach ben on Diferentialen 0, und — end 
dx dx dr dat 


ve 
% 





28,2260 


* nor , 


Nerrt von — ae, wie » chen. —E aiſo | 


dx a 





überhaupt 





a . 
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5 * am” (&: Gr): ®. 3. € 
“ I,..n=-L dxot 


— 


y” 


$, 9. Wenn man —— — * (fx? 4. 


2GB0 


A befannt annimmt, aus $.2,. f ift * dem mTaylorſſchen 
Satze | 
aox y⸗ — y? @ox u 
bz= 0x +y — + —tr— +... 
dx 12 d«” 123 27 . 
wenn man ſetzt mit Scale und Inder 


x difxꝰ) d? (fx?) | 
ya )yix + x + y”. us 


I 2, “ ' 3 
- j x 


Eutwickelt man nad Potenzen von 5 vermittelft des Poly⸗ 
nowialtheorems, fo erhält man 


' aox nn 
temp y = a4 AT Yihr. 
0. dX » 2 R 
. dor 5 
— B 
are b 


Vergleicht man diefe Reigen mit der in $. 6 gefundenen, k 
erh man 


» 


— 
7 


I) 


u \ 


ao  4u Pfaff über Sagrange's neuen 


ge! -[: 0x .T_ dox "A 
dx 
1.2, 3. „D-I,D. TGMG da! d’®x 


Tr 
x 
_Wox ⸗ PR 
. I.2. 3 ——— 


dx 


Ä | 12.3. ndx® 
Entwidelt man linker Hand nach der bekannten Formel für 
bie Differentiale von Producten, und vergleicht die Sactoren 
von d’px in beyden Ausdrücken, welche gleich ſeyn, muͤſſen, 
ſo erhaͤlt man 
Art, ffyn " 

2. — ] — t"R 
n 1.2.3... n-r 


das heißt, wieder nach dem Satze $. 4 Wenn man bie 
Reiben nimmt und Scalen 


‚ dfx d’fx d’fx 
dx” 1.2 1.2.3 
X | 2 3 4 
q [.pxı, 3p’x2, 4p’x3, plz ...1 - 
fo art man bie Formel 


en, 





j = fx, 


.... 


_ p” Kart) gl a4) / 
Ä el ein. befannter Sat aus der Lehre der Reverfion iſt 
und der allgemein fuͤr jede Reihe p gilt. 


* 





⸗ 


Beweis feiner Reverſionsſormel. 2u 


Wenn man naͤmlich ans der Gleichung 
y=ox+Bx’+Y2’t dt 2.2. =p 
finder | Ä 
on — 
x/n = — p”sn. y” 
n 


So kann man, 


an 


\ 





— —E y 
m+n—1ı 


auf zweyerley Urt ausdrüden, wodurch man obige Bormel 
erhält. (E. S; a, c. Abh. und darinn bie Abhandl. meines’ 
Bruders: Aber Producte und Potenzen gewiffer Reihen. - 
San, 2 Zuſatz. Verglichen Ebendaf. $. 18. 1,2, 4. 


G. 10. Die Formel $. 7 anfangs iſt an fich merkwuͤrdig, 
und ift, wenn dad Geſetz d der Coefficienten erwieſen iſt, fol⸗ 


gende: 
= 1 * fx h XF 


1.2. 3..n-m. dxet 


⸗a — fe 
dx | 








1,2.3...0-1 
= 1 
n-2 aꝙ⸗ — fx" 2 12 
+4 "' dx 2. dx? 
1.2.3...nr2 
+ etc N etc etc 


« 


a2 VIE Pfaff tiber Lagrange' 8 neuen _ 
g. a Uebrigens Iaffen fich aus ber Bormel Ä 
Sa ©. 
er: «4 x ir fx” * 


auf die naͤmliche Art, wie aus vem Tayloriſchen Satze, 
(Rothe Archiv II. H.) Folgerungen ziehen. 3. B. 


92)” faun man daraus, vermittelfl des polynomiſchen 
J d 

Lehrſatzes, und vermltitelſt der Weränderung der fen 
- in par identiſche Gleichungen erhalten, alſo daß 


So ' 
\r23.: 1.2.3.; nd 
f er (> nA 
Ad: 
. Ep, "G 


⸗ 


⁊ 


m gar 
\ 





a ERICA N " 
für den Zeiger I P'xiz, J 
1. ni uf 


$. 12, Drittes Problem. Eine Reihe für n— == dr, 
ohne 2aß-z (wie im 2ten Problem S, 6) als befannt angenom; 


men wird, nad) Potenzen von y ſortſchreitend, zu finden. 
(ka Grange . 909)9 


Man hab g. 2. die Gleicuug ne 


- 


% 
N ' 
” 
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DER ER 
SEO 
de 


Betrachtet man alfo u als eine Function von x, x; fo lann 
man jedes Differential derfeben nach ydurch Differentiale 
nach x ausdrücken, ... 








Es iſt aber, uach Sm Zaplorifäen Satze Hrchin 
1,9, V. p. 201 ſqq. LaGrange-Lc, $, 435.) 


F dꝰ y 
an (E *) +Y at ... 


wenn u == Vy gefeßt, und Bad ber Differentiatin 
y=o ſubſtituirt wird; 


Es iſt (no, 3) 


EICH: 


Venn man y= 0 fett 


.)=(& nu 
dyJ/ dj). 


u wenn man weiter nach y in x differentilrt in 3) 


; Bm 19/995 — 
—* )+G 6 ) De | 





’ | 8 
——— me u 1 
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2 


. d’u 
Subſtituirt man dieſen Werth von 5 und den Werth 
Nr 
von — aus ı) n erhält man 
. dy 
deu ) , Lo 
4) w a z 
Ferner wirb 


Du *— 














ee: | 
LE) _Kc=)) 
| dy =) \ — 


vermittelſt ähnlicher Subflitutionen, wie 4) erwieſen wurde: 
alſo 


(5) - de 


„(dx?) 





Ueberhaupt 
\, (5 ) gut J )⸗ 


v 


\ 


Beweis ſeiner Reverſioncſormel. * 


Und wenn man nach der Differentiation * o, alſo 2* X 
z = fx; J Ba 
'y- 


mtr + al — nn 





wie oben. §. 6. | | . , ' D 


§. 13. Daß aber allgemein | 
u net. f 
(5) = — d o) fz" iz J 


ſolgt ſogleich; wenn nämlich Bu . 


Tu du \ 
@ m) = PR (@ =) 
dy” dx | 





f . u | dx" . 
pi u 2 
| du‘ | . 
=) = — ſ (=) (fz) - | 
1 
dx” 
ks iſt aber 
a. 
d. av fr — — zZ" 
dx dxdy | 


dy | . . , u. _ , (5) 
on 7) |— \ zT — 
| | +9 m . dy 


\ 


, 


—) 
(= u 


J 





26 ViIl. Pfaffüber wege un 
und dig Werthe von . — 


(a: G ). — 


| ſubſtituirt, 


| -d @ fz" —F Io} re (es sc ” 
| + an) Er * zZ"! 


\\dx 
or d Br 
Sa () 
dx 













dx 
In) die obige Sormel; alfo ‚der Sak wahr, 





. 14. Dieſer letzteren Methode bedient ſich Couſin 

in der Aufloͤſung der Gleichung x * Q.(x y, 2); nach 2 
wenn 9 In eine Function von y allein übergeht, für z= 
Introduction a Pétude de P’aftron. phyfique p. 302 ſeq. 
Und es reducirt ſich das Problem darauf, das Differential 
von unah y durch Differentiale nach x auszubräden; 
welches Problem fo ſich ausdruͤcken läßt: Wenn zt 
Sunction zweyer veränderlichen Größen ift (x, y) das Dift 
rential jeder. Function von -z wach jeder Function von x 
durch Differentiale nach Sunctionen von. y audzubrüde 
8 Meines Bruders Disquiſit. analyticae etc,) 
9% Viertes Problem. Erweitert man das T 
ori Theorem auf die Functionen von zwey, drey u.ſ. w 
veräuberlihen Groͤßen, jo werben durch qhauche Schliff 

‚wie. 12 2, 73, erbalten: 


. Wenn z—t+xfz+yFz; fo iſ 


Deweis fehrer Reverfionsformel,. 2r7 


92 = pt akt at a. / Fon 4.. 
dt h2 N dt 
do 


' . A y’ . a0‘ 
‚F d. — —— Ftꝰ. — 
rd ‚dt wer (97 + 


oo at 


t 
xy. ( ft, 3 Lu 


er ne | 








dt 
Bo aberbaupi das Ralgememe Glied ſeyn wirb. 


» det 
x a, (m. — 











1.2,3...0 . 
| a7 
+ — ar! (Fr et 
1,2.3.,,0 dt , 2° 
— 





Ui y ga fe, Ft. ‚apt- \ 
1.2.3,..0-1.1 1. | dt / 





FFOZEEE 





+ I gr ‚EP. ger 
J. 2.3. X n-2. 32% j dt 
, l | j i du 
I 
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u. ſ. w., , nach der bekannten Formel des Tagyloriſchen 
Satzes. 


$. 16. Srcht man den Werth von 2 durch den Du 
ber Elimination, wie $.2, fo erhält man, durch Bergli 
Yung. einer Menge identifcher Sormeln 3. B. 


J— 





(£ir”, Ft) 





’ 3,2,3...n.dt” 
an 

= —— ——— Ft 

1.2. erae 


4 — — — Chen. F — (er ft) S\ 
2... n. dt” 
ner ga BE 
— I 9 — iR 
+ 2.3...n-1. dt”"* “ ) Eu ( ) 
2. 3.. ae 23 23. rat . 
B * 


n 


d 
fl. —— (Ft ft?) 
2. g..ndt" 


welches für.den Coefficienten von zei die Glieder find, 


Aus diefen Formeln werden fich, wie $. 4. Coefficientens 
Brenn ageben, 3. B. J 
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\ 
+E 


op 
eat) = —, 





‚»(n+1) Oxı 
+ — xn. PQ. x2 
n “ \ 








+. — x (n-1). P'Q. 3 
— 
.PrO. | 
+ — *(n-r+I) we) | 


+ 
* 2 


4 Prr. P"OQ. x(n+n) 
Son beffen Wahrheit man fich fogleich überzeugt, wenn man 


PO x(r+I) entwickelt. Vergl. Archiv V. Heft IX. p. 67, 
N. 


Wollte man für den Coefficienten von x”y? ft eine 
Gleichung finden; fo würde fich ergeben 





[P"OQ?] x(m+r) . \ | 
ge 
= — xm 
m 12 


+ —— ı(m-TD 2. — 2x3 
m-i 142 

| j u 

2 +: = m, pu- = 6G- 


+ & Os [P"Q} x(m-+1) 
+ OPx2. [PP'Q] am | 
+ * OP?x3. [P=?Q ] „(m-D | 


“ 


| Befannte Dis cerptionsproblem: bie Binionen zu Anden. 


v 


ep, für (Z * 


menſion der Groͤße à aber immer Sr, der Groͤße b immer S 


(+ =) GG F(x.y, ) 


o0 


920 ‚ me Pfaff über fagrange's neuen 


um das Geſetz diefer Formel zu entbedten, muß folg 
des Probfem, gleichfan das allgemeine des befannten D 
cerptionsproblems, aufgeldft werden: Es iſt ein Prod 


zweyer Orden (Potengen) a" xb” von ber nten Dimenfi 
‚gegeben; Man fol dies Product zerlegen, oder als; 


ſammengeſetzt darſtellen, aus zwey (oder mehren) Factore 
Deren Dimenſionen zuſammen den gegebenen gleich, die 2 


werde; 3. B. a’b?; wird.zerlegt in a’xb?; a’xb?a, axb’a 
a’bxb; a’bxba; Geßt mat bier a=b; fo hat man u 





—. 17. Es kam in g. 12 und 14 darauf an, Differn 
tiafe einer Function von veraͤnderllchen Größen, nad) ei 
Berfelben, durch Differentiale nach der andern auszudruͤde 


Das beißt, wenn F(x, y, 2) = 0 ge. öen, wo zii 


Function von,xundy; fo iſt (wie belannt, La Grange $. 9 





© >u 


und es fest ſich (Fünftes — nach dem weitern On 
Die Darſtellung ſolcher Geſetze vermit 











telſt der combinatoriſcheu Analyfis, fcheint allein 
zum Zweck zu fuͤhren, in leichter Ausübung. 9.914 

$. 18. So, um ein Beyſpiel anzufühten, das hieher 
gehoͤrt; wenn [Lambert. Memoires de Berlin 1770. 0b- 
fervations analytiques $. 15°) ] die Gleichung gegeben if: 


a) Ein für die Sefichte des Meverfionsproblems fehr interel: 
fanter Aufſatz: Es erhellet daraus, daß Lambert zwerſt die 





Beweis ſeiner ——— 5 aaf 


— u Fz + yz = I 
"en ſoll Fz, durch eine Reihe 2” y Feen, aus⸗ 
cken: > ' 
hi v ’ 
1 ‘So iftfz als eine gegebene Banthon ı von Fa ‚anjufeßen, 
BE'zs nad fo erhält man FZ= z und OXM X aefeht, 


—F 





poleipung: . 

; Z + yf’Zz, = x alſo nad 6. 2. 

— *yn a fx 

“ Zu(ntHı),.y"= — — . 
—J 12.3..0 ax" 

I 


E ESehles Problem. Und es frag fi, ne 
3 ſahudrüdken, durch Differentiation nach x; wo uͤbrigens 
Nö gegeben ebenfalls angenommen werden die Differentia⸗ 
koon.X nach x. Vermiittelſt der combinatorifcdyen 
Reverfionsformel, angewandt auf dad Verfahren 
nd fa grange l.c. F. 200 wo er das nämliche Problem 
flöft, erhält man fehr leicht 











d".f’X EX 1 _ 
= —— pP un 
Ida? dx n 
fx ı 
— 9% .«(-i 
1.2... dx” n=1 P N ) 
2 
dre.f X — 
— — (anti 
LQur.dx' atı- r p + \ 
—2—* 


Veranlaſſung an Eulex und Lagkange gab, dad yroblem | 
zu behandeln. 


. 992 Vu. Pfaff über Sagrange's neuen 


Wenn man für die Reihe p annimmt 
«X .d4xX X 
| Pr dx’ 12.dı? 1.2.3.dx? ' } 
An einem andern Drt $. 63 zeigt La grange wie man bu 
‚allgemeine Gefetz übssfehen könne, naͤmlich. Es iſt ve 
"Sannılid; | u . 
" d.oX _ d.@X dX 


= « — alſo⸗ 
dx dx" di’ [ 








ex 40% folglich den nämlichen Saluf 


dX X ’ 
dx / 











dx — dx” 





Alſo erhält man überhaupt, das nte Differential von EX 
| dx 

nach X, wenn man PX nach x differentiirt und durch — 
dividirt; dieſen Quotienten nach x differentiirt und auf 


| dx | 
‚Neue durch 7 dividirt; kurz nach ee 


J 


Beweis feiner Reverfionsformel. 223: 


tlation wieder dividirt: obige formel, welche ſich noch 

monnichfaltig umwandeln läßt (S. Meines Bruders Dis- 
quifitt. analyt.) zeigt Dad Geſetz viel deutlicher; und es läße 
fih übrigens blo 8 aus der Theorie der combinatoris 
{hen Snvolntionen?), auf Diffezentiarion:arges 
mandt, zeigen; Daß, wenu Q_eine Sunction von x, und man. 


I ° | 
tferentürt Z 979 %, Diolbirt mit Q, Bfferenirt wieder 


den Quotienten nach x, und dividirt aufs Neue, u: f. f. 
man nach einer nmal wiederholten Differentiation und ‚Dis 
vifion erhalte, in combinat orif hen Zeichen, 


ta BB 
u ge 
oder in Lofgilzeichen 
1. 2. 3. N a) x (n-+I) 
für Scale und Zeiger ° 
2 Mm] 


1.2. 3.. 14 


P I 12.de" 1.2.3.4’ 12... 
| I 22.0.0033 on j 
So hängen diefe Probleme mit dem Reverfions problem zus 
ſammen; und ich füge folgende Aufloͤſung noch hinzu, welche 
fh auf F. 24 und +7 bezieht. 


$. 19. Siebentes Problem. Es fy Q=F[x,y,z] 
einer Function von x und y und 2; wo 2 etenfalls eine 


b) Dahin gehören Probleme; wie fie Hr. Prof, Rot he oben 
5.4. aufgeloͤſt hat: foldhe, wie Hr.D.Kramp, E. S. c. a. A. 
©. 44 ſꝗq.; die Vte und Vlte, Aufgabe; ſolche, wie bier. dag 
Vite und Vilte: davon in meinem Aufſatze. Wie auch 
das bekannte dn.xy, deſſen Geſetz Leibnig geueben. Aeußerſt 
intereffant in Hinfiht auf dergleihen Probleme aus der 
Differentiafrechnung ift ein Auffaß von Lagrange 
Memoires de Berlin 1772. Sur une nouvelle efpece de Cal- 
cul relatif à ia ditferentiation et A Pintegration des quanti- 
tes variabies, 
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a4 VII. Pfaff über Lagrange's neuen 


| Ä . .d | 
Function von x und y fen; Es bedeute $.ı. = den 
pa 1” | ur. 
Werth der Function, wenn man differentiirt und z allein 
En - cd eQ, 
"ale veraͤnderlich annimmt; eben ſo Fr F „nach y und 


x ferentrt, i fofern nicht gugleich = fich mit An 
dert; ; aber (2) uf w.*den Bert, info fern x und 
subz ſi ch aͤndert: So fragt: man, wie läßt ſich der 
| Werth von (=) das beißt der Werth nad) nmaliger 


Differentiation nach x, indem hieben ſich zugleich z aͤuden, 
aus druͤcken durch Werthe, aus Differentiarionen blos nad 
x und z, (indem jede diefer Groͤßen als unabhängig be 


ee, | dz . 
x achtet wird) und (2) Es wird, wie ans bios 


combinatorifhen Eonfiructionen folgt, 


9.4. KO | ge 
AR — —— Q_ — aA 
1.2..ndx? I.. n. &ùor. 2.. n-3 dx 
g’ I gr! 
— a [HE 
R dz.1.2.. n-1.0X' P 1.2.62°.2..0-3dx0°? 
| ar EN 
n-2 a A 4 








62.1,2.,0—2,0x"" 


| —R Te 
. — — — bB oe 
* 12.d2’2.3..0.2.02"* r ete N etc eic 


ev 
1,2.3,1.2..0-3.02°dx""? 


+ etc, wo daß (r+I)tE Glied wird — 
! 


N u N er FR , \ >. ‘ x 
Beweis feine: Revirfionsformel; 825 . 
fd, a Se ac Ba oe 
nz: * —* hr ” — —RA 
5 — na tz Ai vo at } | 
224 v 


n-r2 r “ . n 
—ES F 0, 8: V EL... 


B eo... — rr J u | 
— * Hg "r) N 


und die Pr mit ber ko Ar)ten BGlirde ab Es er⸗ 
vn a aus We Born; baß man auch fig sine . i 





Ks Br; 2 5 Zei ie - . : 


oe — L I 
ON: n st )% MEER | 
durch DI jun dire * er; mn 
Pe BEE vu | HE BE U 7, “ 
Eile} en 
‚Diet, Neuntes Brrblen re eusabrien 
Ä ung, — DEE Eee Ta wer \ 
durch > und. —— BE IR] Br 
12T —* nal ind re 
due weyte Problem, bat, wie fs zeigen Tiefe. 
Darſtelluag und Form nach, einige allgemeine Aehnlichkeit 


nit dem combinatoriſchen Reverfiondpräblem, 


weswegen ich es bier auffuͤhzꝛe. r Pr ET — 


Naͤmlich, wenn BB 
ax 4 bxꝰ 4 cxꝰ 4 TREE u rn - 


2m Bz+ Vz pre So in 
Y=aAz+ aA] a + Bo I 24. rn * 


Bf  bBB 2 
| e eG . ! \ 
Man nehme a an, es ſey eine Gleichung von letzterer — 


ſomm gegebens und man verlangt, man fol barau⸗ aA; 
YAu.; b? B; Zu u. ſ. w. finden, Sp wird ſich dies 


el; 


Li 


⸗ 


“ > \ 
ge ! 


26  , VL Dia hber Konsument 


oblem; y wie man fight, darauf vedujchten, x Vurch z aulı 
üdten: beme-atödann harman.z,"B;y .d.; Man 
ird aus der erften Bleichung y ſubſtituiren und verm 
Ne, nette en x. durch 2 aus der riet Gleich 
uben. Eee Nor a 


3 
J 


. In der. zten Gleichung, iſt adg, Atepieine Sri pen 
der erſten horizontalen Relht; gehen ſo b der gemeinſchafili⸗ 
che Sache aller Eoefficienten, welche aus der zweyten Po: 
tenz da find, v. ſ. w; Mun,denke man ſich eine Gleis 
hung wie $.,18, nd. Tür. jeden Coefftolenten einbliſchiede⸗ 
ned a und b wird; ; ferner daß y ſelbſt mehrere Werthe 
einander bekomme, von, welchen. wieder, piga a sa 


abhangen? fo wird dies gleihſan⸗ ein Mhena 


mit dem obigen von. 
ER DEAL Be BIT vu2 
Es —* a 2, Fo —* pr vᷣ3. .. gewiffe 
bene Coeffitienten; eben fo, Az Bi. C,... A, B, C,.. 
Die a und b, u. ſ. w. aͤudern ſich mitt den A,B.G.. 
s und diefer I. Merthe, i in fofern ſie vonB abbangen ⸗ —2 
en * PT Bus} OPER Fe SEE. Face DE 
yttıga, nr. N auge 7,.* 
rd veriuuVobi, „ba DL» BE Serze 
in fofern fie von C abhangen; dur m 
303 3 
al ,„ a2° a3. ee. 


Nun / habe man HT einander foigende Gleicpinagen, wo 


x irgend ‚ine Rahe nah RZ 





Beweis fine feine, bey ” 


J— “ N " 
at par + 2 Vom ekdan 
re xI rag 


mr no 


+ er. Pz1- = a: 
wiRbas, VII Problein des $. 18 felgendes allgemein bat Zu 
eſtellt 


. . ” “ . . - 2 
. . ' 


> 
v were . ⁊ 


m a Kae 
Es ſind a, b, c.. algemen we, ‚ ſo wie ah B3 
naut hat man alſo N. 7 


. y . I oo. x . 
N P) ve, - ' u 


Aber ed ind Nonnen 
ana n > . on 

» Asa, b, can y —* Man ſoll aus jenen Gleis 

ungen | 


x 


‘ . ” . 
.. n HEIITES VE BEI GER BEER, 
ey .o.. . + > u r € u..? ‚» 
pa en T- Sun Darin 
ee - 
l 
1 
ıden W 3* 
tt. . . . = 
’ . . . . 0.0 
. . 
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Letzteres Problem par dehnfihtei m mit dew Problem des 
errn D. Kram p c). Nur kommen dort keine hoͤhern 
nenzen von p vor. Blos die eombinatoriſche Analyſis 
xD jenes Problem vorlegen u und aufldfen, 


2 . PS) ‘ 
i 4 ” “ 
— 8 . 2 „93 ’ 
— 
⸗ 
’ . . 4 ee - ’ - & . 

‚ i “ 
0 


) De Aoguationpm decrementaiun rimi x oräinle lutiong '-.. 
‚denerall, DIE: »  -ı gr 2* 


8. yıL Pfaff Über lagranges neuen 








$. 20. Das Allgemeine des Slimnatkansprockfeg, wel⸗ 
cher F. 2, und 6 uns auf eine einfachere Gleichung führte, 
Reilt Lagrange $. 100 qq, daR, = zu 4 125. 


L 


Es fü ſey naimlih 3 


‚Ex, y, 2) * 9p, wo op eine wilitän rlich e Zonciion 
iſt; p=f@&, y; 2) und F (X, x. Z) aber gegebene 
Functionen find; uͤberdies iſt eine. Function von x und y. 
Man betrachte y ald eine folche "Function bon x, daß das 
Differential von p, verſchwinde; ſo erhaͤlt man ‚ indem man 


d 
Diſeental erh; ft, "ehem Werth von Fi der 
x 


anbeflimmten Größe; Ku in dem man 9 x differen 
rin, erhält, man fe 1. 


Ä —A de “er, I: 

d HOR 5* & 2]. 
Ede dE a & 

ER FR Ber Be =) 


| daraus folgt, durch Elimination von - — yelches durch di 


zweyte Gleichuug beſtimmt wird, 
"dF of dF — 


. — — — — N); * 
EEE EN . 
“ > Ba 

| Ya Toy uf. 


Ole 


Ri iſt gugleich die Aigemeine Som, für elle Stein 


. Beweis feiner Reverfionsformel? m 


vom erften Grade, welche zum Imegrab eine Gleichnig wie 
obige iſt, haben, wo ® uubeſtimmit iſt, welches el iind 


nirt worden, 


3 


Ju anf der⸗ A Bing Er 





2-X (z-x 
F. iz efalia wir v y: 2)=- — 


ET af .. 
7 — 7 = = Oo 

6x , y 

#F- (2-3). ee. 

— — — — — 0 

ey y dy 
dF L öf ‚ 

6z y 62 


Nah biefen a Eibfittione erhalten, wir die * 


ui obeu $, 2. 
O2 Eon-r [OR 


$. ar. Knmiechmg. Dꝛe anebeeſiererbbien— 
in der Ceſtalt, wie es hier, in der Theorie der Functionen, 
ſo wie inder erſten Muflöfung von Lagrauge (Memaires de 


Berlin 1768), und in der weit allgemeinern Behandlung von 


Rambert (eband, 1770) auftritt, läßt ſich vieBeicht zum ein⸗ 


zigen Problem ber ganzen Functionentheorie ausdehnen. 
VDiigſiens ſ ſcheint es, daß Lambert, aue 1 Gelegenhen feiner 


| 
wu \ ) 
\ 


ı 


a0 Vu. Pfaff über Sagrange'e neuen u 
Bafhiangen, {ih ie alenen Hasfiht im inne 
hatte ’}.- ey : 


‚ Gewiß ſah er die Auflbſung der Differentialgfeichungen 
som erften Grabe zwifchen zwey veräuperlichen Größen, ald 
ein Exempel jenes Problems an, wenn er die Gleichung 


o=Pr. yx. [F(x, y) dx — ) dy 40 
vermittelſt deſſelben aufloͤſt: und ſo ſey es erlaubt, inzwiſchen 


folgendes allgemeine Problem Chne Integration und 


Diffeꝛentiauion) vorzulegen: ©. 


Es ſind m Herͤnderliche Großen gegeben, (x,y..9) 
und zwiſchen ihnen (m — 1) Gleichungen von der Form 


fx, yz..s.)= F(x, Ye.) 


Man ſoll 1) Jede Function von jeder Groͤße unter denſelben, 
durch willkuͤhrliche gegebene Functionen von r Groͤßen aus 
ben m, welche man til, , 3. v=F, z, rt...) 
auedruden. | 


+ 
) I * — 2 J n 


* 
P 


.ı wu. 1 
. 


Ä W— DE BE 
- Aus La grangel.c. $.165, 166 ließe fich folgendes 
Problem vorlegen. Es find Groͤßen gegeben, p, q, rx, s, t. 
Man eu aus ihnen alle mtionen wit Widerboluuge 


9 er fast $. 1. Volle un problew⸗ or, 
Ian =riy;” 


d’une generalitd peu Commune, et dout la folution paroit 
promettre de nouvenux progres a I’ Analyfe;: und $. 2 Je 
‚. regarde-la theorie des fonctions, dont on,n’a encore que des 
parties. ifol&cs — Je dirai peut este une autre fois, fous 
quel point de vue ie, l envilage. 


Bands Yihe Reverſionsfotmel. 25 
und berfebe jede folcher mtionen mit einen Cosfficienten; > 
die Summe aller diefer miionen feye 


Q= Q(pr gr, 3, t..) 


Nun babe man die gochengen 


| 
(2 Q —o 3 422— (7 — 0 
da dr 
h. ſ. w., ſo * weniger —* als Größen ba find; Was 





ik on . 
u gd- 27 . ... 
wenn alle; jene Groͤgen, außer einer, € eminfrt werden? 
= { \ 4 
Fl “ ä t ‘ ® ı 
/ ⸗ 
Un . 
V 


a VE Ss 





Evil... 


Auflöfung des Eieoaionsprotens für Bteicunge 
von M, K. B. Haubet.n “ 


£ 
‘ ⁊ e 
J 1 1} . 
⁊ 





v u Bu $..1n.: 
| N. im ſechſten Hefte des Archivs für reine und ange 
Mathem. ©. 184, 195, erwähnte Lambertiſche fowohl, al 
auch ‘Die zweyte von Herrn’ Prof. Fiſcher S. 193 ebendaſ. 
angegebene Methode, führen, weiter verfolgt, auf folgenden, 
Satz: 
| 
Wenn die Wurzeln einer —R Sreisun 
dom rien Grade | ' 


x’ („x + bx'"* Kext? +...+3 B-. 


, alle audi in der nmalhähbern:.- 


r-( 


xt Axnc-) + Bx-9 4 CK) +, . hart + Ast 


Br ‚ enthalten, leztere mithin durch erfiere theilbe 
| ſeyn fett; fo muͤſſen die Coefficienten jener, A 


BC... Afe befhaffenfeyn, baßfiefolgend: 
| z Sfeichungen Genäge leiften: 


N \ 
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des Erhoöhumgsproblems fir Gleichungen 23 
“HARD TrBeH Trurk Tre 
Du + Ar IS +B. — T+- * An = =o. 
a Ira “OHR, a 29 ha ar =a 


22. 


ar· (x-2) Tr Ant Iy-(r-1) Jar Tr , + —R ER 


f ii 2 3 0 200. .r 
la b. co ei 7 
Indemman unter »J. J.P'a. ſ.w. Größen 


F 23.8) 
rel 


lbe...af.! . 
verſteht, die Durch folgende Slelchungen D bo | 
fimmt werden:. 


7 | | 
I = +b. nu un 
TERTrSTre . 


7 * AH TH Th, a 


a —ı4, 74 b te un HT. 


Dies ergiebt ſich durch die erwähnte Lambeniſche Me⸗ 
thode, vermoͤge welcher man die nmal hbhhere der obigen 
Sleihungen, dem Produkt der gegebenen dorch die Gleichung 
vom (n-I)rien Grade,. wie - 


\ 1 
nn 


! 
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. 
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34 ‚N, Hauber fg F— 


a) 
— ENEIRE RER EN „Faro 


gleichſetzt, wo ſodann von den durch Vergleichung der Coef⸗ 


ficienten gleicher Pirenzen von x in jener nmal hoͤhern Glei⸗ 
chung und in biefem entwickelten Produkte ſich ergebenden 


Glelchuugen, dur die (n-ı)r erften die Werthe der ange 


(B- -I)r-1 
‚nommenen Corffielenten ©, Breo» @ wenn man 


. wit, von einander unabhängig durch A, B, C, ,. und 


"T’T F . -- X 
Y$ı Be lor ; 
La En SE 


anbgedruͤct werden * ‚ die r'Ietiten aber gerade bier 


oben angeführten ſeyn werden. Eben daſſelbe kann durch 
die erwähnte Bifcherifche Methode erhalten werden, unter 


Voraueſetzung der Aufldſung der Aufgabe: den Quotlenten 


4Aye FByP +... My 
— — — — in einer nach Poren 


1 
(ar + 3° +...+ay' | - 


Potenzen von y fortlaufenden Reihe, nebſt deren Ergin- 
zung oder dem Hefte, ‚mit independent auegedrüdten Coeffi⸗ 
cienten anzugeben. Auf daſſelbe Reſultat gelangt man 
auch, wenn man vermittelſt des Satzes, daß wenn r und 
m ganze pofitibe Zahlen find, und 


er 
‚= art br a4...ha alsdenn 
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des Erhoͤhungsproblems Fir Gleichungen. 233. 
tm — a. wF 


xXb. "T: 7) X: 
+b.y Fe : . 4e. a oo. 
He -+.d. ta 


Ha — J * 7 
La U VERERER. 9— 
4a 7 * ern J 


‚an 7 
+ wos j ‚ a 


rag. r 
line... 


rt 





ee 


(welcher Si, wie man leicht finden.wird, fir n=t, =% 


und wenn für irgend ein N, Anch für nFi, mithin allges 


mein gilt) flat der Potenzen kon x in der o mal böhern- 


Gleichung ihre Werthe in den niedrigern Potenzan x" "27" ...x 
fubflituirt, nnd nad) diefer Verwandlung jedes Gliedes’ Cocfe 
ficienten= 0° ſetzt. Hiebey gelegentlich folgende Relation: 


"TRITT TEILT] 
TIL 


. 


” * 
X ee bı 
Ci 


nn IR 
+4 [ 7 7 EC T —r 
1-3 m — | I IT 


+ m} J I 


‘ X 2 3 u av eo 2 s 
| 2-1: \ 
‘ a b & “. eo. 9 4 . “ 
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38 VIE Sauber Auflöfung >: 


welche man feicht für n =l- 352 a fe we, und übers 
haupt, wenn für n. ouch für atı wahr finden wird. 


Man kann bemeiken, bat zu Bequeinerer Eutwickelung 
von Produßten, wie J. "T: vermittelt vorher conſtruir⸗ 


ter Involution zur Summe m-+n (ben Zeiger geſetzt wie 


bisher) oft, die uͤbrigens nicht ſchwierige Aufidſans folgen⸗ 
Er Aufgabe diſuen mag: Zu | . 


hr eine gegebene Wuchlabencdnupferion zur Summe 


m-+tn, den Zablenccefficiehten zu finden, der ihr zufo.umt, 


wenn fie unter ” Theile des entwidelten Produkts *FJ. 
gebdren fo. — Se auch ‚für Prödukte wie En ". 


Tu. ſ. f. 


‘2. Bey Betrachtung der zweyten von Lambert in 
ſeinen Beytraͤgen zum Gebrauch der Mathematik, II Theil, 
„S. 222 flg. angegebenen Muthode, unfer Elevationsproblem 
aufzuldſen, wird man, ſtatt des daſelbſt angeführten Neu⸗ 
toniſchen Satzes, die independenten Ausdruͤcke der Summe 
jeder Potenzen der Wurzeln einer Gleichung aus deren Coeffi⸗ 
cienten ober den verſchiedenen Klaſſen der Combinationen jener 
Wurzeln ſimpliciter ohne Wiederholungen . (Hindenburgs 
Holyn. Lehrf. S. 290), und umgekehrt der letztern ous den 
erſtern S. 110. 378. flgg.) vorausgeſetzt, von ſelbſt auf 
folgenden Schluß geleitet Bar 


\ Ds; bie gegebene, Btihung a Zu 
* I 24 
(ax + bxt⸗⸗ + x’+.,..%a ) == 0, Deren 
Ba æ B, uf. mw: , ferner a" + B"+y"+etc= Sc (m), _ 
md bie nmal höhere KT ARD Ba I LExTe» 


+...+ Azo gefeit / ve amige der denden Saͤtze fuͤr die 


vorhin genannten indepgnbentew Aubdroͤcke— vie Größen A, 


) 
. I) 


FL, 


beB Enthanhſrlene für Geichuhenn J 


B. C..: dur SCn); SCAYF BEN... Ude 500), 
Stan), S(za} Aber, durch —— be... 
independent ſich ausdrucken laſſen; "fo Folgt, daß die € Chefs 
ficienten A, B, -C. ;;; bei nmal erhöhten Gleichung fich ans 
den gegebenen a, b, c... „Toböpeobent anedrucen laffen. 


So Rs 2, für 15. nz. 


Bir 








E “VB 40,2). sh 
1 r 6 ... 5 , 4 LIANEN BR j 31 J 
say) ! 6 F mM: . Le, er Br 
2 2 » m 310 ww ge N. 
58). 8 ers. —ãA—— A WDR 
— —e 6. — — — 4 ot 
ne £ Zuer u Trac Ye 
I 2 3, Ss: 
u ſew. 7) bb 30 4 —XX si nf 
a WA: ra ty v4 
md Az — — : — ni, ne 
‘ | 3 Sr 4 
B = — EA. bB . 2 
4° 2. 4 ⸗ en 
200093 po v3 Fo re ie 
— =_. en d ) 
20000310074 5 
si“ Ss(12) S(18) S(24) $(%) 
1 — , 2 — R — 4 , 5, 


Aumerfung. Die in dieſem $. angegebenen Zormeln 


findet man auch, wenn man aus ben beyden Gleichnngen 
2? ax? 4bxꝰ 4 cx + xre=o 
xi— v0 


+] 
9— 
4 


‘ J 


23... VE. Hauhers Hardfung | 
die x, mich ber von Lagrange in: ben Mempires & Berlin 
1769 uprgstragenen Methode, elimipirt, und eine Gleichung 
im verhält. In der Char wird mgn auch ſinden, daß dab 
Berfapren nach dieſzr Methode, bie Ableitungen der heyden 
independenten Ausdruͤcke für Die Summen der Posenzen der 
Wurzeln einer Gleichung aus ihren Eoefficienten, und diefer 
aus jeuen, vermittelft des Logarlıhmen eines Polynomlums 

und des Jusdaucka-fur die Sthebung der Baſis des natuͤr⸗ 
lichen Logarithmenſy yſtems auf e eine Potenz, deren Erponent 
ein Infindinvmium it, fo'wie man diefe Ableitungen in 
der 6rigeführten Sartet Hmm v. Praſſe findet, in ſich 
2 ange or, 


* 


| Pr 3 Den Vegels der beyden eräßtin Saͤtze CPes 
“ . Iymom. Lehrf. S. iio. Uſus Lagarithm. infinftin, aucto- 
re de Prafle $. XXIX) betreffend, bemerke ich, daß dieſel⸗ 
ben aus dem abgeführten Mertenifchen Säge direkt und um: 
mittefbar hergekeitet, mithin auch, wenn man will, wofern 
der letztere elementarifch ermiefen iſt, wie dies 3.3. in 
Maclaurin's Algebra, in Eulerd Opuft. anal. Tom.‘ 
p- 337. fgq., und in Kaͤſtner's Analyfis endficher Groͤßen 
8geſchieht, als elemenfariſch erweistich (ogl. Polnn, 

Lehrſ. ©. 279.) betrachtet werben Finnen, Zu diefer Ablei: 
"tung bient die Detrachtung folgender Involutionen 
CGund Ih lem — 3 


2* 


ut 
17 

in 

m 

. 

. 6 
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Alalalala| ‚ al Pa r| al 
—.,. a RPF si 
Bja : Ki PER — WW; A da ea EL 
- ‚A bialal:) . 04 yb ha ‚ER “ 
Clalal yoldalsal. .. ”" .. cfabal * 
As: ‚ @. Pa öblsa A 
B, ‚Bbeblea| . ||: 
Acal na dla O° u 
dal ea ſete * 
— — . , etc 
Aa wa Pi hä eb|; 
B Pb ya eb „4 
A ag bb. eb 
ı n6’b| > 
A. aa Pa & 7 
"in Pb EC, . 
En ” 
aa ed . - 
._ &e sehe 
etc 1. | etc FE ‚ec 


deren Eonſteuelvn und unterſched. von ber gemötnligen 
(UT) durch den Augenſchein erhellen wird, und die Aufld⸗ 
ſung folgender fi) auf biefelbe begiehenber Aufgaben: vn 
4 ne 8. 04 
Es im achferdairgend rine Cemplerion⸗ melden der 
Involntion (III) kmal enthalten fen (mithin Kigre: Wege - 
feßungszahl). Die Summe der Eomplerionen zu finden, 
weiche die. Stellen der genannten in dm Snvotntiop 0) — 
beſethen. | nn 
X un 
— De 
on. 
@ Abcd+ BaBcd +7. abCd+d. abeD) —D—— 


\ 


(woraus dich der in des Herrn v. Praſſe angefuͤhrter. & 


den ‚Zeiger 
ö ſprichi. Man bilde folgenbes Schema: .... 


B,r.. 


J 
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$. XXI, XXIvV. eipieſene Satz ergiebi) 


7 
Faͤr tine gegebenk Eompferion "and ben Element 

a,b... in der Involution (II) die Summe der ihr he 

ihren Verſetzungen darkıne sulounmenben —2* 

æ, Pr Tor. gu finden, nt 


Es fen: ». B. die Eommplerion 2b gegeben, weiße 


he ) die Zehlencommplezhon- u re en 


9* 
eb 


1112 
Jır2 


1121 
1211 
2111 


æßys 1.557 
«Bde v " 

iaas: 2 2 u 
2345.| Prde 


Man mache nämlich von der letztern alle e Berfehungen, N) 
bilde ans jeder derfelben eine neue Zahlencompkarion, der 

erſtes, zweytes, drittes, ı. .Tegıed Element 
dem erſten, ben zwey, den diey erſten, allen Element 
der genannten Verſetzung gleich ſey; Jubſtituire alsbenn fl 
jede diefer neuen Bablenenmpleziönen, die iht. für ben Zeige 


1235 | 
‚1245 











» ; * J entfpecende Buben 


die Summe dieſer letztern wird! der gefnchte Eefficient fern, 
Kür bas gegebene Beyſplel iſt derſelbe — Bye a 
+erdet Arie; welches, sone "+, P=4r y=J 








r 1 
ee — + — 
5 7 ft; 12. 3.5 * 12.45 .„ „3 de) 
/1 u ı 
+ = wird. Ueberhaupt bin 


für. den Sur der fo eben erwähnten B: ſtimmungen von e. 
> welcher gerade bey ber auf. ben obigen Geger⸗ 
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& zu machenden Anwenduͤng eintritt, der Sag: daß, 
R Pla" bc?) eine Summe von Brüchen bedeutet, 
h fo viele find, als von der Complerion amb"cr ,. ‚I 
ſetzungen gemacht werden koͤnnen, die ferner alle zum 
"ir Ihaben, zum Nenner aber jede ein Produkt, das eis 

"mer Verſetzungen fo entfpricht, daß beffen - 


‚fer Sector dem erſten Eleniente der Verſetzung, 


"2 


SR zweyte der Sunme der zwey erften,. 
'wdritte .’ der Summe ber drey erften 
rkste der Summealler Elem. der Verſ. gleich fey, 
um | 
I 


YTbreP I) = 





— — —— ——— — | 
1.2. MXI.2. nx 1.2.PX.. 1.2..5Xa"b"ch, IE 


; woraus 5. B. fogleich @ (117) (welches für den Ball 
* pP =35 uf w. ber Eoefficient vom obigen aꝰb 


den muß), = olgt, R 
| D,: 1. 2. 3x 1.1.62 fols v 





| Ohne Worausfehung bes Newtoniſchen Sabes laͤßt fi 
‚Independente Ausdruck der Summen von Potenzen ber 


ırzeln einer Gleichung durch thre Soefficienten unmittelbar 
"folgende Art herleiten: 


Es feyen ber Gleichung x VAR TCr etc 
0, Wurzeln æ, ß, y, etc; ſo iſt | 
‚ mx"? - (m-ı) Ax”"* (mo) Br”? — etc - 
xt _ Ay + Bx" — xt? + ete 
IL 


"I... + - + etc, wie fi dur) Difie 
x—-% x-ß 


jüiren oder auch ver Reduction der Brüche rechler Hand 

f einerley Benennung ergiebt. Wenn man nun nach nes 

iven Potenzen von x auf beyden Seiten entwidelt und 
u Q 
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ordnet, fo findet ſich a’ + B"+y" ete m. J- (m-ı) 
a. A +(m-2). y .B- - (m-3). T- C+(m-,) 


Ja C D ..oe 
n — eto: 
-T, D etc für ben Zeiger Lı gQ 3 4 oo. 


als Corfficient bon — auf beyden Seiten. Hierau 


8 


iſt alsdenn leicht zu bewriſen „, daß; weun z. B. ABa Cr D 
eine der Cowplexionen vorſtellt, durch welche die Groͤßt 
+ ete vermittelſt A, B, €... ausgebruͤck 
wird, ihr Zahlencoefficient in dieſem Ausdruck 


.2.. (p49 4—-1) 
END — — — ſeyn werde, 
In, PX I. qx Ir... IX 1.5 ' 


$. 4. Die Bemerkung vorausgeſchickt ‚ daß für eine 
rgebene Gleigung wie g , 


n»2 n 
2 * —E—— ir» +..r a rx"”, die nmal 
höhere in Abſicht auf ihre Buchftabencoeffirienten fich dur 
folgende Sormel mit combinatoriſchen Ausdruͤcken darſtellr 
laſſe: 


u) ng, zn? A4x 20021 [" 
4 


a "a | | 
+"N,.z I +”"N.z 
+'N u ‚?2N 
Fu { 
+..+K. f Jan, zZ \ x LK U-DON, zur. 


+ (n«2)n N 


123 ix u Be 


n-2 
ab co .2»0:.0 | 
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wo der fuͤr jede Buchſtabencomplexion beſonders zu findende 


Zahlencoefficient inzwiſchen durch das unbeſtimmte Kbe⸗ 
zeichnet wird; laͤßt ſich aus $. 2. eine Regel berleiten, um 
dieſen Zahlencoeffie lenten für jede gegebene Buchftabencome 
em durch ein ziemlich einfaches Nndepeubeuted Verfahren 
pn finden, 


Es ſey z. B. n — 26, und die Buchſtabencomplerion 


2,22 


neꝰeꝰ gegeben, welche zu F gehbrt. Den ihr zugehoͤri⸗ 


jen aahlencoefficienten ſoch man nach folgenden Schema: 























J. u IM. IV. V. 
ce 1356| 3 4— 6123. 5.6 
— — 
ce ex 6 —|# +66|+3.3.3 
.4 Ä 
ı I,l.: 
ae we A2X34 r1+66|+36.6 
lebe Ele 
ae! ae | c* 12x axıl — I—1—6,6.6| — 9, 6 
| | I 2.2.2 11.2 





‘ 


7 wird nanlichd die gegebene Bachſtabeneomplerion (æcꝰeꝰ 
ur Summe 18) in fo viele Binionen, Ternionen u, mw, 
on Complerionen, deren Summenerponenten n oder viels 
iche von nn (6,12) find, als moͤglich, zerfällt, Bon den beygefüg« 


n fünf Zahlencolumuen aber enthält bieerfte bie Verfegungss 


ihl der Union, oder der gegebenen Bucflabencomplerion, 


nd die Produkte der Verſetzungszahlen der Theile jeder Bis 


Ion, Xernion, in welche.biefelbe zerfällt worden iſt. Die 

vente enthält Bräche, deren Zähler 1, und deren Nenner 

e Dimenſions⸗ oder Klaſſen erponenten derſelben Theile 
Q2 


— 


— 


— 















‚7 VIII. Haubers Auflsfung \ 


find; die dritte ſodann Mräche, deren Zähler ebenfalls ı 
und deren Nenner 1, 1.2, 1.2.3 0, ſ. w. find, jenachd 
in einer Binion, Ternion u. ſ. w. ein und derfelbe Theil ein 
mal, zweymal (fo wie hier ae in der Ternion) brepmal u. 
w. vorkommt; bie vierte — nm, ꝓn*, — ou. ſ. w 
(bie. — 6, + 6. 6, — 6.6.6) mit abwechſelnden Zeiche 
für die Union, für jede der Binionen, Ternionen u. f. w 
Die fünfte endlich enthält die Produkte. aus den Horizonte 
reihen; von welchen Produkten alsdenn die Summe (fi 

79 ) der geſuchte Bahlencoeffeient Ion wird, 


65 us Barinps Seh uͤber die Summe all 
Produkte irgend welcher Potenzen der Wurzeln einer Glei 
hung, zu zwey und zwey, drey und drey u. ſ. w. combinir 
(Probl. IIL- In deſſen Meditationibus algebraicis, wobs 
die dritte Ausgabe zu Cambridge 1783 erfchienen iſt), ma 
mentlich auf die Gleichung x" — 1 == 0 angewandt (Lemm 
XXx ebendaſelbſt) ergiebt ſich zunaͤchſt ein etwas verſchi 
denes, fuͤr die Ausuͤbung meiſt etwas weitlaͤufigeres V 
fahren zu Beſtimmung der Zahlencoeficienten, von welch 
die Rede iſt: von deſſen Reſultaten uͤhrigens die Fdentit 
Aus. denen des erftern Verfahrens fich leicht wird darth 
Hoffen. Zu Darftellung diefes Verfahrens nur ein Beyſpi 
. ebenfalls an der “nn a* cꝰ eꝰ, vermittelſt folgend 
Echema’s : : 


' - 


« 
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2.2 „2 


a ce 1.23.45] — 6| ı: — 3.56 


Ajate" gıX12235lı 12.22) +39 














e jaec? JıX 1 2.31. I+323.3 
we aſee? JıX1.2:3)+6.6 1#3.3.3 
ve] acc® 1X 1.2.3. + 3. 3. 3 
ie | acc? IX 1.2.3 | + 3.3.3 
? ſae jaelıxıxı |[-6.66 3.33 
AR ae |1XıXı 3.3: 3 


Die am Ende beygefügi⸗ Formel für die ſechsfache Er⸗ 
Rhung iſt nach beyderley Verfahren berechnet werden, und 
omit Gnlänglich verificirt. 


g. 6. Die Mühe ber Befiomung der Zableneveffichene 


en laßı fich beunahe um die Hälfte vermindern, wenn mau 
merkt, welches. ſich auch a priori erweifen läßt, daß im⸗ 
ter in den Coefficienten gleichweit von den aͤußerſten abftes 
ender Potenzen von x in der elevirten Gleichung, fowohl 
on denfelden Zablencoefficienten, begleitete, als auch fich 


ach einer gewiffen Hegel entfprechende und auseinander. 


uleitende, Buchftabencomplerionen vdrkommen muͤſſen; 
ther, wenn für eine an--ı oder 2n-+2fache Erhöhung 


e Buchſtaben⸗ und zugehbrige Zahlencosfficienten der u 


+erften Potenzen von x in der erhöhten Gleichung be⸗ 
mmt find, die Coefficienten ber uͤbrigen Potengen ſich leicht- 
8 diefen herleiten Jafjen, 


9. 7. Die obenangefährte Formel Maring’s (Medit, 


jebr, Probl. III,) betreffend, habe ih mich mit Auselne 
derfegung des Beweiſes derfelben beſchaͤftigt, aus derſel⸗ 


1, ohne Zuziehung von Lemm. XX, noch ein drittes, von 
I beyden vorhergehenden verſchiedenes Verfahren zu Bes 


hmung der Zahlencvefficiensen hergeleitet; und allgemei⸗ 


n 


+ 
' 


Ed 
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‘ Facteurs-feconds denkt, aus ben Gliedern der erften Ber: 


I 


1 te 


ner, aus’diefer Formel, welche, um mich Kürze halber auf 
Cramer's Intröd, à Panal. des lignes courbes, appendice, 
n. III. zu beziehen, wenn man ftatt der p. 663 dafelbft vor: 
kommenden ˖ Zahlencomplerionen, die ihnen entfprechenden 


ticalreihe die Glieder aller Abrigen Reihen ausdräden lehrt, 
ein Verfahren hergeleitet, um aus den Gliedern der erften 
Horizontalreihe (melches immer die Eoefficienten einer geges 
beuen Sleihung find) alle Glieder der übrigen Reiben auds 
zudruͤcken; und zwar wiederum ein Inbependentes Verfahren, 
durch welches für jede ber leichtzufindenden Buchftabencoms 
plexionen auch der zugehörige Zahlencorfficient beftimmt 
werden kann. Ich glaube ferner der Cramerifchen Regel 
im angeführten Anhang, „pour fupputer le produit de 
deux facteurs-feconds quelconques“ eine Vervollſtaͤndi⸗ 
gung gegeben zu haben, beren fie bedurfte, und habe Ges 
brauch davon gemacht, "um das Fermatifche Problem der 





Wegſchaffung der Frratibnalitäten ans einer Gleichung wi 


Yı +n4+re+rd +re+ri=o.aufjülöfen. Bey 


einer zweyten Aufldfung ebendefielden Problems habe ich ein 
ber obigen analoges Zerfällungsverfahren zu Beflimmun 
ber Zahlencoefficienten gebraucht,. Man fehe die folgend 
Abhandlung X. 


Man hat im obigen ($. 2, 4) ein Beyſpiel, wie Groͤßen 
dargeſtellt werden koͤnnen, welche durch Complexionen zu 


gewiſſen Summen nad) Zeigern beſtimmt werden, in wel⸗ 


hen die den Zahlen entſprechenden Elemente ſelbſt wiederum 
‚eoniplere Ausdruͤcke ſind, die ebenfalls durch Complexione 
zu gewiſſen Summen nach andern Zeigern beſtimmt werden 


oder, mit andern rein= analytiſchen Ausdruͤcken, ein Bey 


Tpiel, wie Grdßen Independent gefuuden werden koͤnnen, vi 


. das Refultst recurrirender Ausdruͤcke find, deren Rela 


J tionsſcalen ſelbſt durch andere recnrrirende Ausdruͤcke br 


ſtimmt werden, Es mag oft von Nutzen ſeyn, ber obig: 
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analoge Methoden für folche Fälle zu haben. © habe ich 
ein Verfahren gefunden, um für jede Buchftabencomplerion 


in den Formeln ©, 122. von Lagrange’s neu mit Zuſaͤtzen 
herausgekommener Abhandlung de la refolution des equa- 


tions numeriques den ihr zugeligrigen Zahlencoefficienten 
indepesdint zu fladen, obgleich jedes Glied in diefen Fors 
meln, nach p. 49. ebendafridft, von mehrern recurrirenden 
Ausdrücken abhängt, deren’einer die Relationsſcale des an⸗ 


dern beftimmt, | | | 


Die weitere Ausführung eines und bes andern biefer 
Gegenftände vielleicht ein andermal. ‘ 


Hier folgt die ($. 5. ©. 245) verfprochene @rhöfungde ' 


formel, nach. der daſelbſt aigegebenen Berification: 
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u . Formel für die ft us: 


Ben 2 erstere arte fi 


6 „ac z’\x -6be?\ z’\x 
—— ae)" 
3 -2d? 
-6ba’d\z’ 

- 
-2b’ 
-6a’c lz? 
-92?b” | 
—6a’bz 


⸗ a‘ 


— 
+to.abde 
-+0.ac?e 
-18acd” 
—18b?ce 
-+gb? d? 
+o.be?d 
| +3c* 
-+12a?de\ z 
+0.a”bce 
«--o.a”bd” 
—18a’c”d 
—12ab’e 
+o.ab”cd 
+6b*d 
—6b’c? 
a) 
+32°4? 
-6a’b’e 
22°C? 
-12a’bcd 
+63?b?d 
+ga”b?c” 
-bab?c 


+ 


| 
| 


» -6ce?] 2? 
.=gd’e 2 
+i2abe? 1 
"+o.acde” 
-+o.b?de? 
made 
—18bc?e? 
-++0.bed’e 
+6bd*. 
-Fi2c’de 
-6c’d? 
22’ 
+1ga?bde?: 
tet 
0. aꝰcdꝰe 
-3a’d* 
-18ab”’d’e 
+o.ab’ce” 


+0. abe?de 


+ı2abcd? 
+bacte 
—bac’d” 
-3b*e? 
+r2b?cde 
+2b?d?. 
—hb’ce 
_ gb?c 24? 
—6bc’d 











J 





IX. . J 


Aufloͤſung einer andern, die Wegſchaffung der Irrationa⸗ 


tionalitaͤten aus Gleichungen, betreffenden Aufgabe; von 
M. K. F. Hau b er. 


’ 


$. I. t ” 


Dir Aufgabe ift: Gleichungen, wie Y’a ArbHre: ; 
Mirbtrs +rd=o, r+nd+re+rd 
‚ +rfe=0; von ihren Burzegrößen zu befreyen. 


9m Es wird dienlich ſeyn, glei anfangs folgende 
‚ Bemerkung zu machen: Da die Größen a, b, c, d, e in 
jeder-der gegebenen. Gleichungen auf einerley Art: vorkoms 
men, fo werden fie auch in den gefuchten Gleichungen, wels 
che lauter rationale Ausdruͤcke enthalten ſollen, auf-einerley 


Art vorlommen müflen. Wenn 3. B. im einer der gefuchten 


Gleichungen ab? mit einem gewiffen zahleneoeficenten vors 


“ 


A 
[4 


kommen follte, fo werden auch ba’, ac’, ca’u.f.w.mit . 


demſelben Zeichen und — — darinne vorlom⸗ 
men muͤſſen. 


$.3. Man ſetze in der Gleichung Fa- 776 — 20, 


x flatt 7%c, und gedente ſich die,gefuchte Gleichung nach 
Potenzen von x georbnetz; fo kann man <+Yıa+rb=o 
als Aufldfung derfelben, oder = —a — Vb ald eine 
ihrer Wurzeln anfehen. Man weiß aber, daß, wenn 
"x+na+rb=o.die Aufldfang einer Gleichung vorſtellt, 


zugleich auch x a — Pb=o, s-rı+rfl=za, 


⸗ 


s 
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x — Ta — 6 ==o, Aufldſungen derſelben ſeyn werden; ; 
und da Diefelbe mithin vier Wurzeln hat, wovon übrigens 
je zwey gleich finn, aber entgegengefehte Zeichen haben, fo 
kann man hierand —2* 4 daß gedachte Gleichung vor 
der Form 
x’+ Axt +B= =o 
(oder @+Ac +B=o) 


namlich vom vierten Grade feyn, .aber lauter gerade Poten⸗ 


zen von x enthalten werde. 


Auf aͤhnliche Art wird man ſchließen, daß fuͤr die Glei⸗ 
chung Fa 4 b Tc +r d = 09, die gefuchte folgende 
Som: 

“A +Bd’+Cd+D=o; 
und für die gegebene Y’a-+ I” b+r +rd+re= =o, 
die gefuchte Form: - 
e’+A e+B e°+C’e’+D e+Ee He 240 er =o 


haben wird, 


Ich werde zweverley Arten vortragen, die Groͤßen 


A, B; A ...D AT... H 5 u beſtimmen. 


Erfie Art. 94. Für bie Gleichung x’+Ax »LB=o, 
oder "+Ac-+B=o, iſt eine ihrer Wurzeln, odereiner der 
Werthe von x = — fra — N; mithin Ya+rb+x 
(oder 4c) = 0, ein Factor iener Gleichung. Eben fo 
finden ſich aus den Abrigen Wurzeln bie Abrigen Factoren, 
ra-Nı+rc=o; -rı+rb+rc=o;-Naı-rTb 
+rc==0; daher ift c* HAc+B = dem Probucte 


a+ro+rox L-Na-rb4reo)x(ra-rb+re) 


ı(-ra+rb+Ne) = (e-INa+rbJIxcc-[ra-rbP) 
ae’ {ar+b)efla-b)"; mithiu A= -2(2+b), B=(@-b). 


, 
⸗ 
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F. 5. Eben fo findet ſich, daß d4 Ald .B4ꝛ Ca 
+D‘, die fo eben gemachten Beſtimmungen von A, B vor⸗ 
ausgeſetzt, feyn muß = — dem Producte 

von rd+rc)’+A, na+ro®’+B 
durch (1d- ro®+A.r nd- -rö’+B 


daB iſt, 
—(d-c+(A+II)xA. ‚(dei +B+A.LI+II)KB 
wenn. ir +Lrng-rO’Y,» i. atd+e)= Ir, 
Mi+rO* + 0%, d.i.2(d’+6cd4c')= a 
gefegt wird; und hieraus fiadet ſi fi ch nach getdriger Ent- 
widelung | 5 
== — 4(a+ b +c) 
B— 66 +b’+cH)+4(@ab+ac+ bc) 
C=-4@+b’ +c)+4(a?’b +a :c+ b’c J— ꝓbeꝰ) 
— 40 abe 
— a +b’+c4- 4 (a?b +a’c-+b’c-Hab’+ ac’sh bey 
+ 6 @ b?+a’?4+b’c) +4 @be-t b’ac + c 2) 


$. 6. Lab; diefe Bedeutungen von A, B’, C, D’ bey⸗ 
behalten, findet ſich ferner e® + A’e’+B SC’ e’-+- D’e* 
+E'e®+Fe+G’e+H’= dem Producte | 
von. (Te rd)’+A wre+ra)°+B‘ rear 
+C(re+r)°’+D 
durch (Te-rD’+A re-ra)‘ +B re- ra)° 
 +C’(re-ra)’+D,, 


d. i. = (led +A+ENXAXCe-d)° 


EB +A.Ei+ER)xBXx(e-d)* 
++ Bi +22 +23 )x C+(e-d)? 
R 40. zi+B. ZI tA.TZ+EY)xD, Il 


v 


⸗ 
J 


+, 


% 
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indem (Te+rH)?’+(NTe-Nd)’=2Sr. 
(re+ra)’+re-r)?=22 
re+rd°+re-ry=2Z: 
re+rYy°+{re-Nd)’=24 gefetst werben, | 

wo offenbar iſt, daß die Werthe Zr .. 24 ,„ entwidelt, 

beine Warzelgrößen mehr enthalten, | 


Die Entwickelung des Ausdrucks [&] koͤnnte ſehr müßs 
ſam ſcheinen, wegen dazu erforderlicher Multiplication ziem⸗ 
lich zufammengef. frer Ausdrüde in einander; inzwifchen 
bin ich damit, und fonach mit Herleitung der im $, 11. für 
diefen Fall anzugebenden Formel, doch ziemlich Teicht zw 


"Stande gelommen, und zwar mit Hülfe gewiffer Regeln 


„pour fapputer le produit de deux -facteurs. feconds 
quelconques“, am mich Kürze halber auf die ſchon im vo⸗ 
tigeu Auffaß angeführte Stelle in Cramer’s Introd,A.l’anal. 
des lig. courb. App. N. III. zu beziehen; von welchen Res 
geln ich ein andermal zu reden gedenle. 


$. T- So wäre noch weiter, die nach bem vorherhehen⸗ 
den $. zu machenden Beſtimmungen von A"... H' voraus⸗ 
— für Mat b+ct rä+rc+ TE = 0, biegen 
fuchte, von Wurzelgrößen freyt Gleichung, folgende: Das 
Moduct 


von (TIVe).A Tr HET 


durch — 
D— Eros HR" Er HE, 
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= (f- DA HEN, Au (fe) ° 
| +(B’+A? Ir +22). BR 00 
+(C’+B’.Zr’ + A’ No +23"). C”. (f- e)"0 
+(D’+C/. EI B'. 22’ HAN, 27’ 4 2): D*. F ey® 
+(E’+D’,21 "LO" ZI LB". 23 +AY.Ey+ES)E .(£-e)° 
-+(FHE' Sr’ }D’. 220. 23°HB° Z4 HA ZZtIE )P’.C£-e)* 
+(6’+ F Zi" + ET2’+ DEZ +C, Z4et b. Xʒ 
FA”. 26 +2 TG, If-e)? 
+(H!+ GC," + F.22’+ E23’ 4 DN.2g +C. Dr 
HB HA”. Zi +28). H j 
. — 05 " . - 
wo reirs4rotri-ror 
= Sr ro ++ rt- rot | 


\ 


sg = (n4rO"Hr-rO" 
Und fo Könnte man noch bey einer groͤßern Änzahl gegebener | 
Radicalien fortgehen. 


. 


Mebrigens kann man fich vermittelft der $. 2 gemachten 
Bemerkung ein gut Theil von der Mühe der Entwidlung 
Biefer Ausdruͤcke erfparens und ich babe gefunden, daß 
durch biefe Bemerkung, mit den im vorhergehenden $. ange 
führten Hülfemitteln zu Abkuͤrzung der Rechnung verbun⸗ 
den, biefe erfte Art, die verlangten Gleichungen zu finden, 
für die Praxis Fürzer Ift und gefchwinder zum Ziele führt, 
ald die num vorzutragende zweyte Methode, welche dazu 
dient, für jede gegebene Buchftabencomplerion in der ver: 
langten Gleichung, den ihr zugehörigen Zahlencoefficienten 


durch ein Verfahren zu finden, deffen Ausübung zwar nicht 


ſchwierig, ‚aber oft fehr langwierig iſt. 


at, WWF TH 


gegebene Gleichung, wie 
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ordnet, fo findet fih a" + B"+y"+ etc= m. "IT - - (m-ı). 
“= J- A+m2)."*,]- B-(m3). 7. CH 4). 


"--T, D-etc; für den Zeiger JA B c D.. A| 


tı 2% 3 4:. | 


als Coefficient don — anf beyden Seiten. Hieraus 


yure 


iſt alsdenn leicht zu beweiſen , daß, weun z. B. AP BIC'D* 
eine der Eomplerionen vorſtellt, durch welche die Größe 
PLAY" Lete vermittelt A, B, ©... ausgedbruͤckt 
wird, ihr Zahlencvefficient in dieſem Ausdruck 


2... (p+g+r+s—n) 
ENDE — — — ſeyn werde, 
Se px I... qx I... IX I...s 
$. 4. Die Bemerkung vorausgeſchickt, daß für eine 


e 


n n n nı2 n 
z = arx+brx"tcrtT+...t+ a Fxoct, dienmel 
höhere in Abſicht auf ihre Buchflabencoefficienten ſich Durch 
folgende Formel mit combinstorifhen Ausdrüden darſtellen 
laſſe: 


st K/' "8,20 | x 4+K 20021 x? 
+ nC. 2"=3 4*Dꝛn⸗⸗ 


F 
+"N.z + "N. z 
+'N | „LZ2ON 
/ ' 1 
+..+K. J DN,z | = LK ---N. xt. 
+4 (-22N j 


IR 3 46404 u u 


n-2 
a b ‚© ... 0 . a } 





> 
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»o der für jede Buchflabencomplerion beſonders zu findende . 
ablencvefficient inzwifchen durch das unbeflimmte .K bes 
:ichner wird; laͤßt fich auß $. 2. eine Regel herleiten, um 
ieſen Zahlencoefficienten für jede gegebene Buchflabencome 
lexion durch ein ziemlich einfaches Nndepeubentes Verfahren 
| Inden, 


— 


— 


es⸗ ſey z. B. n —6, und die Buchſtabeneomplerion 
cꝰ?eꝰ gegeben, welche zu "?F gehdrt. Den ihr zugehoͤri⸗ 
m ahlencoefficienten ſocht man nach folgenden Schema: | 


I. nu vw. u v. 
ae 13256 3 Izl —6 1356 





T 


Ferıx —| +} +66 +3.33 


e? 





N 
{4} 
. 
D 
x 
[68 
DD 

DI — 

* 

2 I 
+ 
je, 
— 
4 
w 
a 
2 











| | „I Ä | i I 
ıe | — 








5 wird nämlich die gegebene Yuchflaßeneompferlon (acer ! 
r Summe 18) in fo viele Binionen, Ternionen m. pw 
n Complexionen, deren Summenerponenten n oder viel⸗ 
he von n (6,12) find, ald mdglich,zerfällt. Bon den beygefüge 
ı fünf Zahlencolumuen aber enthält die erfte die Verfegungss . 
‚der Union, oder der gegebenen Buchflabeneomplerion, 
d die Produkte der Verfeßungszahlen der Theile jeder Bis 
nm, Ternion, in welche. biefelbe zerfällt worben ifl. Die 
ente enthält Bräche, deren ‚Zähler ı, und deren Nenner 
: Dimenfiond = oder Klaſſenerponenten bderfelben heile 
nn ‚R2 - 


⸗ 
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find; die dritte ſodann Bruͤche, deren Zähler ebenfalls ı, 
amd deren Nenner 1, 1.2, 7.2.3 0, f. w. find, jenachbem 
in einer Binion, Ternion u. ſ. w. ein und derfelbe Theil eins 
mal, zweymal (fo wie hier ae in der Ternion) dreymal u. f. 
w. vorlommt; die vierte — n, Pn*, — no? u. ſ. w. 
(hier — 6, 4 6. 6, — 6.6.6) mit abwechfelnden Zeichen 
für die Union, für jede der Binionen, Xernionen u. f. w. 
Die fünfte endlich enthält die Produkte aus den Horizontals 
reihen; von welchen Probuften alsbenn die Summe (hier 
29 )der geſuchte Zahlencoefficient feyn wird, 


| 6. 5. Aus Waring's Gab Aber die Summe alle 
Produkte irgend’ welcher Potenzen der Wurzeln einer Gleis 
ung, zu zwey und zwey, drey und drey u. f. w. combinirt 
(Probf. IIId in deſſen Meditätionibus algebraicis, wovon 
die dritte Ausgabe zu Cambridge 1784 erfchienen ift), ma 
mentlich auf die Beichung x" — 1 = 0 angewandt (Lem 
XX d ebendaſelbſt), ergiebt ſich zunaͤchſt ein etwas verſchit 
denes, fuͤr die Ausuͤbung meiſt etwas weitlaͤufigeres Ver 
fahren zu Beſtimmung der Zahlencoeficienten, von welche 
die Rede iſt: von deſſen Reſultaten uͤbrigens die Fpentitä 
aͤus denen des erſtern Verfahrens ſich leicht wird darthu 
laſſen. Zu Darſtellung dieſes Verfahrens nur ein Beyſpi 
2. ebenfalls an der Complexion ac” eꝰ, vermittelſt folgend 
Schema’s: .. | 


* ‘ . 


“ 
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ee 1.2.3.4-5 —. 6 I _ 2.56 


— 


late? 1x1. 2.3 —— 12.2. 2 +3. 9 





ae Jaec? xX123. 1+33.3 
1e Jaec” 1X 1.2:3)+6.6 173. 3. 3 
acc“ 1X1.23- 1+3-33. 
acc ie acc? Fix1.2.3j [ + 3.3.3 
ıxıxı |[-6.6,6 33.3 
I: | EEE I | 333 0 
| — — 


Die am Ende beygefügt⸗ Formel fuͤr die ſechsfache Er⸗ 
ſohung iſt nach beyderley Verfahren berechnet worden, und 
omit hinlinglich verificirt. 


g. 6. Die Maͤhe der Beſtimmung der Zahleneveficien⸗ 
on laͤßt ſich beynahe um die Haͤlfte vermindern, wenn man 
merkt, welches ſich auch a priori erweiſen laͤßt, daß im⸗ 
ner in den Coefficienten gleichweit von den aͤußerſten abſte⸗ 
ender Potenzen von x in ber elevirten Gleichung, ſowohl 
on denfelben Zahlencoefficienten. „ begleitete, als auch ſich 


ah einer gewiffen Kegel entfprechende und auseinander. 


erzuleitende VBuchftabencomplerionen vorkommen muͤſſen 3 
aher, wenn für eine an-+ı oder 2n-+2fache Erhöhung 
ie Buchſtaben⸗ und zugehörige Zahlencosfficienten ber “ 
‚Herften Potenzen. von x in der erhöhten Gleichung ber 
immt find, die Coefficienten ber übrigen Potengen fi ich leicht- 
us diefen herleiten laſſen. 


4. 7. Die obenangefärte Formel Baring’s (Medit, 
gebr, Probl, IL) betreffend, babe ih mich mit Ausein⸗ 
Berfeßung des Beweiſes derfeiben beſchaͤftigt ‚aus derſel⸗ 
m, ohne Zuziehung von Lemm. XX, noch ein drittes, vom 
m beyden vorhergehenden verfchiedene® Verfahren zu Bes 


Immung der Zahlencoefficienten hergeleitet s und allgemei⸗ 


> 


+, 
s 
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« Facteurs- feconds benft, aus den Gliedern der erfien B 


⸗ ‘ 
\ 










ner, aus dieſer Formel, welche, um mich Kürze halber a 
Cramer’ö Introd, à Panal. des lignes courbes, appendicı 
n. III. zu beziehen, wenn man flatt der p. 663 dafelbft vo 
fommenven Zahlencomplerionen, die ihnen entfprechend 


ticalreihe bie Glieder aller Abrigen Reihen ausdruͤcken Ich 
ein Verfahren hergeleitet, um aus den Gliedern ber erft 
Horizontalteihe (melches immer die Coefficienten einer ge 
benen Gleichung find) alle Glieder der übrigen Reihen au 
gzudruͤcken; und zwar wiederum ein independentes Verfahre 
durch welches für jede der leichtzufindenden Buchftabencom 
plexionen auch der zugehörige Zahlencoefficient Mn 
werden kann. Sch glaube ferner der Eramerifchen Nege 
im angeführten Anhang, „pour fupputer le produit d 
deux facteurs- feconds quelconques“ eine Vervollſtaͤndi⸗ 
gung gegeben zu haben, deren fic bedurfte, und babe Ga 
Brauch davon gemacht, um das Zermatifche Problem ben 
Wegſchaffung der Frratibnalitäten ans einer Gleichung wi 
rı+ro +rc+rd+re+rf=o ‚aufzulöfen. Ber 


einer ; zweyten Aufidſung ebendeſſelben Problems babe ich ein 
der obigen analoges Zerfaͤllungsverfahren zu Beſtimmung 
ber Zahlencoefficienten gebraucht. Man ſehe die folgend 


Albhandlung X. 


Man hat im obigen ($.2, 4) ein Benfpiel, wie Groͤßer 
Dargeftellt werben Eönnen, welche durch Complerionen jı 


- gewiffen Summen nad) Zeigern beftimmt werden, in weh 


chen die den Zahlen entfprechenden Elemente felbft wiederum 


‚complere Ausdruͤcke find, die ebenfalls durch Complerione: 


zu gewiflen Summen nach andern Zeigern beflimmt werben 
oder, mit andern rein analytifchen Ausdruͤcken, ein Bey 
fpiel, wie Ordßen indepentent gefunden werden innen, vi 
das Nefultat recurrirender Ausdruͤcke find, deren Nela 
tiondfcalen felbft durch „andere recnrrirende Ausdruͤcke bi 
ſtimmt werden, Es mag oft von Nuten feyn, ber obign 
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maloge Methoden für ſolche Fälle zu haben. So habe ich 
in Verfahren gefunden, um für jede Buchſtabencomplexion 

In ben Formeln ©. 122, von Lagrange’d neu mit Zufäßen 
krahögefommmener Abhandlung de la r&folution des equa- 
tions numeriques den ihr zugehgrigen Zahlencoefficienten 

indeyesdent zu finden, obgleich jedes lied in diefen Fors 

meln, nach p. 49. ebendaſeibſt, von mehrern recurrirenden 
Ausdruͤcken abhängt, deren’einer die Relationsſcale des ans 

ven beftinumt., | | Ä 


Die weitere Ausführung eines und bes andern biefer 
Begenftände vielleicht ein andermal. ‘ 


Hier folgt die ($. 5. S. 245) verſprochene Erhöfungde 
ſormel, nach: der dafelbft angegebenen Berification : 


248 


‘ 


, Bin are Arster „fo 


© _6ae 2* x -6be* 
— | 


-3c” 


-2b? 


-6a°c | 2* 


-92°b* | 
-6a'bz 


-62’d\ 2? 
- 
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. Formel für die fntohe rn: 





x -6ce? } 2* 


Br u u 


+12abe? \z 


"+o.acde? 


-+o.b’de? 
-1rnad’e 
—1gbc?e? 
+0.bcd’e 
+6bd*. 
-Fi2c’de 
-6c’d? 
-22°’e 


+ ıga?bde? 


+12abcd? 
Pace 
bacꝰdꝰ 
3be⸗ 
ꝓiabꝰcde 
+2b?d?. 


"bb?’de 


9bꝰcd⸗ꝰ 
—bbe’d 


6 


- -c 








- 


\ 
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IX. 


Auflöfung einer andern, die Wegfchaffung der Irrationa⸗ 
tionalitäten aus Gleichungen, betreffenden Aufgabe; von 


M. K. F. Hauber. 


er 
Dir Aufgabe ift: Gleichungen, wie Ya+rb+rc=o; 
rn+n+re+rd=o; Ta 4Vb 4Te d 
+rYe=o0; von ihren Burzeigröfen zu befreyen, 


F. 2. Es wird dienlich ſeyn, gieich anfangs. folgende 
„ Bemerkung ju machen: Da die Größen a, b, c, d, e in 
jeder-der gegebenen Gleichungen auf einerley Art. vorkoms 
men, fo werben fie auch in den gefuchten Gleichungen, wels 
che lauter rationale Ausdrucke enthalten follen, auf-einerley 
Art vorlommen müffen. Wenn z. B. in einer der gefuchten 
Gleichungen ab’ mit einem gewiffen Bahlencoefficienten vors 


8 
[4 


kommen follte, fo werden auch ba’, ac’, caꝰ u. ſ. w mit , 


demſelben Zeichen und Zahlencoefficlenten barinne vorkom⸗ 
men muͤſſen. 


g. 3. Man ſetze in der Gleichung 476 —** 30, 
x flatt Yo, und gedenke fi) die,gefuchte Gleichung nad) 
Potenzen von x geordnet; fo kann man x+Ya+Y”b=o 
als Aufldfung derfelben, oder = - fa—r’b ald eine 


ihrer Wurzeln anfehen. Man weiß aber, daß, wenn 


xz+Nra+rb= o.die Auflöfang einer Gleichung vorftellt, 


zugleich auch x tr a— rb=o, s-rı+fl=za, 


‘ 


\ 


° ’ 
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x — Fa — No Aufldſungen derſelben ſeyn werden; 
und da diefelbe mithin vier Wurzeln hat, wovon übrigens 
je zwey gleich ſind, aber entgegengefeßte Zeichen haben, fo 
kann man hieraus schließen, daß gebachte Gleichung von 
ver Form 
x’ + Axt +B= ==o 
(oder c* 4 Ac +B=o) 


naͤmlich vom vierten Grade ſeyn, aber lauter gerade Poten⸗ 


zen von x enthalten werde. 


Auf aͤhnliche Art wird man ſchließen, daß für die Glei⸗ 
chung Fa rb +ri + rd = 0, die gefuchte folgende 
Form: 

da pAd B ®+Cd+D’=o; 
und für die gegebene Ya-+ Mmaretrs +re= =o, 
die gefuchte Form: - . 
e+A e’+B e°+C’e’+D’ + — e+G" e+H" ==0 


haben wird, 


Ich werde wwewerley Arten vortragen, die Groͤßen 


A,B; A...D ; A”...H 5 zu beſtimmen. 


Erſte Art. 94. Fuͤr die Gleichung x’+Ax RCo. 
oder e*ẽ Ac . BO, iſt eine ihrer Wurzeln, oder einer der 
Werthe von x — ra—rb; mithin a+-rb+x 
(oder 4c) = 0, ein Factor ientr Gleichung. Eben fo 
finden ſich aus den Äbrigen Wurzeln die Äbrigen Factoren, 
rn-Nnı+rce=o; -rı+rb+rc=o;,-Fa-rTb 
+rc=o; daher ift c®*+Ac+B = bem Probucte 


"a+ro+roxCra-Nb4ro)x(ra-ro+re) 


a (-NaHrb+re = (c-[Nra+rb3xcc-Ira-rb7) 


. ==e’-2{a+b)et(a-h)”; mithiu A=-22+b). B-(@-b). . 














! 
- 


der Serationalicäten aus Gleichungen, a1 .. 


F. 5. Eben fo findet fih, daß di Aſdꝰ .B4ꝛ C4 
—B, die fo eben gemachten Beſtimmungen von A, B vors .. 
ausgeſetzt, feyn muß = — dem Producte 

son ’rd+rc)* FA,nMd+ro?+B 

durch (MA-Po HAMA” HB 
DaB iſt, 2 
—=(d-cP-+(A+ZI) XA.(d-c)? + (B+A.EI+EI)XB 
wenn TI+FS’HE-NNdiLaldHe)=Er, 

(Ma+ro*+ra-r0%, d.i.2(d’-Höcd+c”)= Eg 
gefet wird; und hieraus finder fi ch nach gehdtiger Ent⸗ 
wickelung | 
A=—4@+b+0 

B—=6( +b’+c”)+4(ab+ac-t bc) 

C=-32@+b’+)+4(lab+a’c+ b’c + ab?-Lac* +bc”) 
— 40abc 

— a‘ +b°+ 4 (ab + a’c-Hb’c-Hab? Lac} bey 

+ J c*+b’c )+4Ca’be+ bacte‘ ab) 


6. 6 Und; dieſe Bedeutungen von A, B’, C, D’ ben 
behalten, finder ſich ferner e® + A’e’+B’e Ic e’++ D’e* 
+Ee+F'e+G’e+-H’—= dem Producte | | 

don nTe+rd’+A (Me+ra)°+B’ —— 
0(e4 — +D’ 

durch (Me-rÄ!+A re-rä)° +B' are- rd)* 
 +Cıre- -ra)* +D', 

d. I, = (e-d)"+(A +EINXA x(e-d)® 
6A. Ei +22’)xB'x(e-d)* = 
+ +B. 21 +A/.22’+23/)x C+(e-d)? 
+(D’+C, Zi+B, 227 +A.23+ZY)XD, [a] 


v 


Jgeln ich ein andermal zu reden gedenle. 
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indem (Te+FY’+tTEe-rd)’= Er. 
(Te+rd’+(re-ra)?=27 
Me+rda)°+tre-rd)=23- 
\ (Te 4 Fdy* (Te-4) = 24 geſetzt werden, 
wo offenbar iſt, daß die Werther ..: 24 , entwidelt, 
Beine Wurzelgrößen mehr enthalten, 


Die Entwicklung des Ausdrucks [x] koͤnnte fehr müßs 

fam fcheinen, wegen dazu erforherlicher Multiplication ziems 
lich zufammengef.Ster Ausdruͤcke in einander; inzwifchen 
bin ic) damit, ufd fonach mit Herleitung der im $, ıı. für 
diefen Sal anzugebenden Formel, doch ziemlich leicht zu 
"Stande gekommen, und zwar mit Hülfe gewiffer Regeln 
„pour fapputer le produit de deux : facteurs. feconds 
quelcongues“, um mich Kürze halber auf die ſchon im vo⸗ 
rigeu Auffat angeführte Stelle in Cramer’s Introd. A Panal. 

des lig. courb. App. N, III. zu beziehen; bon welchen Res | 





$. 7- So wäre noch weiter, bie nach den vorbergebens 

.den $. zu machenden Beftimmungen von A”... H' vorauss 

gefeßt, für Yatrb+rcetrd+rc+ rt = 0, dieges 

ſuchte, von Waurzelgrößen fregt Gleichung, folgende: Das 
Woduct 

von TMe TESTER 


durch 
D ——— —DV — 








‘ 


der erricnalicäten aus Bleisungen. 253 


— (E-e)’°L(A“ +IN). A“ (Fe) . 
+B+A'II +22). B'.(f-e)? 
+C'+B'.E1’ + A’ 22’ +23). C. —8 
+HD° +. HB 22 HAN 23’ + 24. D. F ey® 
+E+DY, EI’ +CY. 22’ B". SI+AN2Y +25 ).E'.(f-e)° 
+(F*E',21}D’.22HC".23'HB° Z4 HAIE )P'.C£-e)® 
+(G’ + Fi” + E22’ +D‘, 234 C.. me 35 
FA”. 26 +27). G, i-e)* 
+{H’+ G/,Z" + FI” +E. E’+D", I 420 ‚I; 
. . +B\.E6’+A”, 27’ +28’ J H 
— 0° | " - 
w Zie=(N4ro’+ri-ro° 
x2' Zrarotiret | 


23 = (IH ro" +(rT- Yo" ie 
Und ſo Idnnte man noch bey einer groͤßern Anzahl gegebener | 
Radicalien fortzehen. 


nebrigens kan m man fich vermittelt der $. 2 gemachten 
Bemerkung ein gut Theil von der Muͤhe der Entwicklung 
dieſer Ausdruͤcke erfparens und ich babe gefunden, daß 
durch dieſe Bemerkung, mit den im vorhergehenden $. ange 
führten Hülfemitteln zu Abkuͤrzung ber Rechnung verbun⸗ 
den, biefe erfte Art, die verlangten Gleichungen zu finden, 
für die Praxis Fürzer ft und gefchwinder zum Ziele führt, 
als die num borzutragende zweyte Methode, welche dazu 
dient, für jede gegebene Buchflabencomplerion in der ver: 
langten Gleichung, den ihr zugehörigen Zahlencoefficienten 


durch ein Verfahren zu finden, deffen Ausübung zwar nicht . 


ſchwierig, ‚aber oft ſehr langwierig iſt. 


254 IX. Hauber, von Besfänfung 


Zweyte Art g. 8. Sr die gegebene Gleichung 
ratwrd+rc+rd+re=o, um fogleich mit dieſem 
dat anzufangen, hatten wir die geſuchte geſetzt 
e °+ A’d’+B'e‘+ Ce+D’e+E’+F’et-G’e+H'=o, 
und dieſe Gleichung wird, wenn man e als eine umbelannte 
Größe anfieht, den obigen Bemerkungen gemäß, ‚folgende 
acht Wurzeln haben: | 
watrb+ re+rd)’ 
(Ma +rb+re — ra)” 
(Mr+ rd—rc4 rd)? 
n+rn—re—ra)%® 
a Vb 4TeATq)⸗ 
Ma—rb+re— rd)” 
n— rr—re+ra)” 

Ä n-n—-r-ra: | 
Man ſetze die Summe diefer Wurzen— 5 (1), die Summe 
ihrer Quadrate — S(2), ihrer Würfel = S(3) u. ſ. w., 
fo ift, wie fich leicht aus dem polynomiſchen Lehrſatz ers 
giebt; 
Sı)=%$la+b+c+d) 

Sa)—=gQ@a?+b’+c’+d?16 [ab-tacFad-+be+bätca] ) 

SG=8@+b+ÖH+d+ 15 [a’b+a’c’+a’d+ b’a}b”c 
+bd+cafceb+cd+d’ard’b+d?c] 
+6. 15 [abc-+ abd +acd+bcd])- 

u. ſ. w. 

Wo der jeder Buchſtabencomplexion vorangeſetzte Zahlen⸗ 

coefficient nichts anders iſt, als die Verſetzungszahl einer 


Compltrion, worinn jeder Buchſtabe eine doppelt ſo hohe 
Dimenſion hat. 


; 
! 
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Berner iſt vetmoͤge ber im vorhergehenden Aufſatz ange⸗ 
fuͤhrten Formel fuͤr den independenten Ausdruck der Coe fi⸗ | 
‚eienten einer Gleichung aus den Summen der Potenzen 
ihrer Wurzeln . | 


„WA für den Beiger. 
Am, fi 3 
Bo KA ’B | 2, 2,58 | 

1 1,2 xı 3.3 8 


— 


99 Man ficht hieraus, daß die Buchflabencoms 
plerionen in S(1) und A”, die einfachen Groͤßen a,b, c,d, 
in S(2) nnd A’, Preduete ans denfelben zu zwey Dimen ſio⸗ 
nen, oder Binionen mir Wiederholungen, in S(3) und A”, 
alle Proburte zu drey Dimenſionen u. ſ. w. fenn werben 
(daher denn, wie in polynomifchen Lehrſatz, die Darftels 
tung aller Arten von unähnlichen Complexionen, die ju 5", 
ober C’oderetc. gehören, von der Eonftruction von Combina⸗ 
tionsklaffen zu einer gegebenen Summe abhängt). Was 
aber die Zahlencoefficienten betrifft, fo läßt ſich aus ven 
Formeln des vorhergehenden $. ein Verfahren ‚herleiten, um 
für jede gegebene Buchflabencomplerion in ber gefuchten 
Gleichung, ihren zugehörigen Bahlencoefficienten zu befiims . 
men, welches ich an einem Beyſpiel zeigen will, 

Es fey die Burhflabencomplerion be’e*-gegeben,. wo 
alfo bc? einen Theil von D’ ausmacht, Mau bilde folgens 
des. Schema : u | 


N 


« 
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L.. m UL W V. 
be 4. 7 z T 8 —18 
I N u 8 
| eo jxı || 3 If8s | 
u ‘ 1.3 3 
ı 21 
be le [Xı —— +6.44 
. 2.2 | 
- I . 
ee: / “ 11% — I 8. 
ce’ bc f%.5 1.3 1 +5.88 
— N N — — — 
b|Ic | ce? jıX XI—77388.8 —-4.8.8 
11.2 
sl I I j 
" XxI — — —) 0.8 
a 2 Ba Ba Per re BE ns 
I 4.8.8.8 
"b C |: IX IX IX ı — + 8.8.8.8 4 —— 
ED LWELIELZ, 3 








+ 40 . 


Die Complexion be? wirb nämlich auf alle mögliche Ar 
ten in Binionen, Ternionen u. f. w. zerfällt. - Bon ben nes 
ben jeder Union, Binion, Zernion n.f. w. beygeſetzten Zah⸗ 
len find die in der erſten Eolumne immer die Verſetzungs⸗ 
zahlen, nicht der Theile der Binionen, u. ſ. w. ſelbſt, ſoudern 
der Complerionen Yon der doppelten Dimenfion (3.8, dem 
Theil bc correfpondirt in I. die Zahl 6, welches bie Mer: 
fegungszahl von bẽc? iſt). Die zweyte Zahlencolumne ent⸗ 
hält Brüche, deren Zähler 1, und deren Nenner die Dintens 
fionserponenten jener Buchflabencomplerionen find, Die 
dritte enthält Brüche, Deren Zähler ebenfalld 1, und deren 
Penner I, 1.2, 72.3 u. ſ. w. find, je nachdem ein Theil 
einer Binion, Ternion u. ſ. w. ımal, 2tıal, 3mal u. f. w. 
vorkommt; bie, vierte endlich enthält -8, +8’, -3°, +8* 
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für die Union, Binionen, Ternionen, Quaterilonen, Die 
fünfte enthäft- die Producte aus dem Morizontalreihen der 
vorhergehenden Zahlencofumnen; und die_ Summe dieſer 
Producte iſt der geſuchte Zahlencoefficient. Der Complerion 
be?e* kommt Demnach in der geſuchten Gleichung der Zahlen- 
coeffic ient tao zu 

Man Könnte dieſen Zaßfencseffehenten (nach F. 2) nncch 
anf andere Art ſuchen, Indem man ihn für ab’e’, oder a’b*« J 
mittelſt eines aͤhnlichen Verfahrens. beſtimmte: allein das 
Verfahren wuͤrde weitlaͤnfiger werden, als wenn man die 
Complexion be’e* oder ab?e? nimmt, wo e* die hoͤchſte Di⸗ 
menfion hat. Man mag den Zahlegeoefficienten für. eine‘ 
Buchflabencomplerion zu fuchen haben, für welche man will, 
fo Iaffe man immer den Buchflaben, der die hoͤchſte Dimens 
fion. in derfelben bat, mit feinem Erponenten weg, und 
verfahre mit bem Reſt nach Art deöd,vorigen Schema’, 


Sp reduriren fich in unferm Falle, wo Y’a +Yrb+re FE 
+r’d+Ne = 0, die gegebene Gleichung iſt, alle dergleir. 
chen verkürzte Complerionen, für deren jede befonders ihr 
Zahlencoefficient vermittelſt des augezeigten Verfahrens zu 
ſuchen iſt, auf folgende: a; ba*, a’, J— ab, ab”, ab?, - 

a’b”, a?bꝰ; abe, abe” , abe’, *p⸗ c”; abed,. abe, 
abeꝰdꝰ. | 


$. io, Die verlangte iechung ſelbſt braucht uͤbrigens 
nicht ,ehr nach Potenzen von e oder irgend riner andern von 
den Größen a, b, c, d, e geordnet zu werden: fondern man 
faßt in derfelben immer alle ähnliche Buchſtabencomplexio⸗ 
nen mit bren gemeinſchaftlichen Zahlencoefficienten zuſam⸗ 
men. Im gegenwärtigen Salle zerfälle mau bie Zahl 8 in 
die | - 


4 


28 IX. Hauber, von Wegſchaffung 


Binionen Ternionen Quasernionen Quinionen 


17 , 126 1115 11114 

26 125 1124 11123 

35 134 .1133° 11222 

4 224 1223 
233 2222 


fo find folgendes die Yggregate Asnkicer Buchſtabencom⸗ 
| plexianen in der verlangten Gleichuns: 


| \ 
9) = Hr +dtre? ſaſ, wenn men will, 
nach Klügeld: Bezeichnungsart im Polynom, Lehrſatz. 


9 D=a’(lbto4dte)+batctdtetarbtdte) 
HA @Hbtete) + arte Ab, 





0%, = =. —J 4de2) + b° (a⸗ꝰ ⸗ +4 Le) | 


+ (a +b’+d’-te?) + d°la’+b’+c’+e’) 
+ea'+b°+c +4)= fa*b*, j 


96 — LIEF TG +o+Ö+e) 
| +++ HEN)+gIlAa+b4 240) 
+ (4444) = 2b), 


9(4 4) = a'b* +atct +atd! are? b’ct + b*d*-+ b*e 
petdt+clei+d’et = = ‚Sab*, 


q u) —a.(be+ ba + be+cd+ce+de) +b° (actadtse 
.  +ed+ce+de)+tcab+ad-tacHbd+betde) 
+d°iabLac+tae-+bc+be+tce) + e° (ab+ac 
-Fad-Hbc+bd+cd) = abe, 
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u "be? 4 bat 4 bei ed? 4 ceꝰ +d 

er =. +b% + b’a +b’e + cd+ce+t 5). 
ac ꝓha⸗ +ae? + cd? ceꝰ 4 deo 

J ae) 
/ ab? + ad? + ae? 4 bdꝰ 4 be? 4 de⸗ 

re 63 + a’d + ae + bꝰd Arerze) 


” + ac? + ae?” + be? 4 be?-t ce | 

Eu) 

f ab? + ac B——— 
6 


a?b +a + a’d p bc +b?d+ctd 
= ſaſbꝰc, 


( be? + ba? + be? + cd? 4 ce ) 


as 
9 (1,34) ꝓpbe 4 b'd 4 bꝰe 4 cꝰd 4 cꝰe 4 de, 


Fer ac +ad’ 4 aeꝰ + cd’ + ce? + de? 
aꝰe 4 aꝰd 4 aꝰe 4 d 4 de 4 ) 
ker abꝰ 4 ad? + aeꝰ 4 ba? +be’+ den | 

Ab Ardhwe+wah bee) 


ab+a@’cHare.+bic+ b’e + de 
ab? + ac? + ad? + be’ + ba? + cd 
tab +.c+2d+ b’c + b’d 4 ) 
— ſa bꝰc, 


9(2, 2, 4) a° 4 —X bꝰe 4 eꝰ d* 4 
+b*(a’c” + a’d? + are?+c’q’ +e?e+d?e?) 
+ ct (a’b* + 2’d*+a e'-pb’d’+b?e e?+d?e*) 
+d’ab? aꝰ e* Hate? + dic +bre?+c2e?) 
+et(a’b’ +a’c’+a?d’ J— —RXR 


*ſa*bꝰcꝰ, 


Fer ( ab’ + ar: ae? + be? + be? 4 =) 
+ 


+ 


[ 


Ra 


N 


L 
— 
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923) abe + + be 4 cꝰeꝰ de) 

| = +’ LP LFI Le +d’e) 
+ e& (a?b? +.’ 4 Ey b’d? +b’e? +d’e) 

+ (abe + Bier oe) 

Ya HL LTA HER) 


> ſaꝰbꝰcꝰ, ” 


© (n1,15)=a’ebed + bee + bde + cde) +b°(acd + are 
ade +cde) + c’(abd -Labe Lade -t bde) 
+d’(abe-+abe+äce + bce) + e? (abc-tabd 

 +acd+ bed) = fa’bcd, 
6 (112,4) (a’b*-kab?)(cd-tce+ de)} (a?c* +a°c°) 
(bd+be +de) + (a’d*+La?d*) (be-tbe-tee) 


j +(a’e?-+a%e?) (be + bd-Hcd) + (b?ct+b%c”) 
oo (ad + ae +de) +Cb?d*-+Fb*d?) (ac-Hae+ce) 
. + (b*ei+b*e?) (ac+ad-+ed) + (c’d°+c%a’) 


(ab +ae+ be) 4 (c eſcie*ꝰ) (ab ad - bd) 
+ (d’e*+d?e?) (ab-+Fac+be) — fa*b?cd, 


Pan)? (cd ce + de). a’ (bd 4. be 4 de) 
i aꝰd (be 4 he 4 ce) 4 aꝰeꝰ (bc+ bd+cd) 
-bꝰe (ad 4 ae de) + bdꝰ (ac ae 4 ce) 
bꝛeꝰ (at ꝓad 4 cd) + cidꝰ (ab ae 4 be) 
Ecꝰe(ab 4 ad 4bd) + d’e? (ab-+ac + bc) 
== fa’b?ecd, 1 
$ (12,3,3)=(ab’+a’b) LP e?ꝰ ꝓdeꝰ) Lat 4 
(Cb’d’-Fb’e’-+d?e?) + (ad?+a’d) (b?c’+b ‘ef: 
+ c’e*) + (ae? 4 a?e) (b’c? + b?d*-te?d’] 
+Cbe? +,b’c) (ara? + are’ + de?) + (bi 
+b’d) (arc + ae? + ee) + (beit b’ef 
ka’c" ꝓa? dꝰ + c?a?)=4 (cd’-Lc’d)(a’b?-La ’ei 
- " + b°e’) + (ce’ + c°e) (a’b? +a’d’ı br 
| +lde?+d’e)(a’b’+a’c?+ b’) la’? 
oo B 


' 
x F 
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(2) a ae hide + —R 
ſaꝰpꝰc 24°, - 


1) 0 LLL, = = a*bcde +ab’cde+ abc’de +abcd*e +abcde* 
N = {atbcde, 


(LLa, —E cae aetj pabd( cꝰeꝰ eꝰ) 4abe (eꝰdꝰ 


 +e’d?) + acd (b’e’+b3e?) Face — 
+ ade (b*ꝰ 4 bꝰcꝰ) + bed (a?e? 4 ade?) 


N 


+ bce (a’d? + a?d?) + bde (ade? + a’c” ) . 


+ cde (a*b?,}a°b?) = fi a’b'cde, 


2,22) ꝓpꝰede + arbꝰdꝰce . aebꝰecd42 Larhe 
+a’c’ebd + a’d’e’bc+ b’c’d?aet+b?c?e’ad 
‚+ b’d’eract ee = fa’b’c’de 


4 


g. In. 34 feße num die gefuchte von Wurzelgrößen ben _ 


freute Gleichungen hieher, wie ich fie durch bie beyden Hora 
getragene Methoden gefunden habe, Sie find, 


1. für die gegebene Ya+- b + Ye = o, | 
a” + —- 2 (ab +ac+b) = =o _° 


2. für a+rb+rc+ ra= % 
a* + b*-hct+d* 


— 4(@’b + ab?’ + ac 4 acꝰ ꝓ æd — beꝓbe FRE 
| +bd’+c’d+tcd?) 


16 (b?kate 2ra’d’+ b’e+ Bar cꝰ 2) 
}rCa?(be+bd+cd) +b*(ac-Had-tcd)-Fc ”(abtad}+-bdY 
+d°(ab+ac+bc)) | 


iz BEE 


\ . 
. 
n t J 
. s‘ 
„ 
.., - 
- 57 
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254 IX. Sauber, von Beafgafung 


Zweyte Art, F. 8. Für bie gegebene Gleichung 
ra+rd+rc+rd+Ne=o, um fogleich mit dieſem 
Gall anzufangen, hatten wir die gefuchte geſetzt 
+ Ae + B’e® + c’e’ + D’e*- + E'e + Fer G’e + H- _ o, 
nnd biefe Gleichung wird, wenn man ce ald eine unbekannte 
Größe aufieht, den obigen Bemerkungen gemäß, ‚folgende 
acht Wurzeln haben: — 
aatrd+ rrc+rd)” 
nm4+nHr— ra” 
(TFa 4b - Vc4 rd)” 
¶a 4b —rce—ra)® . 
nn —rı+rc+rd)” 
(Ma—rb+rce— rd)” 
mM—rd—re +rd)" 
| n-n-re-ra: 
Man fee die Summe diefer Wurzen— S (1), "die Summe 
ihrer Quadrate — S(2), ihrer Würfel = S(3) u ſ. w., 
fo ift, ‘wie ſich leicht: aus dem polynomifchen gehrfakg ers 
giebt; ” 
SsnD=$g(arb+c+d) 
Sa)—=$g(a+b?+c’+d?L6 [ab-tacHad+be+bäted] ) 
5 G)=8@+b’+ O+d’+ 15[a’b+ ade? a?4--b°a+b?c 
+bdrcatceb+ced+tdard’b+d?c] 
+6. 15 [abc +abd +acd+bcd]) 
n. ſ. w. 
Mo der jeder Buchftabencomplerion vorangeſetzte Zahlens 
eoefficient nichts anders ift, ald die Verſetzungézahl einer 


Eomplerion, worinn jeder Vuchnabe eine doppelt ſo hohe 
Dimenſion hat. 
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| Berner iſt vermoͤge ber im vorhergehenden Aufſatz ange 
führten Sosmel für den independenten Ausdruck der Coeſfi⸗ 


‚eienten einer Gleichung aus den Summen der Potenzen 
ihrer Wurzeln — | 





„__ WA für den Beiger. 
FT 4 2 38 
Be I. 

1 12 ı 2 3 I 


1 1.2 1. 28 
u. ſ. 17 \ 


59 Man ficht hieraus, daß die Buchſtabencom⸗ 
plerionen in S(1) und A”, die einfachen Groͤßen a,b, c, d, 
in 8(2) nnd A’, Predurte aus denſelben zu zwey Dimenſis⸗ 
nen, oder Binionen mir Wiederholungen, in S(3) und A’, 


alle Produrte zu drey Dimenfionen u. f. w. ſeyn werben 


(daher denn, wie im polynomifchen Lehrſatz, die Darſtel⸗ 
lung aller Arten von unaͤhnlichen Complexionen, die zu B', 


ober C’oderetc. gehören, von der Conſtruction von Combina⸗ 


‚tionsklaffen zu einer gegebenen Summe abhängt). Was 
aber bie Zahlencoefficienten betrifft, fo läßt fich aus dem 


Formeln des vorhergehenden $. ein Verfahren herleiten, um . 


für jede gegebene Buchflabencomplexion in der gefuchten 


Gleichung, ihren zugehörigen Zahlencoefficienten zu befiims . 


‚ men, welches ich an einem Beyſpiel zeigen will, 


Es ſey die Burhſtabencomplerion bo?e*.gegeben,. wo 
alfo bc? einen Theil von D’ ausmacht, Mau bilde folgen. 
des Schema: ZZ | 


“ 




















I.. I, III. IV: V. 
be47 . x | 3 —1.8 
B — 
bed [X ı 5 + |+88 4 — 
I . 
be | & [6X 1 — | yr _ +6.4.4 
2.2 
\ 2 Ay I to g 
1 — I 
e be 15 3 | * 5.8 
— — — — E 7 — 
bIc|c |jıX ıxı 1 — | + |—888 [4.8.8 
11.2 . , 
xr6 |: I I ) s 
ü IX — Te — 60e0 
an be 112 1.2 3.458 
I 4.8.8.8 
"blcejcjejxXıXıXı — 488.8.8 —— 
— 1.1.1.1 3 
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Die Eomplerion be? wirb nämlich auf alle mögliche Ars 
ten in Binionen, Ternionen u. f. w. zerfällt, - Bon den nes 
ben jeder Union, Binion, Ternion nf. w. bepgefeßten Zah⸗ 
len find die in der erfien Eolumne immer die Verfegungss 
zahlen, nicht der Theile der Binionen, u. ſ. w. felbft, ſoudern 
der Complerionen Yon der doppelten Dimenfion (3.8, dem 
Theil be correſpondirt in I, die Zahl 6, welches bie Ver⸗ 
ſetzungszahl von b’c* iſt). Die zweyte Zahlencolumne ent- 
haͤlt Brüche, deren Zähler 1, und deren Nenner die Dimens 
fionserponenten jener Buchflabencomplerionen find, Die 
dritte enthält Brüche, Deren Zähler ebenfalld 1, und deren 
Nenner I, 1,2, 1.2.3 0. ſ. w. find, je nachdem ein Theil 
einer Binion, Ternion u. ſ. w. ımal, 2ıal, 3mal u. f. w. 

vorkommt; die vierte endlich enthält -8, +8° -8?, +8* 
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für die Union, Vinionen, Ternionen, Quaternionen. Die 
fünfte enthält. die Producte aud den’ Horizontalreihen der 
vorhergehenden Zahlencolumnen; und die Summe, diefer - 
Producte ift der gefuchte Zahlencoefficient. Der Complerion 
be?e? kommt demnach in Der gefuchten Sleichans der Zahlen⸗ 
coefficient +40 zu | | 

Man lonute diefen Zahlencoeffclenten (nach $. 2) noch 
auf andere Art fuchen, Indem man ihn für ab°c’, oder a’b*e 
mittelſt eines \ähnlichen Verfahrens- beſtimmte: allein das 
Verfahren würde weitlänfiger werden, als wenn man die 
Complexion be’e* oder abꝰe* nimmt, wo e* die höchfte Dis. 
menfion bat. Man mag den Zahlegcoefficienten für. eine‘ 
Buchflabencomplerion zu fuchen haben, für welche man will, 
fo Iaffe man Immer den Buchflaben, der die hoͤchſte Dimens 
fion in derfelben hat, mit feinem Erponenten weg, und 

verfahre mir dem Reſt nach Art des.vorigen Schema's. 


Sp redıniren fich in unferm Falle, wo ’a+r"b+ rc 
+rd+rYe = 0, die gegebene Gleichung ift, alle derglei⸗ 
chen verkürzte Complerionen, für deren jede befonderd ihr 
Zahlencoefficient vermittelft des angezeigten Verfahrens zu 
fuchen ift, auf folgende: a; ba?, a’, at; ab, ab?, ab?, - 

a’b’, ab’; abe, abe” , abc’, ab*c?, a abed, — * | 
abeꝰdꝰ. 


g. io. Die verlangte Steigung ſelbſt Braucht Abrigens 
richt wehr.nach Potenzen von e oder irgend einer andern non 
den Ordfen a, b, c, d, e geordnet zu werden: fondern man 
faßt in derfelben immer alle ähnliche Buchffabeneomplerioe 
nen mit Ihren gemeinfchaftlihen Zahlencorfficienten zuſam⸗ 
men, Im gegenwärtigen Galle zerfälle man bie Zahl 8 in 
| - 


4 


1:2 IX. Hauber, von Wegſchaffung 


Binlonen Ternionen Quaternionen Quinionen 


17 1u16 1115 1114 
26 125 124 11123 
35 134 133° , 11222 
44 0224. b 777 
, 233 2222 


ſo find folgendes die Aggregate lhoücher Buchſtabencom⸗ 
| plerienen in der verlangien Gleichuns: 


ad) = rer ſas, wenn men will, 
ur uach Kluͤgels Bezeichnungsart im Polynom. Lehrſatz. 


— I— — 
HE aHbteh) Hear bhched = A, 


06 g=r (b’+e? +d”+e?) + b° (a? +e +44) 
+ (a’+b’+d?-Le”) + d*(a?+b’+-c’+e?) 
reuaitbi+e Ha), j 


Ä 06 5 = = 2» +e4+040) +b’@+O+P+ ®) 
| ++’ ++) Ha (+ b’rc”+e) 
+e(@’+b’+0’+d) = fa’b), 


944) = arb* 4 at* ad ae +-b°ct + bYd4 + bie 
. +eid’+ re'+dtet — * ſabꝰ, 
| z. 

q = * =. (be +bd+ be+cd+ce+de) + be (ac ad ·ae 
 +id+ce-+de)+cab-+ad-t ae+bd+be-+tde) 
+d° abLac-tae-+bc+be+tce) + e° (ab-+Fac 
-Fad+bc-+bd-+cd) =: Taebe, 


' ber Irrationalitaͤten aus Gleichungen. J 2:9 ö 
(12:5) = a’ be + bd” + be’ ed? +ce’+ 9. 
+bict b’ä+b’e + @d4 ce +.’ 
| , #r ( ac“ +ad? +ae? + cd? 4 ceꝰ + de? 
Frchlarseneuseiien) 
f ab’ 4 adꝰ 4 ae? + bdꝰ 4 beꝰ de 
re (j ab+ ad + are + b’d+b’e+ ve) 
ab? + ac? ae? + beꝰ 4 bei-tceh -. 
+4’ 
 \tabr+aictaie+bic+b’e rc ) 
J +0 6 ab? + ac a adar he* -+bd?.Ked 
+a’b + c+ad b’e Kragen) 
= fa’b?c, 


9 (1,3:4) BE be? + ba’ be 4 co 4 ce 4 ) 
+b’ic+bd+bte 4 d + dert de 

ar ac? + ad? + ae? cd’ + ce? 4 de \ 

| +a°c +ad+ac+Hcdr+ de + ve) 


de (. ab? 4 adꝰ 4 aeꝰ 4 hdꝰ 4 beiden 
aꝰb aꝰd 4 aꝰe 4 bꝰd 4 bie 4dꝰe ) 
—* ab’ + act ae’ 4 beꝰ + beꝰ ce 
teb+ac+are+b’c + b’e + 7) 
—F ab?’ + ac’ + ad? + be? 4 bdꝰ + cd? 
+ab+aic+2d+ b?c + b?d + ea) 
— = fa*b’e, 
9(2,2,4)= a —* b’d’ 4 bꝰe + ed’ + ce 4 d?e? 
+b*(a’c? +ad°+ are +c’d’c’e?4+d?e?) 
Ten (a’b’ 4 aꝰdꝰ-. a? e*pb’d+be e?+.d?e?) 
+d°(a’b? ta’? La? e "+ b’c’+b?et+c?e*) 4 
+et(a bu taetafdtnerb‘ E°-+c’d?) 
= fahre, 


R 2 


abo « IX. Hauber, von Wegſchaffung 


6 239 a 2 (bie +bd’ +. be? £c’d? + de? 4 de) 
RK e?’ +de 3) 
+ (ab’ ++ AL pa? + be ge) 
+d’(a’p’ +2? ge +3 e+ Pe +b?e? +ce) 
eꝰ (aꝰ ac rad’+bi traten 
= fa’b’e?, 


© (11,15)=afbed + bee + bde + cde) + pe 4 ac + are 
| +ade+cde) + c’(abd --abe + ade + bde) 
d (abc+abe +äce +bce)-+e? (abc-tabd 
“+ acd-Hbcd) — bed 

6 (113,4) =z- (a’b* ab?) (cd 4ce 4 de) + (a°c* +2°c°) 
(bd+be-+de) + (a?d*+atd*) (be-be-tee) 
+ (a’t*-Hate?) (be + bd+-cd) + (b’c?-+b’c”) 
(ad 4 ae de) + (b?d*+b*d?) (ac-hac-+ce) 
+ (b’ei+b*e?) (ac+ad+cd) + fc?d*+c°d) 
(ab-+ae-+be)+(c?et-+cIe®) (ab +ad-+bd) 

+ (d’et+dte? ) (ab-tac+be) == fa*p?cd, 


+ (ag) (ed + ce + de) 4 a’c! (bd 4 be + de) 
+a’d? (be 4 he 4 ce) + 23e (be+ bd-+cd) 
- + yeads ae-+de) + b’d? (ac-Hae-tce) 
. +b’e’(ac+ad-Kcd) + c' (ab«Fae-+be) 
20 +ce(ab+adp bd) -+ d’e? (ab-+ac-+be) 
’ = ſaꝰbꝰed, 


* (1,9,,3)= (ab? Hab) cꝰdꝰ 4 tꝰe 4 e)t(acta %) 
Ä (b*’a?’-Fb?e’-Ld?e e)+ ad’ra'd) (b’e’+bei | 

+ c’e?) + (ae’-+a?e) (be? 4 b?d?-1 e’d’) 
+(be? +,b?c) ara“ + a?e?-- d?e?) + (ba 
+b’d) (act a 4 0°?) + (be’+ bie) 
ae +aid’r c*d)=F (cd’-Lc’d) (a’b?-ta°’e’ 
+ b°e?) + (ce’ ce) (ab? +2?d? 4 b°4’) 
BC nn b?c 2 —[3’b* 24, 


= 
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9(2 a) = a’b’e’d* +a’b’c’e* + a’b’d?e? + b?o 2? 2 
— — {a?b?e 2 d?,- | | 


o (11% 14) = a*bede +ab’cde+ bea⸗ * abed*e +abede‘ . 
. ‚=fatbede, 


O(LL, 29) abe (dꝰe 4dꝰeꝰj 4abd(cꝰeꝰeꝰeꝰ) Habe (c?aꝰ 

Fed’) +acdib ?e’4-b3e?) -Lace (b’d’+b’d”) 
+ ade (b?e? £ b?c?) + bed (a’e? + aꝰeꝰ) 
+ bce (a’d? + a?d?) + bde'(a?c? + ac” ) 
tede (aꝰbꝰ aꝰbꝰ) ab cde, 


0222) 2b? c’de + a’b’d’ce-+a?b?e 204.3? a°c c’d’be 
+a2c?e?bd + a’d’e?bc+ b’c’d’ae+b?c’e’ad 
‚+ b’d’e’act — — fa’b’c de 


⸗ 


Sg I. er fege nun die geſuchte von Wurzelgrͤßen be⸗ 
frepte Gleichungen hieher, wie ich fie durch die bepden vora 
getragene Methoden gefunden habe, Sie find. 


1. für die gegebene Ya+ bb + Y« = o, 
a’ b" —- 2 (ab +acybe) = =o _ 


2. für NA4r4re+ra= 5 
a*+b°+ c*-+d? 

— * 4bꝰ + ac 4 aeꝰ ad adꝰ 4 beꝓPbe + u 

| +ba+cd+cd”), 


—D a dc ee) 
+4@ (be+bd+ cd) +b*ac-Hadted) +e*Cab+ad+bdY 
+d’(ab+ac+bc)) | 


— ggfied = 0 6 


a 





, 262 IK. Hauber, von Wegſchoffung 
3. für NYa+rd+rc+rä4re = =o, 


—X gſa“b 4 4. 7 ſaſpꝰ- 7. 8 fa? b’F70 —R 40 —E 8 
fasbꝰe + gofa'b’c-+ 4. gfa*b?c? 4 16 ſaꝰb'e“ - 11. 16 ſa*bed 
-+43.8la*b?cd-13. 4. gſaꝰ pꝰcd- 17. 16ſ4ꝰbꝰc E Le 
471.16 fa*bcde + 4, 8.29 fa’b’cde -d5. 16 fa’b*c’de== 0. 


$. 12. Bon der Gefchichte dieſer Aufgabe gedenke ic 
en eintm andern Drte zu reden; inzwifchen mag es genug 
ſevn, in. Bezichuug auf biefelbe, bier den britten Band ber 
Briefe Descarte®’s, und Waring's Meditationes algebrai- 
ers enzuführen, 
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Ueber Permutationen, in Beziehung auf bie Stellen 


ihrer Elemente. Anwendung der daraus abgeleiteten 
Säge auf das. Eliminationsproblem ; von 
H. A. Rothe, Prof. zu Leipzig. 


Stellenerponenten bey Permutatioden, nebfl 
den daraus fich ergebenden Zeichen, 
x Erklärung. 


Mean ſchreibe unter jedes Element, irgend einer Permu⸗ 
tauon, die fich aus den r verfchiedenen Elementen 1,2,3,...2 


machen läßt, deren Unzahlbefanntlich r (r-1) (r-2)...3.2.8 - 


it, diejenige Zahl, welche anzeigt, das wievielſte es iſt, 
wenn man dad Elemens felbft, nebft allen weiter zur Rech⸗ 
ten folgenden‘, ihrer natärlichen Folge nach, ſetzt. 3. B. 
für r= ıo giebt es eine Permutation 


6,4,3, 9,8%, 10, IL, 7, 2, 5 


Um zu faden was unter die 3 zu fiehen kommnt, fee man '. 


die g, nebſt allen noch zur Rechten folgenden Elementen, 
in hrer natuͤrlichen Folge 


I, 2, 5, Tr 8, Io 


fo erhellet, daß die 8 bier in der fünften Stelle ‚vonder 
Linken nach der Rechten zu gehend, fteht, folglich komme . 


unter die 8 eine 5 zu fliehen. Gebt man nach eben der 
Regel unter jedes Element, die gehdrige 3ahl, fo befomat 
man 


\ 8 


BG 
a) 


a6. X. Rothe, uͤber Permutationen 
...69439$101725 
En 6436551371 
Diefe darunter gefchriebenen Zahlen, mögen Stellener 


onenten heißen; ſo iſt 5 der Ötellenesponent von 8, und 
der Stellenexponent von 7. 


. Schreibt man die Stelenerponenten nicht unter, ſon⸗ 
dern neben die Permutarionen, fo haben die 24 Verſetzun⸗ 
gen der Elemente 1, 2, 3, 4 folgende Stelenerponenten: 









ve 
‘ 





R Verſetzungen | Stellenerponenten 
1, 2, 3,4 | 1, 1, I, 1 

\ I, 2,4,3 1, 1,2, 8 

I, 3, 2, 4 ı,2, 1,1 
-\ I, 3, 4, 2 I, 2, 2, 3 
I, 4, 3, 3: 1,3, 1, 1 
I, 4, 3, 2 I, 3, 2, I 
2,1, 3,4 2, I, 3, 1 
2, 1,4, 3 2, 1, 2, 1 

. 2, 3, 1, 4 2, 2, I, L 
2, 3, 4, 1 2, 2, 2, 1 

| 2,4, I, 3 2, 3, I, 1 

2, 4, 3, I 2, 3, 2, I 
3,1,2,A| 3, 1, 1,1 
_ 3, I, 4, 2 3, 1 2, I 
3, 2, I, 4 3, 2, I, X 
3, 2,4, 1 3, 2, 2, I 
3, 4, 1,2 3, 3, I, 1 

34 4 1 3, 3, 2, 8 
4, 1, 2, 3 4, 1, 1, 1 
4, I, 3, 2 4, 1,2, € 

4, 2, 1,3 4, 2, 1, 1 
4, 2, 3, 1 | .4, 2,2, 1 
4, 3, !, 2 4, 3, J, 1 
4, 3, 2, 3 4, 3, 2, I 


u 
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wo das bey ben Stellenerponenten vorlommende Geſetz, der 
Evolutionen wegen, leicht zu uͤberſehen iſt. Es find nehmlich 
Variationen an ſich, wo in der letzten Stelle zur Rechten 
bios 7, in der vorletzten blos a, 2, in der vorvorletzten i, 2,3 | 
u. J w. vorkommen kann. 

2. Hieraus ergiebt fi * 


1) Der Stellenerponent eines jeden Elements iſt um 
ſo viel kleiner als das Element ſelbſt, aͤls kleinere Elemente 
weiter zur Linken ſtehen. Stehen daher‘ keine kleinern 
- Elemente zur Linken, fo iſt ver Stellenerponent, dem Ele⸗ : 
mente felbft gleich. Daher ift der Stellenerponent des 
erften Elements allemal mit dem Elemente felbft einerley; 


und das gilt auch bey allen folgenden Elementen, r lauge 
ſie abnehmen. 


— 
— 


2) Der Stellenerponent eines jeden Elements iſt u 
größer, als die Menge der zur Rechten ſtehenden kleinern | 
Elemente. . Stehen daher zur Rechten Keine kleineren Ele⸗ 
mente, fo iſt er ı. . & lange alfo die letzten Elemente, von 
der Rechten nach der Linken zugehend, abnehmen, fo find. 
ihre Stellenerponeuten, x, fo lange fie aber zunehmen, nach 
der Reihe die Zahlen 1, 2, Z u. ſ. w. 


Beyſpiel. Fuͤrr * zZ on 
kat bie Verſetzung 10,7, 6, 3,8, 112,9, 2, 13, STH 
tie Stellgnerponenten 10, ,6,3, 5, 1, 6, 4,1, 42, 3, 1,1 
Weil hier die erſten vier Elemente 10; 7, 6, 3 immer abneh⸗ 
men, fo find ihre Stellenexponenten, mit den Elementen 
felbft einerley ; die beyden legten Elemente 11, 4 nehmen ab, | 
alfo baben fie ı; dem Element 9’, ſtehen fünf kleinere Ele⸗ 
mente, nehmlich 7, 6,3, 8, ı zur. Xinten, folglich ift fein 
Stelengrponent 9-5=4; dem Elemente 13 ftehen drey 


r 


I 
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kleinere Elemente, 5, 4, it zur Rechten, folglich iſt fein 
Stellenerponent 3414. | 


13. Willkuͤhrlicher Sag. Jede Vermntation der 
Elemente 1, 2, 3, ... x, werde mis dem Zeichen 4 vers 
ſehen, wenn entweder gar keine, oder eine gerade "Menge 
gerader Zahlen, unter ihren Stellenerpönenten vorkommt; 
mit dem Zeichen — hingegen, wenn die Menge der geraden 
Zahlen, unter ben Stellenerponeniten ungerade iſt. 


Auf dieſe Art bekommt jede Permutation eins ber Zei⸗ 
den oder —, z. B. die Permu ation in ı bekommt —, 
weil 3 gerade Stellenerponenten 6, 4, 6, dabey vorfom: | 
| men, hingegen bat dig Permutation in (2) das Zeichen +, 
weil 6 gerade Stellenerponenten ‚ nehmlich 10,6,6,4,4,2 
vorkommen. 


4. Setzt man ſtatt jedes Stellenexponenten die umı 
kleinere Zahl, fo gebt jede gerade Zahl darunter in eine uns 
‚gerade, und jede ungerade in eine gerade über. Es bekommt 
‚a.io eine Permutation dad Zeichen +, wenn entweder gar | 
Beine, oder eine geiade Menge ungerater Zahlen, unter dem 
um I verminderten Stellenerponenten vorfommen, — hin⸗ 
gegen, wenn die Menge der ungeraden Zuhlen, darunter 
ungerade il, Im erften Falle aber ift die Summe der um 
ı verminderten Steilenerponenten felbft gerade, im zweyten 
ungerade, Man kaun alfo auch die Regel fo ausdrüden: 
Jede Permu:ation bekommt das Zeichen -+ wenn die Sums 
me der um ı verminderten Stellenerponenten gerade, — 
hingegen, wenn ſie ungerade iſt. Die Null wird dabey als 
gerade Zahl betrachtet. 


5. Erllärungen. Man hat für einerley r zwo 
Permutationen, welche fi) nur dadurch unterfcheiben, daß 
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zwey Elemente in ihnen verſetzt ſind, alle andern aber ihre 
Stellen behalten, 3. B. für ra 


' i 
eo [ s » 


20, 9, 14, 18, 4, 24, 36, 21, 7, 6, 19, 8, 15, 22, 
L ®. . “ . \ 

10, 3, I, 172 5e % 13, 1, 23, 12 

und 


20914 ‚ 4 24 16 21 7 6, 19, 8, 5, 22, 


10,3, I, 7, 5, 2, 13, I, 23, 1% J 
wo bie beyden verſetzten Elemente 7 und 17 beyderſeits mit 


Sternen bezeichnet find. Die Bebeutung der Puacte bey 
der erſten Permutation ergiebt ſich aus den ‚folgenden Des 


finttionen in 3), 


1) Die beyben zu verfeßenden Eleinente (hier 7 und 17) 
mögen Hauptelemente beißen, und bie Stellen worin⸗ 


nen fie flehen (hier die gte und 18te von der Linten « an ges 
sechnet) die Haupiſtellen. 


2) Diejenige Permutation, wo bad Kleinere Hauptelement 


in der linken Hauptftelle flieht, heiße die erfie Permus 
tation, und die andere bie zweyte. 


3) Diejenigen Elemente, die Heiner find ale das Heiuere 


Hauptelement, (hier 1-6) heißen niedrige Zahlen und 
mögen durch unter fie geſetzte Puncte, wie bey der ers 
ſten Permutation gefcheben iſt, bezeichnet werden; dieje⸗ 


nigen Elemente, deren Werth zwiſchen die beyden Haupte 
elemente fällt, (hier 8-16) heißen mittlere Zahlen, 


und werden durch über fie geſetzte Puncte bezrichner; dies 
jenigen Elemente, die groͤßer find, als das größere Haupt⸗ 





| 


! 
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e element, (Hier 18-24) beißen hobe⸗ Zahlen, und blek 
‚ben ohne alles Abzeichen. 


9 Derjenige Theil der Permutation von der Einten an, bis 
zur linken Hauptftelle heiße der Anfang; der ˖ Theil 

zwiſchen beyden Haypiſtellen das Mittels der Theil 
von ber rechten Hauptſtelle bis zum letzten Elemente zur 
Rechten, das Ende. Die beyden Hauptftellen felbft 
‚werben zu feinen diefer Theile gerechnet, fondern befons 

ders betrachtet. Alſo haben beyde Permutqtionen einera 
ley Anfang, Mittel und Enw. 


6 Au fgabe. Zu unterfuchen, wie die Stelfenerpo: 
nenten zwoer Permutationen, von ber Veſchaffenheit wie 
in 5, voneinander abhängen, | 


Auflofung. 


3) Die Stellenerponenten des Anfangs und Endes find Ben 
‚ beyben Permutationen einerley, wegen 2. 

2) Da jedes Hauptelement groͤßer als jede niedrige, and 
Heiner ald jede hohe Zahl ift, fo find auch wegen 2 die 
Stellenerponenten aller hohen und niedrigen Zahlen, im 
dem Mittel bey beyden Permutationen einerley. 


3) Jede mittlere Zahl in dem Mittei, hat bey der erſten 
. Permutation, wo das kleinere Hauptelement in der lin⸗ 

Sen Hauptſtelle ſteht (5. Def. 2) ein Element, das klei⸗ 
ner iſt als ſie, weniger zur Rechten ſtehen, als bey der 
zweyten Permutation; folglich find, wegen (2 2)]) die 

Stellenexponenten ber mittlern Zahlen im Mittel, bey 

der erſten Permutation um eind Heiner als bey der zwey⸗ 
ten. 
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4) Seht man | | 


das kleinere Hauptelemeni Al (hier = 7) 
das größere Haupielement = B (üier=ı7) 


die sm ber niebrigen Zahlen | im Mint = “ (ier=a 
\m Ente = f(hier= 5 


im Mittel = d(hier= 4) 
die Men e der tel ahl (3 
e Meng u lern Zehien Ende = e(fier=2) 
(ws ſich cfde fehr leicht durch Abzählung der unter und 
über den Zahlen ſtehrnden Puncte, nad) 5 Def, 3» beſtimmen 
laſſen); fo iſt wegen (2: 2)]) 


&) bey der erſten Permutation der Stellenerpo⸗ 
nent der linken Haupiſtelle, oder von A, gleich der 
Summe aller niedrigen Zahlen im Mittel'und Ende 
41 alfo==c+f+1; der Stellenerponent der rech⸗q — 
ten Haupiſtelle, ober von B, gleich der Eumme aller 
mittlern und niedrigen Zahlen: im Ende + 1 alſo 

‚=e+f+L 

P) bey derzwenten Permutation, ber Stellen⸗ 

“ erpoment der linken Hauptftelle, oder von B, gleich der 
Summe aller mirtlern nnd niedrigen Zahlen im Mite 
tel und Ende +2 (meil noch überdies das Hauprele⸗ 

- ment A, welches Feiner ift als B, dem B zur Linkent 
ſteht) aloe c Hd Fe +2; der Stellenerponent ver 

rechten Haupıftelle, oder von A,gieich der Summe ° 
aller niedrigen Zahlen Im Ende 41 alſo = f+ı 


5) Man findet alfo die Stellenerponenten der zweyten Vera, 
mutation, aus den Stellenerponenien ter eiſen 


«) wenn man zu dem Stellenerponenten der. linken 
Hauptſtelle d 4e 41 addirt, 


2683 IK. Hauber, von Weafhaffung 
3. für Ya+rd+re+rä4re = =o, 


(8 -81a’b+4.712°b?-7. 8 fa’b’L7o —8X 40 fa°bc-9.8 
faſbꝰe + gofatb’c-+ 4. gfa’b?c” + 16 fa’b’c*— ı1. 16 ſaſbed 
+43. gla*b’cd-12. 4. gſaꝰbꝰcd- 17. 16ſ4ꝰbꝰ c 2d+251.81ab?c AA 
-47. 16 ſabede 4. 8. 2gfa’b”cde - 35 16 fab*c’de= 0. 


F. 12. Bon der Gelchichte biefer Anfgahe gedenke ich 
an eintm andern Orte zu reden; inzwifchen mag es genug 
ſevn, in Beziehuug auf dieſelbe, bier den dritten Band ber 
Briefe Descartes’s, und Waring's Meditationes algebrai- 
cas anzufähren. 
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Ueber Permutationen, in Beziehung auf bie Stellen 
ihrer Elemente. Anwendung der daraus abgeleiteten 
Süße auf das, Eliminationsproblem ; von 
H. A. Rothe, Prof. zu Leipzig. 


ii | 





Stellenerponenten bey Permutationen, nebfl 
den baraud fi) ergebenden Zeichen, 


» Erklärung. 


Mar Schreibe unter jedes Element, irgend einer Vermu⸗ 
tauon, die fich aus den r verfchiedenen Elementen 1,2,3,...8 
machen läßt, deren Unzahlbefanntlich r (r-I) (r=2)...3.2.8 - 
it, diejenige Zahl, welche anzeigt, das wicvielfte es iſt, 
wenn man das Element felbft, nebft allen weiter zur Rech⸗ 
ten folgenden, ihrer natärlichen Folge nach, ſetzt. 3. B. 
für r = 10 giebt es eine Permutation 


6,4, 3,9% 10, , IL, 7 %5 
Um zu finden was unter die 3 zu ftehen font, fee man E 
die 8, nebft allen noch zus Nechten folgenden Elementen, 
in ihrer natürlichen Folge 
LI, 2, 5, 7 8, 10 
fo erheilet, daß die 8 bier in der fünften Stelle, von ber 
Linken nach der Mechten zu gehend, ſteht, folglich fomme 
unter die 8 eine :5 zu flehen. Setzt man nad) eben ber 
Regel unter jetes Element, die gehdrige Zahl, fo belommt 
man 





+ 
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64. X. Rothe, tiber Permutationen 


— 


Bu 643655135 


Diefe darunter gefchriebenen Zahlen, mögen Stellenexs 
onenten heißen; fo ift 5 der Stellenexponent von 8, und‘ 


‚ber Strllmerponent von 7. 


Schreibt man bie Stellenerpouenten nicht unter, ſon⸗ 


dern neben die Permutarionen, fo haben die 24 Verſetzun⸗ 
gen der Elemente 1,2, 3, 4 folgende Stelenerponenten: 


> Berfegungen Stellenerponenten 

1,2,3,4| ı, 1, I, 1 
\ 3, 2,43, I, 1,2%, 8 
I, 3, 2,4 I, 2, I, 1 
8 1,3,4,2| 1, 2, 2, 1 
I, 4, 3, 3: 1, 3, ı, I 
1, 4, 3, 2 I, 3, 2, I 
2, 1, 3, 4 2, I, 1, 8 
, 2, 1,.4, 3 2, 3, 2,1 
- 2, 3, 1,4 2, 2, I, 1 
2, 3, 4, 1 2, 2, 2, 1 
2,4, 3,3 2, 3, I, 1 
2,4, 3, \ 2, 3, 2, 8 
3,1,2,4 | 3,1, 1,1 
_ 3,1, 4, 2 3, 1, 2, I 
3, 2, 1,4 3, 2, I, 1 

3, 2, 4 1 3, 2: 2, I 
3, 4, I 2 3, 3, I, 1 

3,4, 2, I 3, 3, ı 8 
A, 1, 2, 3 A, 1, ı,ı 

4, 1, 3, 2 4, 1,2, € 

4, 3, 1,3 4,2, 1,1 
4, 2, 3, I 4, 2, 2, 1 
j 4, 3, I, 2 4, 3, I, 1 
4, 3, 2, 3 4, 3, 2, 8 


⸗ 





m 
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wo das bey ben Stellenerponenten vorfommtende Geſet der 
Evolutionen wegen, leicht zu uͤberſehen iſt. Es ſind nehmlich 
Variationen an ſich, wo in der letzten Stelle zur Rechten 


bios 1, In der vorletzten blos 3, 2, in der vorvorletzten ı, 2,3 
u. ri m vorkommen kann. 


2. Hieraus ergiebt ſich I | j | 


1) Der Stellenerponent eines jeden Elements ift um. 
fo viel Heiner als das Element felbft, Als Heinere Elemente 
weiter zur Linken eben. Stehen daher’ keine Heinen 
Elemente zur Linken, fo ift ver Greßenerponent, dem Ele 
mente felbft gleich. Daher iſt der Stellenerponent des 
erften Elements allemal mit dem Eteniente felbft einerley; 


und das gilt aud) bey allen folgenden Elementen, u auge 
fie abnehmen, 


‘ ® 


2) Der Stellenerponent eines jeden Elements if um ı ' 
‚größer, ald die Menge der zur Rechten ſtehenden Heinen . 
Elemente. . Stehen daher zur Mechten Keine kleineren Ele⸗ 
mente, fo iſt er 1. So lange .alfo bie letzten Elemente, von 

der Rechten nach der Linken zugehend, abnehmen, fo find. 


ihre Stellenerponenten, x, fo lange fie aber zunehnien, no 
der Reihe die Zahlen 1, 2, 3, u. ſ. w. 


Beyſpiel. Fuͤrr 7 
‚kat die Verſetzung 10,7,6,3,8,1,12,9. 2,13, 5, 14, 4,u- 
tie Stellenerponenten 10,,6,3, 5,1, 6,4, 1, 42,3, 1, 1 


Weil hier die erften vier Elemente 19; 7, 6, 3 immer abneh⸗ 
men, fo find ihre Stellenerponenten, mit den Elementen 
felbft einerley ; die beyden legten Elemente 11, q nehmen ab, . 
alfo kaken fie ı; dem Element g’, ſtehen fünf kleinere Ele⸗ 
mente, nehmlich 7, 6,-3, 8, ı zur. Linken, folglich ift fein 
Stellenerponent 9-5 = 4; dem Elemente 13 ſtehen drey 


266 x X. Doc über Demut 


-Heinere Elemente ‚5,4 u zur Reden, fit r fein 
| Stellenerponent 341224. 


13. Willkaͤhrlicher Satz. Jede Permutation Der 
‚ Elemente 1, 2, 3, . . + x, werde mit dem Zeichen 4 ver⸗ 
feben, wenn entweder gar Feine, oder eine gerade Menge 
gerader Zahlen, unter ihren Steffenerponenten vorkommt; 
mit dem Zeichen — hingegen, wenn die Menge der geraben 
Zahlen, unter den Stelleuerponenten ungerade iſt. 


Auf diefe Urt befommt jede Permutation eind der Zeis 
den + oder —, 3. B. die Permu ation iu ı bekommt —, 
weil 3 gerade Stelenerponenten 6, 4, 6, dabey vorfoms 

men, hingegen hat die Permutation in (2) das Zeichen +, 
. weil 6 gerade Stellenerponenten, nehmlich 10, 6, 6, 4, 4, 2 
vorkommen. 


4. Setzt man ſtatt jedes Stellenerponenten bie um ı 
-Heinere Zahl, fo gebt jede gerate Zahl Darunter in eine uns 
"gerade, und jebe ungerade in eine gerade über. Es bekommt 
‚a.jo eine Permutation dad Zeichen +, wenn entweder gar 
keine, oder eine gerade Menge ungeraber Zahlen, nnter ben 
um I verminderten Stellenerponenten vorlommen, — bins 
‚gegen, wehn die Menge ber ungeraden Zahlen, darunter 
ungerade ik. Im erften Balle aber ift die Summe der um 
ı verminderten Stellenerponenten felbft gerade, im zweyten 
ungerade. Man kaun alfo auch bie Regel fo ausdruͤcken: 
Jede Permutation belommt das Zeichen 4 wenn die Sums 
mie der um ı verminderten Stellener ponenten gerade, — 
Hingegen, wenn fie ungerade if. Die Null wird dabey al6 
gerade Zahl betrachtet. 


5. Erllärungen. Man hat für einerley r zwo 
Permutationen, welche fich nur dadurch unterſcheiden, daß 
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zwey Elemente in ihnen verſetzt find, alle andern aber ihre 
Stellen behalien, z. B. fürra24 


' 
a 


20,9, 14, 18, 4, 24, 16, 21, 7, 6, 19, 8, 15, 22, 
P ' ° 


10, 3, I, 174 5 2%, I, I, 23, 12 
und 


20914 “ 4 24 16 21 7 6, 19, g, 15, 22, 


10,3, u, „ 5, 2, 13, 1, 23, 12 J J 
wo die beyden verſetzten Elemente 7 und 17 beyderſeits mit 
Sternen bezeichnet find. Die Bebeutung der Puacte bey 


der erften ‚Permutation ergiebt fi) aus den ‚folgenden Des ' 
finttionen in 3), 


1) Die beyden zu verfeßenden Elemente (hier 7 und 17) 
mögen Hauptelemente beißen, und die Stellen worin⸗ 
nen fie ſtehen (hier die gte und 18te von der Linken an ges 
rechnet) die Hauptiſtellen. 


2) Diejenige Permutation ‚ wo das kleinere Hauptelement I 
in der linken Hauptſtelle ſteht, Heiße die er ſte ermus 
tation, und die andere die zweyte. 


3) Diejenigen Elemente, die Heiner find als das Heinere 
Hauptelement, (hier 1- 6) heißen niedrige Zahlen und 
mögen durch unter fie geſetzte Pnucte, wie bey der er⸗ 
ften Permutation gefcheben if, bezeichnet werden; dieje⸗ 
nigen Elemente, deren Werth zwilchen bie beyben Haupts . 


elemente fällt, (hier 8-16) heißen mittlere Zahlen, 


und werben durch über fie geſetzte Puncte bezrichner; die⸗ 
jenigen Elemente, die größer find, ald dad größere Haupt⸗ 


/ 


x 
⸗ 


⁊ 


DU Te X. Rothe, tiber Permutatienen 


6439 $101725 
En 64365 5 ı3 07 
Diefe darunter gefchriebenen Zahlen, mögen Stellener 
onehten beißen; ſo iſt 5 der Stellenergonent von 8, und 
i der Stellnerponent bon 7. 
* Schreibt man bie Stellenerponenten nicht unter, fons 
dern neben die Permutarionen, fo haben die 24 Verfetsuns 
gen der Elemente 1,2, 3, 4 folgende Stelenerponenten: 





R Verſetzungen | Gtellenerponenten 
1,2, 3,4| ı,1,1,1 
\ 1, 2,4,3 | 1, 1,2, 1 
1, 3, 2,4 \, 2, I, 1 
-\ I, 3, 4, 23 I, 2, 2, 3 
1, 4, 3, 3: 1, 3,1, 1 
1, 4, 3, 2 I, 3, 2, 1 
2, 1,3,4| 2, 1,13, 8 
2, 1,4, 3 2, 3, 2, ‘1 
- 2, 3, 1,4 2, 2, I, IL, 
2, 3,4, 1 2, 2, 2, 1 
, 2,4, 1,3 2, 3, I, 1 ’ 
2,4, 3, \ 25 3, 2, 8 
3, I, 2, 4 3, I, ı, 1 
_ 3, 1,4, 2 3, 1, 2, I 
: . 3, 2,1,4 3, 2,1, 1 
3, 2, 4, I: ds 3, 2, I 
3, 4, 1,'2 3, 3, I, 1 
34, 2, 1 3, 3, 2, 8 
4, 1, 2,3 A, 1, 1, 1 
4, 1, 3, 2 4, 1, 2,1 
4, 2, 1,.3 4, 2, 1, 1 
4, 2, 3, I 4, 2, 2, 1 
. 4, 3, 1, 2 4, 3, I, I 
A, 3, 2, 3 4, 3, 2, & 
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wo das bey den Stellenerponienten vorlommende Geſetz, der u 
Evolutionen wegen, leicht zu uͤberſehen iſt. Es find nehmlich 
Variationen an ſich, wo in der letzten Stelle zur Rechten 
blos 1, in der vorletzten blos 1, 2, in der vorvorletzten a, 2,3 
uf w. vorkommen kann. | 


| . [4 
* - « 


2. Hieraus ergiebt ſich 


1) Der Stellenerponent eines jeden Elements iſt um 
ſo viel kleiner als das Element ſelbſt, aͤls kleinere Elemente 
weiter zur Linken ſtehen. Stehen daher keine Kleinen 
Elemente zur Linken, fo iſt der Stellenerponent, dem Elee 
mente ſelbſt gleich. Daher: iſt der Stellenerponent des 
erften Elements allemal mit dem Elemente felbft einerley; 
und das gilt auch bey allen folgenden Elementen, e lauge 
fie abnehmen. 


2) Der Stelfenerponent eines jeden Elements ik um ' 
“größer, als die Menge der zur Rechten flehenden kleinern 
Elemente. . Steben daher zur Rechten Keine kleineren Ele⸗ 

mente, fo ift er 1. So lange alſo die letzten Elemente, von 

der Rechten nach der Linken zugehend, abnehmen, fo find. 

ihre Stellenerponeuten, x, fo lange fie aber zunehmen, nach 

der Reihe die Zahlen 1, 2, 3⸗ u. ſ. w. 


Beyſpiel. Für * ae. 
kat die Verſetzung 10,7, 6 8,1,12,09. 2, 13, 5,14,4, ° 
bie Stellenerponenien 10, 7, 6, 3, 5.1, 6, 4, I, 423,3, 1,1 


Weil hier die erſten vier Elemente 10; 7, 6, 3 immer abneh⸗ 
men, fo find Ihre Stellenerponenten, mit den Elementen 
ſelbſt einerley; die beyden legten Elemente 11, 4 nehmen ab, . 
alfo baben fie ı; dem Element 9, ftehen fünf kleinere Ele⸗ 
mente, nebmlich 7, 6,-3, 8, 1 zur. Linken, folglich ift fein 
Stelenerponent 9-5 = 4; dem Elemente 13 fliehen drey 


266 x Here, über Dermutrne 


-Heinere Elemente ‚5,4% 1 zur Rechen, folglich iſt fein 
ö Stellenerponent 3414. 


33. Willkuͤhrlicher Sag, Jede Bermstation de 
‚ Elemente 1, 2, 3, . . . x, werde mis bem Zeichen ver⸗ 
fehen, wenn entweder gar Feine, oder eine gerade "Menge 
gerader Zahlen ‚ unter Ihren Stellenerponenten vorkommt; 

‚ mit dem Zeichen — hingegen, wenn bie Menge der geraden 
Bahlen, unter den Stellenerponenten ungerade ift. 


Auf diefe Urt befommt jede Permutation eins ber Zeis 
| den +oder —, 3. B. die Permu ation in ı bekommt —, 
, weil 3 gerade Stellenerponenten 6, 4, 6, dabey vorlom: 

men, hingegen hat die Premutation in (2) das Zeichen +, 
weil 6 gerade Stellenerponenten, nehmlich 10,6,6,4,4,3 
vorkommen. 


4. Setzt man ſtatt jedes Stclenesponenten die umı 
--Heinere Zahl, fo geht jede gerate Zahl Darunter in eine uns 
‚gerade, und jede ungerade in eine gerade über. E6 bekommt 
‚a.jo eine Permutation dad Zeichen +, wenn entweder gar 
Keine, oder eine geiade Menge ungeraber Zahlen, nnter ben 
um I verminderten Stellenerponenten vorkommen, — bins 
gegen, wenn die Menge ber ungeraden Zahlen, darunter 
ungergde ik. Im erſten Falle aber ift Die Summe der um 
+ verminderten Stellenerponenten felbft gerade, im zweyten 
ungerade. Man kaun alfo auch die Negel fo ausdruͤcken: 

Jede Permutation belommt das Zeichen 4 wenn die Sum⸗ 

me der um ı verminderten Stellenerponenten gerade, — 
hingegen, wenn fie ungerade iſt. Die Null wird babey ale 
‚gerabe Zahl betn achtet. — 


5. Erklaͤrungen. Man bat für einerleg r zwo 
 Dermarationen Pa welche fih nur dadurch unterfcheiden, daß 
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zwey Elemente in ihnen verſetzt ſind, alle andern aber ihre 
Stellen behalten, z. B. für r — 24 


a! 


20, 9, 14, 18, 4, 24, 16, 21, 7, 6, 19, 8, 15, 22, 


10, 3, I, 174 5, 2, 13, I, 23, 12 
und 
20914 " 4 24 16 21 7 6, 19, 8, is, 22, 


10, 3, 11, „ 5, 2, 13, I, 23, 12 J ' 


wo bie beyden verfetsten Elemente 7 und 17 beyderſeits mit 


Steruen bezeichnet ſind. Die Bebeutung der Pnacte bey 
der erſten VPermutation ergiebt ſich aus den ‚folgenden Des 


finttionen im 3), 


I) Die beyden zu verfegenden Elemente (bier 7 und 17) 
mägen H auptelemente beißen, und bie Stellen worin⸗ 


nen fie fliehen (hier Die gte und 18te von der Linken an ges 
vechnet) die Hauptflellen. 


2) Diejenige Permutation, wo bad kleinere Hauptelenient Ä 
in der linken Hauprftelle ſteht, heiße die er ſte Permus 


tation, und die andere die zweyte. 


3) Diejenigen Elemente, die Heiner find als das kleiuere 
Hauptelement, (hier 1-6) heißen niedrige Zahlen und 
mögen durch unter fie gefegte Puncte, wie bey ber er⸗ 
ften Permutation gefcheben if, begeichuiet werden; dieje⸗ 


J 


nigen Elemente, deren Werth zwilchen bie beyben Haupte . _ 
elemente fällt, (hier 8-16) heißen mittlere Zahlen, u 


und werben durch über fie geſetzte Puncie begrichner; die⸗ 


jenigen Elemente, Die größer find, ald das größere Haupt⸗ 


x 


4 


U Zu xX. Rocthe, uͤber Permuitionen or 


: element, (hier 18-24) beißen hobe Zahlen, und > Sir 
ben ohne alles Abzeichen, 


9 Derjenige Theil. der Permutation von ber Einken an, bis 
zur linken Dauptfielle heiße der Anfang; der- Theil 
zwiſchen beyden Hauptſtellen das Mittels der Theil 
von ber rechten Hauptſtelle bis zum letzten Elemente zur 
Rechten, da6 Ende. Die beyden Hauptftellen ſelbſt 
werden zu keinen dieſer Theile gerechnet, ſondern beſon⸗ 
ders betrachtet. Alſo haben beyde Permutqtionen einer⸗ 
ley Anfang, Mittel und Ende. 


6. Auf gabe. Zu unterſuchen, wie die Stell enexpo⸗ 
nenten zwoer Permutationen, von ber Def affenheit wie 
m 5, voneinander abhängen, 


Aufidfung 


) Die Stellenerponenten ded Anfangs und Endes find bey 
beyden Permutationen einerley, wegen 2. 


2) Da jedes Hauptelement größer als jede niedrige, und 
kleiner als jede hohe Zahl iſt, fo find auch) wegen 2 die 

j Stellenerponenten aller hohen und niedrigen Zahlen, im 
dem Mittel bey beyden Permutationen einerley. . 


3) Jede mittlere Zahl in dem Mittel, hat bey der erſten 
Permutation, wo das kleinere Hauptelement in-ber lins 

sen Hauptſtelle ſteht (5. Def. 2) ein Element, das klei⸗ 
ner iſt als ſie, weniger zur Rechten ſtehen, als bey der 
zweyten Permutation; folglich find, wegen (2 21]) die 
Stellenerponenten ber mittlern Zahlen im Mittel, bey 

der erſten Permutation um eins einer old bey der zwey⸗ 
ten. 
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a) Seht man | 


das kleinere Hanptelement = A" (hier = 7) 
das größere Haupteltment —B (bier =ı7) 


im Mittel = c (bier= 2) 
Im Ende = f (hier ='3) 
im Mittel = d(hler= 4) 
im Ende = e(hier=2) 
(ws ſich cfde ſehr leicht durch Abzaͤhlung der unter und 


über den Zahlen ſtehenden Puncte, nad) 5 Def, 3» beſtimmen 
laſſen); fo iſt wegen (2: 2)) 


x) bey der erſten Permutation der Stellenerpo⸗ 
nent ber linken Haupiſtelle, oder von A, gleich dir 
Summe aller niedrigen Zahlen im Mirtel'und Ende 
+Iafo==c+f+1; der Sıellenerponent ber rche - 
ten Hauptftelle, ober von B, gleich der Summe aller 
mittlern und niedrigen Zahlen: im Ende + ı alfo 
== e+f+L 


bie Menge der niedrigen Zahlen 


die Menge der mitslern Zahlen ( 


8) ben der jwepten Permuration, ber Stellen, 
“ erponent der linken Hauptftelle, oder von B, gleich der 
Summe aller mirtlern nnd niedrigen Zahlen im Mits 
. tel und Ende +2 (weil noch überdicd das Hauprele⸗ 
. ment A, welches Kleiner ift als B, dem B zur Linfat 
ſteht) alo=cHdre+fr2; der Stellenerponent der 
. rechten Haupiflelle, oder von A,gieich der Summe ° 
aßer niedrigen Zahlen Im Ende 41alſo = f+1 


5) Man findet alfo die Stellenerponenten der Jwenten Vera. 
mutation, aus den Stellenzeponensen ter erfieh 


&) wenn man zu dem Ötellenerponenten der linken 
Hauptftclled+e 1 addirt, 


a 


me X. Rethe, über Permirarionen 


) von dem Selumexponerien der rechten Hanptſtellee 
ſubtrahirt, 


9 den Sıellenerponenten jeder mittlern Zahl Im Mittel 
um I vermehrt, 


H die Sıelungderponenten aller übrigen Zahlen mnge 
aͤndert laͤßt. 


So finden ſich z. B. aue den Stellenerponenten ber er⸗ 
ſten Permutativn in 5 | 
“ 1 I Is 
20 ‚9,13,16,4,19,1515,6 ‚5,12,5,9,10,5,3,4,6 /3,2,3,1,2,1 


bie Stellenerponenten ber zweyten 


* II 1 1» 
20,9,13,16,4,19,13,15,13,5,12,0,10,10, 6,3,5,4,372, 301, 2,1 
wo die Stellenerponenten ver Hauptftellen durch Sterne, 
und der iniıtlern Zahlen im Mittel, durch über j ie geſetzte 

Striche beyderſenns bezeichnet ſind 

7. Permutatlonen von der Veſchaffenheit wie in 5, ba⸗ 
ben allemal verfehiedene Zeichen, “Denn da nah (6 5]) 
der Stellenexponent der linfen Haupiftele um d--e+1ı 
vermehrt, ber rechten Hauptſtelle um e vermindert, und 
ailer mitslern Zahlen im Mittel, deren Menge d ift, um ı ver: 
mehrt werden muß, um aus den Stellenerponenten der er: 
ſten Permutation , die der zweyten au belommen, fo ift bie 


‘ Summe der Steilenerponenten der zweyten Permutationım 


d+e+r—e+doder um 2d-+ 1 größer, als bey der erften 
Permutation; folglich gilt das auch bey der Summe der mn 
I verminderten Stellenerponenien,, da ben beydeu Permus 
tationen r einerley it. Alſo tft die eine Summe gerade, vie 


audere ungersde, folglich haben nach— 4 beyde Permutatio⸗ 


nen verſchiedene Zeichen. 


% 


Zufatz. Da man durch ſucceſſive Vertauſchurg. 


zweyer Elemente, von jeder Permutation auf jede kommen 
kann, ſo wird man zu beſtimmen im Staude ſeyn, ob zwey 


gegebene Permutationen einerley oder verfchiebene Zeichen 


haben, nachdem eine gerade oder ungerade Anzahl Vertau⸗ 
ſchungen dazu erfordert wird, Geſetzt man ſollte unterſit⸗ 
chen, ob die beyden Permutationen für ı=0 

2, 10, 9, 3 nz 7. 4, E 8, 6 
und - 

6, 2, 1% 10, 5 3, 9 8, IL, 4 


einerley ober verfchiedene Zeichen haben, fo leite man’ bie 
letztere aus der erſtern, durch ſucceſſive Vertauſchung zweyer 


Elemente (die allemal hier mit Puncten bezeichnen werben 


mögen) alſo ab: 


2, 10, 9, 3, 1. 8, 6 
6, 10, 9% 3, Ir Tr Ar 5, 8.2 
6 2, 9, 3, 1, 7, 4, 5, 8, 10 
6,3, 7, 3, i, 9, 4, 5, 8, 10 

6, 2, q, 10, i, 9, 4 52 Bu 3 
i 6,2 u 10, 5, 9, 4, 1, 8, 3 
6, 2, 7, 10, 5, 3, 4 1,8, 9. 
6, 2,1, 10, 5, 3, 9,1, 8, 4 

6,.2, 7, 10, 5, 3, 9, 8 1, 4 


Da man alfo durch 8 Bertaufchungen aus der eiſien die 
zweyte ableiten kann, ſo haben beyde ein erley Zeichen, 
nehmlich — | 


und ihre Anwendung unfdas Eliminationsproblem. alır 


⸗ 
N 


I. 


22°: X Roche, über Permatarionen, 


8) Zuſatz. Entſteht eine Permutatioi dergeſtalt aus 

. einer andern, daß ein einziges. Element and feiner Stelle 
genommen, und in eine andere Stelle gefehr wird, fo bas 
ben deyde Permutationen einerley Zeichen, weun der Untere 
ſchied der Stellen gerade, uud verfchiedene, wenn er nuge⸗ 
rade ift, weil man durch fo viel Vertanichungen, als der 
Uuterſchied der Stellen beträgt, au der einen auf bie ander 
re kommen kann. So haben alfo die beyden Permutgtionen 

478101952 6-3 


En 


und Ä —— 
4 810 19 52 7263 

tinerley Zeichen, weil blos das Element 7 bey der einen | in 
der swenten, bey der andern in ber achten Stelle ſteht, denn 


man Kann durch ſechs Vertaufchungen aus der erflen Ders 
mutation die zweyte ableiten. . 


4, i 8, 10, 1, 9, 5,2,6,3 


4, 5, 7, 10, 1, 9 5,2,6,3 


oo 


4, 8, 10, 7, 1, 9% &, 2,6,3 u 


4, 8, 10, I, 1, 9 5, 2, 6,3 
4, 8, 10, I, y, m 5, 2,6, 3°. 


— 


4,,8, 10, 1, 9, 5, 7, 2, 6, 3 
4, 8, 10, I, 9, 5, 2, 1% & 3 


3) Zuſatz. Da die Permutation 1,2, 3,4, 0... 
allemal das Zeihen + har, fo wird eine Permutation, 
worinnen blod dad m in der Stelle n, alle übrigen Elemen⸗ 
te aber ihrer natuͤrlichen Folge nach ſteben, das Reichen’ 
haben, wenn der Unterſchied zwiſchen n nnd mgefade, und 
— wenn er ungerade iſt; oder, welches einerley iſt, + weun 
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n4m gerade, und —, wenn n m ungerade it; fo bat 
„4 B. fürn == 10, bie Permutgrion 


1,6, 2,3:4,5,7,8,9, Io +weil 6=m und on 
1, 2,3, 4, 6, 7/ 8,9, 5,10+ weil 5 — m und 9=n 
12,3,7,4,5,6, 8,9,10 — weil7 = m und 4=n 
1,374, 5,2,6,7,8, 9,18 — weil2=ın und5=n. 


8. Wenn man bie Dermutationen von 2, 2, Zur. r nach 
der Ordnung darſtellt wie Hindenburg (E. S. c. a.A.S. 163.167) 
daß ſie nehmlich wie wachſende Zablen folgen, oder unter 
fich gut geordnet find,’ fo haben zwey aufeinander folgende 
Permutation einerley Zeichen, wenn bie erfte Veränderung, 
in der (414 3)ten oder (qn+g)ten Stelle geſchieht, (wenn 
nehmlich n entweder Oo, oder eine ganze pofitive Zahl bes 
deutet, und die Stellen bier von ber Rechten nach der Zins 
ken gezählt werden), und verfchiedene Zeichen, wenn bie 
erſte Veränderung, in der (an+-Titen, oder (4n-+t2)ten 
Stelle geſchieht. 3.98. für r 10 haben die beyden aufs 
einander folgenden Permutationen a 

84931076521 
und | | Ä 
Eu 8495 12986710 
tinerley Zeichen, weil die erfte Veränderung In ber 7ten 
Stelle gefchiehr, welche deshalb mit einem Puncte bezeichnet 
ib; und die beyden aufeinander folgenden Dermutationen. 
woysTsasan. Be 
10 7 12345689 
taben, weil die erſte Veraͤnderung in ber gten Stelle beſlan 
vrfhieden ara \ 


2 x. Roithe, ber Permutaronen 


Ä Beweis. Eine Permutation, die A heißen mag, en 
‚ dige ſich wit agpo..a mik... cba, ober die Derinuration 
am 
—on.. zqpo.. mik. . cha - 

und es ſey barinney a<b, B<c, u. w. XCl. I<m, 
n.f wm. o<p; p<q, und & falle zwifchen I und k ober 
es {ey «>kınd © < 1, foift die nachfolgende Permutation, 
weldye B heißen mag, | 

| wer ..l4abe...kamı... op 


wo die am wetseften zur Binten bey A und B flehenden Puncte, 
die zur Linken ungeaͤndert gebliebenen Elemente bedeuten, 
Die erfte Beräuberung fällt alfo in der Stelle vor, wo bey - 
der Permutation A das x, oder bey B das l ſtand. Es 
fey diefes von der Rechten an gerechvet, die (2m-+2)re oder 
(em+1)te, wo m eine ganze pofitige Zahl ift, fo ift 2041 
oder 2 yı bie Menge der Buchſtaben a, b, c, . .. p, g, und 
man kommt durch m Bertaufegungen, nehmlich des à mit q. 
des bmit p, des c mit o m J w. von der Pernmntation A 
‚auf die Permutation 





— wabe ... klm en. opq 


welche C heißen mag. VBertaufcht man Bier in C die Ele⸗ 
” mente « und l.mir einander, jo erhält man die Permutation 
B, und man kann beninach von A auf Bdurch m-FI Bertaus 
ſchungen klommen. Iſt nun m ungerade, oder m—2n-+-1, 
geichieht, alfo vie erſte Veränderung in der (4n+ 4)ten oder 
(4n+3)ten Stelle, fo ift die Anzahl der Vertauſchungen | 
oder (M-HI.) gerade, und es haben die beyden aufeinander 
folgenden Permu:ationen A und B (7, 13uf.) einerley 
Zeichen; ift aber m-gerade, oder m == ın, das heißt, ge: 
ſchieht die erfte Veränderung in der (4n+2)ten oder (An+men 

Stelle, fo iſt m-Fı nngerade, und es haben A und B ver 
ſchiedene Zeichen. 





x 


und ihre Anwendung aufdas Elimiaconsproem. 22 


1. 3ufag. Wenn man nach ber Hintenbürgifchen . 


Art, oder unter-fich gut geordnet, alle mögliche Permutarios 
nen, ſowohl ber‘ Elemente 1, 3... (r-T) als auch der 
Elemente 1,2, 3... 1 darſtellt, Die erfie Darftellung A, die 


andere B nennt, und in ber Darflellung B alte ie Permnetatin 


nen, deren. erfled Element 1,2,3...m...rifd, Pers 
mutationen. von ber Drdnung 1,2,3. 3. .m.:.r nennt, 


’ 


fo bat man in B hintereinander, erft alle Permutarionem 


von der- Ordnung ı, dann alle von der Ordnung 2 u. f. w. 
zulegt alle von ber Ordnung r. Jede Ordnung in B hat 
fo viel Perzuutationen, als in A vorfommen, oder (r- r) 
(r-2)...3.2.1. Beſchieht nun m A, zwiſchen der fien 
und —* Permutation die erſte Veraͤnderung in der 
Stelle g, die Stellen von der Rechten an gerechnet, fo wird 
auch zwifchen der ften und (i4 Dten Permutation bey jeber 
Ordnung in B, bie erfle Verduderung in der Stelle g ges 
fheben, folglich finder zmifchen der fren und (k Hten Vers 
mutation fowohl in A, als auch jeder Ordnung in B, eine 
Solge der Zeichen flat, wenn g burch 4 dividirt, nichts 
oder 3 zum Reſte läßt, und eine Abwechslung der Zeis 
chen, wehn g durch 4 dividirt 2 oder ı zum Refte läßt. Dies 
gilt für jedes f; alfo erhellet, daß jede Ordnung in B der 
Reige nach entwäder ‚eben die Zeichen mie A, oder Die enfs 


gegengeſetzten hat. Da mın die erſte Permutarion in x 


allemal das Zeichen + hat, fo hat eine Ordnung von B dies 
felben Zeichen wie A, wenn die erfte Dermutation dieſer 
Ordnung. + hat, und die -eutgegengefehren, wenn fie — 
hat. Es har aber in B die erfie Permutation der Ordnung 
welche 1,2, 3. 4. 5 - +, riſt, das Zeichen + 
se 2 1. 3.3 5..·. en — 
Ze». 3, I 2, 4, 5. 9 ⸗ * 
des 4, Lu 35... — 
5 5 3 5, 112, 3 Zoo +. F 88 
u. ſ. w. (wegen 7. 3 Zuſ. für n=1) folglich Gaben a uns 
SS _ 
\ 


! 


abs X Rothe, uͤber Permutionen — 


element, (hier 18-24) beißen hobe Zahlen, und ble⸗ 
ben ohne alles Abzeichen. 


N) Derjenige Theil der Permutation von der y Einen an, bi 
zur linken Hauptftelle heiße der Anfang; der-Theil 
zwiſchen beyden Haupiſtellen das Mittel; der Theil 
von ber rechten Hauptſtelle His zum letzten Elemente zur 
Rechten, das Ende, Die beyden Hauptftellen felbft 
‚werben zu feinen diefer Theile gerechner, fondern beſon⸗ 
ders betrachtet. Alſo haben beyde Permutqtionen einer 
ley Anfang, Mittel und ende, 


6. Aufgabe. Zu unterfuchen, wie die Stellenexpo⸗ 
nenten zwoer Perttintationen, von ber Veſchaffenheit wie 
in 2 voneinander abhängen, 


Aufldfung 


) Die Stellenerponenten des Anfangs und Endes find ben 
beyden Permutationen einerley, wegen 2. 


2) Da jedes Hauptelement groͤßer als jede medeige, and 
Heiner ald jede hohe Zahl ift, fo find auch wegen 2 die 
Stellenerponenten aller hohen und niedrigen Zahlen, im 
dem Mittel bey beyden Permutationen einerley. 


3) Jede mittlere Zahl in dem Mittei hat bey ber erſten 
Permutation, wo das kleinere Hauptelement in der lins 
ten Hauptſtelle ſteht (5. Def. 2) ein Element, das klei⸗ 
ner ift ald-fic, ‚weniger zur Rechten ſtehen, als bey der 
zweyten Permutation; folglich find, wegen (2 2)]) die 

- Stellenerponenten ber mittlern Zahlen im Mittel, bey 

der erſten Permutation um eind Heiner als bey der zwey⸗ 
ten.  , 


und Ihre Anwendung aufdas Eliminationsproblem. 269 
a) Seht man 
das kleinere Hauptelement = A’ (hier = 7) 
das größere Hauptelement = ==B (hier=ı7) - 


J | im Mittel — c (hier = 2) 
die Menge der niedr able 
u Be gen ? bien ( Ende = f (bier ='3) 


u , im Mittel = d(hler=4) 
die Menge der mittlern Zahle (3 
e Meng mi | ' Zahlen Ende = e(hier=2) 


(mo fich cfde fehr leicht durch Abzaͤhlung der unter und 


über den Zahlen fiehenden Puncte, nad) 5 Def. beſtimmen 


laſſen); fo iſt wegen (2: 2])° 


æ) bey der erſten Permutation ber Steflenerpoe 
nent der linken Hanptftelle, oder von Ar gleich der 
Summe aller niedrigen Zahlen im Mittel und Ende 


+Ialo—c+f+1; der Stellentrponent ber sche - 


ten Sauptftelle, oder von B, gleich der Summe aller 
mittlern und niedrigen Zahlen. im Ende + 1 alſo 
z=c+f+L 
PB) ben derzwepnten Permutation, ber Stellen 
“ erponent der linken Hauptftelle, oder von B, gleich der 
Summe aller mirtlern und niedrigen Zahlen im Mit⸗ 


. tel und Ende +2 (meil noch überdies das Hauprele⸗ 
ment A, welches kleiner ift als B, dem B zur Linken 


ſteht) alozc +d4+e+fr2; der Stellenerponent ter 


. rechten Harpiſtelle, oder von A,gieich der Summe 


aller niedrigen Zahlen im Ende 41 alſo = f1 


5) Man finder alfo die Stelfenerponenten der zweyten Vera. 


mutation, aus den Siellenerponenien ter eiſien · 


©) wen man zu dem Stellenexponenten der. linken 
Hauptfielled+e-+iaddirt, 


210. X. Roche, über Permmutationen 


3) von dem Sallinetponcrien der techten Haupiſtellee 
ſubtt ahirt, 


y) den Sıellenerponenten jeder mittlern dahl ir im Mittel 
umı verurehrt, 


5 die Siellungberponenten aller abetzen Zahlen mug 
aͤndert läßt. . 


& finden ſich 3. ©. aue den Siellenerponenten der er⸗ 
ſten Permutation in 5 
| 1 1 1% 
no ‚9,13,16,4,19,13015, 6,5,12,5,9,10,5,3,4,0,3,2,3,1,2,1 
bie Stellenerponenten ber zweyten 
I 1 1 
20,9,13,16,4,19,13,15,13,5,12,6, 10,10,6,3,5,4,372,3,1,2,1 
wo die: Stellenerponenten der Hauptſtellen durch Sterne, 
‚und der miitlern Zahlen im Mittel, durch über j ie gefetste 
Stripe beyderſeijs bezeichnet ſind 
7. Pernmmtationen von der Beſchaffenheit wi⸗ in 5, ba⸗ 
ben allemal verſchiedene Zeichen. Denn da nach (6 s]) 
der Stelferierponent der linken Haupiſtelle um d+e+ı 
vermehrt, ber rechten Hauptſtelle um e Hermindert, und 
aller mittlern Zahlen im Mittel, deren Menge d ift, um ı ver: 
mehrt werden muß, um aus den Ötellenerponenten der er: 
ſten Permutation, Die der zweyten au belommen, fo ift die 
- Summe der Steilenerpenenten ber zweyten Permutation um 
d+e-+r —e+doder um 204 1 größer, als bey der erften 
Permutation; folglich gilt das auch bey der Summe der um 
I verminderten Stellenerponenten, da ben beydeu Permus 
tationen r einerley iſt. Alſo ik die eine Summe gerade, vie 
audere ungerade, folglich haben nach⸗ 4 beyde Permutatio⸗ 
nen verſchiedene Zeichen. 


! 


f ‘ 


undihre Anwendung unfdas Eliminationsproblem. 271 


r) Zufatz. Da man durch ſucceſſive Vertauſchurg. 


zweyer Elemente, von jeder Permutation auf jede kommen 
kann, ſo wird man zu beſtimmen im Staude ſeyn, ob zwey 


gegebene Permutationen einerley oder verſchiedere Zeichen 


haben, nachdem eine gerade oder ungerade Anzahl Vert au⸗ 
fhungen bazu erfordert wird. Geſetzt man follte unterſu⸗ 
chen, ob die beyden Permutarionen für r :— 10 | 

2, 10, 9, 3 I 7. 4 3 8, 6 
und - ! 

6, 2,: 1, 10, 5 3, 9, 8, 14 


einerley ober verfchiedene Zeichen haben, fo Leite man die 


letztere aus der erftern, durch fucceffive Vertauſchung zweyer 


Elemente (die allemal hier mit Pubcten bezeichner werden 


moͤgen) alſo ab: 


2, 10, 9, 9, W586 
6, 10, 9, 3, 1, 1, 4 5, 8, 2° 

6 2, 9, 3, 1, 7, 4, 5, 8, 10 
6, 2, 7, 3, i, 9, 4 5,8, 10 
6, 2,1, 1% 1, 9 4 5, 8. 3 

u 6,2 [2 10, 5, 9, 4, 1, 8, 3 

6, 2, 7, 10, 5, 3, 4 1, 8, 9. 
6, 2, 7, 10, 5, 3 9,1, 8, 4 
6,.2, 7, 10, 5, 3, 9, 8, 1, 4 

Da man alſo derch 8 Vertauſchungen aus der exfien die 


zweyte ableiten Tann, fo haben beyde ein erley Zeichen, 
nehmlich — 


I. 


272° X. Rothe, über Permatarionen, 


2) Zuſatz. Entſteht eine Permutatioi dergeſtalt aus 
einer andern, daß ein einziges Element and feiner Stelle 
genommen, und in eine andere Stelfe gefeßt wird, fo bas 
ben deyde Permutationen einerley Zeichen, wenn der Unter: 
ſchied der Stellen gerade, uud verfchiedene, wenn er unge: 
rade ift, weil man durch fo viel Veriauſchungen, als der 
Uuterfchied der Stellen beträgt, aus der einen auf die ande: 
re fommen kann. So haben alfo die beyden Permutgtionen 


u Bu BEE BE Ze ZZ 2 


u . 


und | 
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tinerley Zeichen, weil blos das Element 7 bey der einen i ig 
der zweyten, bey derandern in ber achten Stelle jteht, denn, 


man Kann durch ſechs Vertauſchungen aus der rſten Pers 
mutation die zweyte ableiten. . 


4, 1 8, 10, 1, 9, 5,2, 6, 3 
4, 8, 1, 10, 1, 9 3 2,56,3 


4, 8, 10,7, 1, 9,8 &, 2, 6, 3 F 
4, 8, 10, 1, 1, 9, 5, 2, 6, 3 
4, 8, 10, i, y 1 ss 2,6, 3° 


4,,8, 10, I, 9, 5, 1 2, 6, 3 
4, 8, 10, 1, 9, 5, 2, %& 3 


.3) Zuſatz. Da die Permutation 1,2, 3,4, .... 1 
allemal das Zeichen + har, fo wird eine Permutation, 
worinnen blos dad m in der Stellen, alle uͤbrigen Clemen⸗ 
.t2 aber ihrer narurlichen Folge nach ſteben, d das Zeichen' 4 
haben, wenn der Unterfehied zwifchen n und an gefade, und 
—, wenn er ungerade iſt; oder, welches einerley it, + weun 





und ihre Anwendung auf das Eunnatentpeehim 274 


n+m gerade, und —, wenn nm ungerade it; b bat 
58. fuͤr 10, die Permurgtion | 


1,6, 2,354,5,7,8,9,T0-F weil 6 = m und 2—n 
1,2,3,4,6,7,8,9,5,10+ weil 5 = m und 9 = 'n 
342,3, 7,4, 5,6, 8,9, 10 — weil 7 ⸗ m und _ 
1,3,4, 5,2,6,7,8, 9,15 — weile und s=n. 


t 


8. Wenn man bie Permutationen von 1,2, 3,... x mach 
der Ordnang darſtellt wie Hindenburg (E. S. c.a.A.S. 163-167) 
daß fie nehmlich wie wachſende Zablen folgen, oder unter 
fih gut geordnet find, fo baden zwey aufeinander folgende ” 
Permutation einerley Zeichen, wenn bie erſte Veränderung, 
in der (4n4 3)ten oder (4n+4)ten Stelle geſchieht, (wenn 
uehmlich n entweder o, oder eine ganze pofttive Zahl bes 
deutet, und die Stellen bier von ber Rechten nach der Zins 
Ten gezaͤhlt werden), und verfchiedene Zeichen, wenn bie 
erfte Veränderung, in der (4n-+T)ten, ober (4n+2)ten 
Stelle geſchieht. 3,8. für r 10 haben bie beyden auf⸗ 
einander folgenden Permutationen 

s493176521 


\ 


und 


_ 
’ ’ 
\ 


8495 133670 
einerley Zeichen, weil die erſte Veränderung In der 7ten 
Stelle gefchieht, welche deshalb mit einem Puncte bezeichnet 
iſt; und die beyben aufeinander folgenden Permu!ationen 


0698754301, e 


19712345689 | 
kaben, weil die erfte Veraͤnderung in ber gten Etefle Te vorfäl, 
verfgiebent arsen \ 


3 x. Roche, über Pernutarionen 


Beweis. Eine Permutation, die A heißen mag, an: 
F ſich wit agpo.umik...cha, ober die Permuration 
am. | 

—W— zgpo.. mik 0. . cha 


und es fey darinney a<b, b<ce, u. ſ. w. k<L, I<m, 
n.f. w. o<p; p<g, und «falle zwifchen 1 und k oder 
ed ſey æ knnd æ I, fo iſt die nachſolgende Dermutation, 
welche B heißen mag, 


.. . labe. ‚kam... or 


wo die am weueſten zur Binten bey A und B ftehenden Punkte, 
die zur Linken ungeaͤndert gebliebenen Elemente bedeuten, 
Die erfte Beräuberung fällt alfo in der Stelle vor, wo bey 
der Permutation A das 2, oder bey B das 1l ſtaud. Es 
fey diefes Don der Nechten an gerechnet, die (2m-+2)re oder 
(em+1)te, wo m eine ganze poſitive Zahl if, fo iſt amt 
oder 2 ma bie Menge der Buchflaben a, b, c, . . . b, g, und 
man kommt Durch m Vertauſchungen, nehmlich des à mit q. 
des bmit p, des c mit o u. J w. von der Permutat ion A 

‘auf die Permutation " 


— wabe, ... lm an. opq 


welche C heißen mag. VBertaufcht man Bier in C die Ele 

” mente x und 1. mit einander, jo erhält man die Permutation 
B, und man kann demnach von A auf Bdurch m-+ı Vertau⸗ 
ſchungen kommen. Iſt un mı ungerade, oder m——2n-+-1, 

geſchieht alſo die erſte Veraͤnderung in der (an + 4)ten oder 
(4n+3)ten Stelle, fo ift die Anzahl der Vertauifchungen 
oder (MH) gerade, nnd es haben die beyden aufeinander 
folgenden Permuiationen A und B (7, 13uf.) einerln 
Zeichen; ift aber m ‚gerade, oder m = an, das heißt, ge: 
ſchieht die erfte Veränderung i in der (gn+2)ten oder (An4nten 
Stelle, fo it m+ı angeradt, und es haben A und B ver- 
ſchiedene Zeichen, 


\ 


und ihre Anwendaung aufdes liminaceneproen. Er 


1. Zufag. Wenn men nach der Hintenbürgifhen . 


Art, oder unter-fich gut geordnet, alle mögliche Permutaries 
nen, ſowohl ber” Elemente 1,2, 3... (r-T) als audj. der 
Elemente 1, 2,3...r darſtellt, die exfle Darftellung A, vie 


andere B benut, umd-in der Darftelung B B alle Vermutatio⸗ 


nen, deren erſtes Element 1, 2,3... r iſt, Ders 
mutationen von der Drdnung 1, 2, 3 .. m... r ven, 


> 


fo bat man in B hintereinander, erft alle Permutationen 


von der-Orönung 1, baun alle von der Ordnung 2 u. ſ. w. 
zuleßt alle von der Ordnung r. Jede Ordnung in B hat 
fo viel Permutationen, als in A vorfommen, oder (r- r) 
(r-2)...3.2.1. Geſchieht nun m A, zwiſchen ber fien 
und (f-Fı)ten -Permutation die erſte Veränderung in der 
Stelle g, die Stellen von der Rechten an gerechnet, fo wird 
auch zwifchen der ften und (iF I)ten Permutation bey jeber 
Ordnung in B, die erſte VBerduderung in der Stelle g ge« 
ſchehen, folglich finder zwifchen der fren und (F-+-T)ten Per⸗ 


nutation fowohl in A, als auch jeder Ordnung in B, eine 


Folge der Zeichen ſtatt, wenn g durch 4 dividirt, nichts 
oder 3 zum Reſte läßt, und eine Abwechslung ber Zeis 
chen, wehn g durch 4 binibirt 2 oder ı zum Refte laͤßt. Dies 
gilt für jedes f; alfo erbeller, daß jede Ordnung in B der 
Reige nach entweder eben die Zächen wie A, oder bie ent⸗ 


gegengeſetzten hat. Da mın die erfie Permutation in A x 


allemal das Zeichen + bat, fo hat eine Ordnung von B die⸗ 
ſelben Zeichen wie A, wenn die erſte Permutation dieſer 
Ordnung + hat, und die entgegengeſetzten, wenn fie — 
hat. Es hat aber in B die erſte Prrmutation der Ordnung 
Uwelche 1, 2, 3. 45 - +,» riſt, daöZeihen + 

3: 2, 1. 3, 40 5..x oo. a — 

u 3, I» 2, u5....:K 9 8 ⸗ + 

4e 5 , hu 35... To 0 — 

S5 3 5, 2, > 4er +. 8 8 +, 

u. f. w. (w egen 7. 3 Zuſ. für n=1) folglich haben ale uns 
S 2 
. / 
— \ 


es 


06 X. Roche, über Permutatipnen 


N geraden Orknungen in B biefelben Zeichen, wie in A, und 
alle geraden Dronungen, die entgegengeſetzten. J 


2 Zuf. GSiell man alle Verniutationen de 721 ver⸗ 
ſchiedenen Elemente, L, 2, 3 7Tʒ jedoch mit Auslaſſung 
des m, unter ſich gut geordnet dar, und ſchiebt bey jeder 
Perumtation, zwiſchen die (n-1)te and nte Stelle dad Ele⸗ 
.  mentm ein, fo hat man alle Permutationen in B, welche 

das Element m in der Stelle n haben, unter fich gutgeort» 

net, unb ihre Anzahl iſt fo grofi, als die Anzahl ver Per⸗ 
mutationen in A. Uber auch die Zeichen find. der Reise 
nad) entweber eben diefelben wie in A, oder bie entgegenge⸗ 
—* Denn, ſtuͤnde das m in der erſten Stelle, oder waͤre 

2 1 ſo erhellet es aus 1Zuſ. Schiebt man nun das m 

por der erften Stelle Dnschgängig in diente, .fo ändern ſich | 
entweder die Zeichen aller Permutarionen, ober fie bleiben 
alle einerley, jenachdem n gerade-oder ungerade ifts nach 7, 
2 Zuſ. Iſt nun mm gerade, fo hat die erfte diefer Per⸗ 
mutationen dag Zeichen +, iſt aber n--m ungerade, das 
Zeichen — (uach 7. 3 Zuſ.), folglich haben aus eben dem 
- runde wie im 1 3uſ. alle Permutationen der Reihe nach, 
im erflen Falle eben diefelben Zeichen wie in A, im andern, 
bie entgegengefegten, Es fiy , B. 1=5; n=3; m=2 
fo iſt 2 








% 


S 1 
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0.2. Diejenigen Permntationen in 
‚A B, welche in ber Zren Stelle, 
BE | das Element 2 haben. 
+ 1,.2, 3,4 — ‚1, 3, 2, 4, 5 
— 1, 2,4, 3 + 1, 3, 2,5, 4 
1,37, 3,4 _. + 1,4, 2, 3,5 - 
+ 1,.3,4,2 - — I, 4, 2, 5, 3 
+ 1,4,2,3 — 1,5, 2, 3, 4 
— I, 4, 3, 2 + 1, 5,2, 4, 3 
— 2, 1, 3, 4 + 3, 1,2,4,5 
+ 2, A, 3: N. — 3, I, 2, 5, 4 
+ 2, 3,1,4 — 3, 4, 2, 1, 5 
— 2, 3, 4,1 + 3,4, 2, 5, 1 
— 2,4, 1,3 + 3,5, 2, 1,4 
7 2,4, 3, 1 , 3, 5, 3, 4 8 
tr 3, 1,.2,% — 4, 1, 3, 3,5 
— 3,,1,:.4, 3 + 4, 1, 2, 5, 3 
— 3, 2,1,4 + 4,3, 2, 1,5 
+ 3,2, 4,1 — 4, 3, 23,5, I 
+ 3,4, 1,2 — 4, 5, 2, 1, 3 
— 3; 4,2, 8 +45, 23, 3, 8 
— 4, 1, 2, 3 +5, 1, 2, 3, 4 
74,133 — 5, 1,2, 4,3 
Fr 423,13 — 5, 3,2, 
— 4, 2, 3, I -+ 5, 3, 2,4, 1 
Fe + 5,4 2, 1,3 ' 
rt 43,2, 1 — u 


weil nehmlich. hir nm = 5, ober ungerabe ift, To haben 
die fuͤnftheiligten Permutationen, bie enigegengeftägten Zeis 
chen von denen siertpelligten | in A, 


- 


578° X. Roche, Über Permutatienen‘ . 
Verwandte Permutationen. 


9. Ertiärung Sind zwo Permutationen der 
miente I, 2,3, . ... x fo befchaffen, daß jede aus der an 
entſtehr, wenn man die Elemente mir ihren Stellen 
wechſelt, alſo, daß wenn bey der einen das Element 
ber nten Stelle ſteht, dafür Hey der audern das Eleme 
in der mten Stelle ſteht, ſo moͤgen ſolche Permutatio 
verwandte beißen; z. B. fürr=ıo, ‘ 


find . 3, 8, 5, 10, 9,4 6, 1,7, 2 
3 und . 8, 10, 1, 6, 3, 7, g,. 9 E 4 


serbandtt Permutationen. 
De . i:. 





1Oi Man conſtruire ein Quadrat, deſſen Seite r a6 
theffungen hat, zähle die Bächer der Horizontalreihen, u 

Die garizen Verticalreihen, von der Linken had) der * 
und did Faͤcher der Verticalreihen, fo wie auch bie Ban 
Horizentalreihen won oben herab, und ſetze in dasjeui 

Fach der erſten; zweyten u. ſ. w. rten Horkgomtalseihe, dei 
ſen Zahl ‚dem erſten, zweyten u. ſ. w. rien Elengente- einn 


Peimutation gleich iſt; einem Punct, fa erhält man dab 


erſte, zweyte u. K w. rte Element ber vefwendsen Permo 
tation,, wenn man nachfieht, in. weldhemiahe: der erften, 
zweyten ın ſ. w. rien Verticalreihe der Punct fichet. 3.2. 
für die exfte der in 9 angeführten Permutationen m bad 
Quadrat fo:gende Geſtalt: 


“ 


u 


- ‘ ’ 
‘ 
’ ⸗ 


und ihre Anwendung auf das iminaionsproblem. 279 


12-34 5689 10 


tdeh ı 

er cy 2 

ein, 3: 

nem A 

Eis 5 
{N} 6 . 

07 

| . 8 

9 

f . 10. 





it: Bei in jeder Horizontal s und Verticalreihe ein Punct, aber 


mhuch nur in einziger Punct befindlich ſeyn muß, ‘fo feße 
zman im jedes Fach, dad den mitähr in einer Horizontal⸗ 
‚geibe befindlichen Punct zur Rechten, und ben mic ihr 


zin' einer Berticalreihe befindlichen Punct nut er ſich 


ftehen hat, ein ‚Sternen ober ein Anbrendfreng,. 
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280 X. Rothe, über Permutationen 


ZZ 
fo giebt, wie fich fehr leicht aus. 2 folgern Iäßr, vie Menge 
der, in der erften, zweyten u. |. w. Horizontalreihe 
befindlichen Sternchen,“ den erfien, zweyten u, f. w. umı 
verntinderten Stellenerponenten, der "erften Permutation, 
won welcher die Stelle der Puncte beftinmm worden war, und 
welches im gegenwärtigen Deyſpiele bie erfte der Permutas 
tionen in 9 iſt; und bie Menge der in der erſten, zweyten 
u. w. Verticalreihe befindlichen Sternchen den erſten, 
‚‚Jweyten, u. f. w. um ı verminderten Stellenerpenenten ber 
verwandten Permutalion, welches alfo hier bie zweyte 
der Permutationen in g iſt. Weil nun im jeber Ho⸗ 
rizontal⸗ und Verticalreihe ein einziger Punct ſtehet, fo er: 
hält man die Stellenerponenten felbft, wenn man die Puncte 
mit zu den Sternen zählt, und es ift Har, daß bey beyden 
verwandten Perriutationen, die Summe der Stellenerpos 
"nenten einander und der Menge der int Quabrat vorkom⸗ 
meuden Puncre und Sternchen zufantmengenommen gleich 
fen, folglich iſt auch bey beyden Permutationen, die Sums 
me der um I verminderten Ötellenerponenten einander, und 
Ber Menge der Eternchen allein gleich." Es haben alfo ver⸗ 
"wandte Permatationen wegen 4 allemal einerley Zeichn, 
nehmlich 4 wenn die Menge der Sternchen gerade, und — 
. wenn fie ungerade ift, Im gegenwärtigen Beyſpiel, hat, 
wie aus den Horizontalreihen fich erglebt die erfte der Pers 

mutationen in 9 bie Stellenerponenten 


\ 


3, u u 7, 9, 3, 3, 1, 2, 1 


die andere ihr verwandte, wie ſich aus den Vertitalreihen 
ergiebt, die Stellenerponenten, J 


8, 9, 1, 5, 2, 4, 4, I, 2, I 


die Summe der Stellenexponenten iſt beyderſeits 37, alſo 
der um x verminderten einzelnen GStellenerponenten 27, und 
beyde Permutarionen haben dad Zeichen —. 


7 





und ihre Anwendung auf das liminationsprobfem. 288 


Anmerkung Die verwandten Perimutationen dee 
Elemente " 2, 3,4 ſtehen hier neben einander 


— 


2 DW DD 


„Ran B BRD WBBR LU 


4, 3, 3, 
4 3, 2 


» 

a 7 

> 

a y 

€ 

a) 
” DD m U DUB mu > DW > a 0 ‚> 
BOB BUHPROSUL DB DWEWDD m mm m m 
DBRwWawP—runnen nu >’ DD Ja u 


D>BnBdD>wwppnan>Wnnmn 


alfo giebt ess mehrere Dermutationen, die fich ſelbſt verwandt 
Find, 3 B. bier find die Permutationen 


3, 3, I, 

3, 4, 4, 

4, 3, 3, 
. dr 3, 2, 


ſich ſelbſt verwandt. Die Menge der ſi ch ſelbſt verwandten 
Permutationen, fürr = I, 2, 3,4, 5, u. ſ. w. ſey 
.& ß, r d, sn. r w. ſo hat man folgende Gleichungen 


» 

—8 

u 

— 

ws 

“ n . 
"na > 


„u; ‘ 
P=zet+ı =. Ä 
yaptı=4- > oo. 
e= + 38 10 
":=6+1=% Bu 
ser = % 
y=g+6e = 2% 
$I=41+T%= 14 
= I#+ 87 = 2620 
am=ıHr99 = 9490 
nf. 


Das Eliminationsproblem und andere verwandte 
Saͤtze. — 
1. Mufgabe Es fegen. ‚für r unbefannte Orbien 


1273 


x, x, x ·.. x folgende r Gleichungen gegeben 





’ 
x 


und ihre Anwenbnung auf das Eliminatioiitproblem, 283 u 


⁊ 


1 1 3 3 om" .r 
5 11x 4 12x 13X... 4 Imx...+irx 
a1 2. 3 m ' r 
87 21X +22X,423X.., +2mx...+orx 


—8X 


8. 1 2 3 m r 
s= 31x + 32x + 33x. » .+ zmxX ... * 31x 
3 3 2 


a 1.082003 "m: "r 
,sznıx +n2x-+o3x... Fomx...-+Forx , 

so 07% 2. 2 — En, Te EEE 

r t ..3 3. m 


. . m Tr 
sernx+tr x+ 13x... Frmx...fFrax 9) 
wo n und m eine von ben Zahlen 1,2, 3... r bedeuten; 
man fol die unbekannten Größen beftimmen, 


, 


Vorbereitung. zur Aufldfung, , 


.,» Man. mache alle Permiutntionen der verſchiedenen 
Elementé 1, 2, 3, = « + 2, und verjehe jede nach bem vom 
bergehenden mit ihren Zeichen, u . 


2) Die Stellen, von der Linken an gerechnet, fchreite 


man - 
1 vor jedes Element in der fen the. 
2. 8» zten Stelle u. ſ.w. allgemein . 
m ..s, > ss "mitm Stelle. . Be 


Was dadurch herausfonnnt, heiße IN, 3. 8. für rSa4 iſt 


\y 
s 


2) Die Ausdräde 11, 22, 13, m. f. w. find bier ftatt Buchſtaben 

‚gefegt, und ſtellen Lofalzeihen vor. Es zeigt nebmlid. 

die erſte Zahl die Sleihung, die zweyte die unbekannte Größe: . 
an, wozn ein folder Coefficient gebört.. So tft allo nm ber 
‚"Goefficient, ber in der nten Gleichung zur mten unbelannten 
Sroͤhe gehört, alfo von mn unterſchieden. Hindenburg Nor.- 

-Syftem, Perm,'p. XXXV. . | on 


06 X, Rothe, tiber Permutatipnen 


’ geraden Ordnungen in B dieſelben Zeichen, wie in A, und 
alle geraben Drbnungen, die entgegengeſetzten. 


2 Zul. PR man alle Perniutationen da r-1 ver⸗ 
ſchiedenen Elemente, 1,2,3%, . . 7 jedoch mit Yuslaflıng 
des m, unter ſich gut geordnet dar, und ſchiebt bey jeder 
Pernnnation, zwifchen die (n-I)te and nie Stelle dad Ele 
ment m ein, fo hat man alfe Permutationen in B, welche 
das Element m in der Stellen haben, unter fich gutgeort» 
net, und. ihre Anzahl ift fo groß, als die Anzahl der Pers 
mutationen in A. Aber auch die-Zeichen find. der Reibe 
nach entweber eben diefelben wie in A, oder bie enrgegenge: 
fegten. Denn, flände das min der erſten Stelle, oder wäre 
n=zıfo erheller ed aus 1 Zuſ. Schiebt man nun das m 
aus der erften Stelle durchgaͤngig in diente, „fo aͤndern ſich 

entweder bie Zeichen aller Permutationen, oder fie. bieiben 
alle einerley, jenachdem n gerade. oder ungerade ifts nach ;, 
a Zuſ. Iſt nun n-Fm gerade, fo hat die erfte diefer Pet⸗ 
miutationen bag Zeichen +, iſt aber n--m ungerade, das 
- Beihen — (uach 7. 3 3uſ.), folglich haben aus eben dem 
- runde wie im. ı 3uf, alle Permutationen der Reihe nach, 
im erſten Kalle eben diefelben Zeichen wie in A, im andern, 
bie Free Es ſey 3. B. 1555; n=3; m=: 
ran | | Pn 





% 


x 3 


und fe Anwendung aufdas Elimbtionsprabiem. 5 277 


rn ‚Diejenigen Pernintationen in 
A . B, welche in ber Zren Stelle, 
. das Element 2 haben. 
+ 1,2, 3, 4 — 1,3, 2, 48 
— 1, 2, 4 3, + 14,3, 2,5, 4 
1,3, 2,4 _. + 1,4, 2, 3,5 - 
T 1,.3,.4% -. — 1, 4, 2, 5, 3 
+ 1,4,2,3 — 14.5, 2, 3, 4 
— 1,4, 3, 3 + 1, 5,2,4 3 
— 2, 1,3,4 + 3, 1, 2, 4, 5 
2, LA,3 vn — 3, I, 2,5, 4 
+ 2, 3,1,4 3,42, 1,3 
— 2, 3, 4, 1 + 3, 4, 2, 5, R® 
— 2, 4, 1,3 + 3,5, 2, 1,4 
+ 2,4, 3, I . 3, 5, 3, 4,3% 
tr 3, 1,2,4% — 4, 1, 2,3,5 
— 3,,1,:4, 2 / + 4, ı, 2, 5, 3 
— 3, 2,1,4 + 4,3, 2, 1, 5 
+ 3, 2, 4, 1 — 4, 3, 2, 5, 1 
+ 3, 4, 1, 2 — 4, 5, 3, I, 3 
— 3; 4.2, 1 + Ar 5, 2, 3, 8 
4, 1,3, 3 +5 1, 2, 3, 4 
4,132 — 5, 1, 2, 4. 3 
* 4, 2, 1, 3 — 5, 3, 2, 1, 4 
— 4, 3, 3, I + 5, 3, 2, 4 1 
— 4, 3, I, 2 + 5, 4 2, 1, 3 
* 4 3,2, 1 san 


weil nehmlich— hier n Pn = 5, ober ungerade iſt, ſo haben 
die fünffheiligten Permutationen, die eutgegengeſetzten Zei⸗ 
chen von denen viertheiligten in A. 


Fach der erſten; zweyten u. ſ. w. rten Horizontalreihe, d 


a78 x Roche, über Dermutationen 


Verwandte Permucarionen. 

9. Erllärung Sind zwo Permutstionen der 
mente I, 2, 3, . ... r fo befchaffen, daß jede aus der and 
entächr. , wenn man bie Elemente mit ihren Stellen v 
wechfelt ‚ alfo, daß wenn bey der einen has Element m 
ber nen Stelle ſteht, dafür Hey ber andern das Element 
in der zıten Stelle fieht, fo mögen ſolche Permutation 
verwandte heißen; z. B. fürr=ıo, ' 


find . 3, 8, 5, 10, 9% 4, 6, I, 7, 2 
und 8, 10, 1, 6, 3, 7, 5, * > 4 
verwandie Per mutationen. 















I:. 
J 


10 "Ran eonftruire ein Quadrat, deſſen Seite r 
theifungen hat, zaͤhle die Fächer der Horizoentalrẽihen, u 
die gauzen Berticakreiben, von der Linken nach der Nechte 
und did Fächer der Verticalreihen, fo wie auch die ganz 
Horizantalreihen ‚sort doben herab, und ſetze in basjeni 


ſen Bahl ‚dem erſton, zweyten n. f. io. rien Elemente ein 
Peimutation gleich iſt, einem Punct, fa. erhaͤlt mand 

erſte, zweyte u. kw; rte Element der vekwandten Per 

tation,, wenn man nachfieht, in. welchemt Fache ber erſter 

zweyten u. f- w. rien Berticalreihe der Punct fichet. 3,8% 

für die erſte der in 9 angefuͤhrten Permatationen WM 

Ä Quadrat fo:gende Geſtalt: 


w 
rt 
[ — J 
7 - . - " + 
. , I “ ” 
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| | \ Ä 
‚da in jeder Horizontal: und Verticafreihe ein Punct, aber 
mich nur ein einziger Punct befindlich fern muß, fo feße 
‚man in jedes Fach, dad den mit ähr in einer Horizontale 
eihe befindlihen Punct zur Rechken, und den mit ihr 
a einer Berticalreibe befindlichen Punct unter ſich 
chen hat, ein Sternchen ober ein Audreaskreuz, | 


ı2 345 6:7 8 9 10 | 
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a0 x Roche über Permatationen 


fo giebt, wie fich ſehr leicht aus 2 folgern laͤßr, die Meng 
der,. in der erſten, zweyten u. |. w. Horigontalreibe 
befindlichen Sternchen," den erflen, zweyten u, f. w. umı. 
verminderten Stellenerponenten, der erſten Permutation, 
von welcher die Stelle der Puncte beſtimmt worden war, um 
welches im gegenwärtigen Teyfpiele die erfte der Permuta 
tionen in 9 ift; und die Menge der in ber erſten, zweyt 
wu. ſ. w. Verticalreihe befindlichen Sternchen dem erfien 
Aweyten, u. ſ. w. um ı verminderten Gtellenerpenenten ber 
verwandten Permutation, welches alfo hier bie zweyte 
‚der Permutationen in g iſt. Weil nun in jeder Ho⸗ 
rizontal⸗ und Verticalreibe ein einziger Punct ſtehet, fo er 
bält man bie Stellenerponenten felbft, wenn. man die Puncte 
mit zu den Sternen zählt, und es iſt Har, daß bey beyden 
verwandten Perriutationen, die Summe der Stellenerpor 
nenten einander und der Menge der im Quabrat vorkom⸗ 
meuden Puncre und Sternchen zufantmengenommen glei 
fen, folglich ift auch bey beyden Permutationen, die Sums 
me der um X verminderten Ötellenerponenten einander, und 
der Menge der Eternchen allein ‚gleich. Es haben alfo ver⸗ 
"wandte Permutationen wegen 4 allemal einerley Zeichn, 
nehmlich + wenn bie Dienge der Sieruchen gerade, und — 
“wenn fie ungerade if, Im gegenwärtigen Beyſpiel, hat, 
wie aus den Horizontalreihen fich erglebt die erſte der Per⸗ 
mutationen in 9 die Stellenerponenten 





I u 4 W 6, 3,3, 1, 2, I 


die andere ihr verwandte, wie fi aus den Verticalreiher 
ergiebt, die Stellenerponenten, 


% 9, I, 5, 2, 4, 4 I, 2, I 


die Summe der Stellenerponenten ift beyderſeits 37, * 
ber um x verminderten einzelnen Stellenerponenten 27, unl 
beyde Permutarionen ‚haben bad Zeichen —. 


7 
v⸗ 


und ißre Aroma auf das Climinationsproblem. 281 


Anmerkung Die verwandten Permutationen dei 
Elemente 1, 2,3,4 Reben bier neben einander 


m.m > Wu > ww n DD _ 


— 


“Ran BD BD DW DB DB BU DU DB DB DW DW 


A, 3,1, 
4, 37 2, 


- 


» 
b 
> 
— 
w . 
a" 
BD m DD Bd Ab. m > uw > DB DD WW » 
v nt URDN Aw D Ja u 


BDO BU PRO DWDLB DUB W DD mm me m m 


BB DU nr. 


alfo giebt eö mehrere Permutatienen, die ſich ſelbſt verwandi 
Fnb, L D. bier find bie Permutationen 


» 

n 

ws 

— 

ws 

= N 5 
nn m m ma a > DV aD > 


“ ud 3, 3. 


ſich ſelbſt verwandt. Die Menge der ſich gibſt verwanbten 
Permutationen, fürr = I, 2, 3, 4, 5, u. ſ. w. ſey 
2 B, 9 & SM. r w. fe hat han folgende Gleichungen 


‚Ft 


wei. ‘ 
?=ze.t+ı =. 
y=Pftaum4- 
e=1+rP=mW. 
e =6+1= 26 u | 
gS=.e+ st = 5% “ 
y=g+r6 = 22 
I=47+T8= 1% 
ı = 3% 87 = 2620 
ame gI = 9496 
nf w. 


"Das Eliminationsproblem und andere verwandte 
Säge, W 


11. Aufgabe. Es ſeyen ‚für r unbekannte Orbfen Ä 
ı 2 3 ‘ r j ‚ 


X, % X ....%, folgender Gleichungen gegeben - 


. - 
, x 
% . 
’ | 


und ihre Anwendnung auf das Eliminatioisproßlem, 283 


1 1 3 3 om" '.r 
s=uxX+1 xhI3X... + mx... dire 
a .ı 2 3 

. ‚mas hzuxdage... +amz...+arz 
3.1 2 “ 
2* 3x 3x + 8. ..+ aux. .. Harz 
m "; ur F "r 
‚s= ‚nix +nax+ 3x... +amr.. „.rorz. , 
r * Br *3. gu j 


s=rx+ T25 3x ... +ımx...+ırm. “) 
wo n und m eine von den Zahlen 1, 2, 4. .. vr bedeuten; 
man ſel d die unbefannten Gröpen beftimmen, 


, 


Borbereltüng gut Aufldfung. | 


H Man. mache alle Permutatiouen der verſchiedenen 
Elemente 1, 2, 34 0... 2, und verjehe jede nach dem vor⸗ 
hergehenden mit, ihren Zeichen. 


2) Die Stellen, von der Eiten an gerechnet, ſchreibe 
man “ 
1 vor jedes Element in der iſten Stelle | 
2.00. een Stelle u. ſ. w. allgemein \ 


[4 


m ..:, = » 'mten Stelle. 
Was dadurch tarickmm, heiße N, 3.8. fuͤr r&4 it 


\n 


”) Die Ausdräde 1; 12, 13, 9. f. w. ind bier ftatt Buchftaben 
geſetzt, und ſtellen Lokal zeichen vor. Es zeigt nehmlich 
die erſte Zahl die Sleihung, die zweyte die unbelannte Größe: 
an, wozu ein ſolcher Coefficient gebört. So iſt allo nm der 
Coefficient, ber in der nten Gleichung zur mten unbelannten 
Größe gehört, alfo von mn unterfieden. . Hindenburg Nor.- 

ä Syitem. Perm, p. XXV. — 


4 x. Rothe, über Dem 


11. 22; 33.44 + 
11. 23. 320 44 


II. 24. 32. 43. 
11, 24. 33. 423 


12. 21. 33. 44,| — 
12, 21. 34. 43 | + 
I2. 23. 31. 44 | + 
‘12, 23. 34. 41 | — 
12. 24. 31. 43 | — 
12. 24. 33. 41 |: + 


+ irrt | 


. 3) Die Summe aller Eomplerisnen in N, welche ben 
Factor nm haben, werke andgedräct durch nm, iom; 3 3. B. 


für=4 n —33 m; iſt 


———— 32.44 alſo f32=— 11.23.44 
24.43 
+ 13.21.44 
— 13.24.41 
— 14.21.43 
.$.14.23.41 


+ 11.24.32.43 
+ 13.21.32-44 
B — 13,24.32!41 
— 14. 21. 32. 43 
+ 14.23.32.41 


11.22, 34.43 | — 


11.23. 34. 42 | + 
+ 


13. 
13. 
13. 


14. 
1a 


14. 
14. 
14. 


‚14. 


| Betrachtungen, 


4) Jede Complexion in N befteht aus r Factogen, wo 
ſowohl in den vordern als auch hintern Ziffern der Factoren, 
alle die Zahlen 1, 2, 3,... x vorkommen, und jede Com⸗ 
muß in Nvorkommen. 
Deun fiellt man die Factoren dieſer Complexion in der Dide 


"plexion bie diefe Eigenfehaft hat, 


21. 32. 
21. 34. 
22, 31. 


22. 34. 


24. 31. 
24. 32. 


al. 32. 
21. 33. 
22. 31. 
22. 33. 
23. 31. 
23. 32. 


r Ir 


44 


3 


nung, daß die voꝛdern Ziffern, der Reihe nach, 1, 2.3... 


\ ‘ 
\ IL 


und ipre Anwendung aufdas Efiminationsproblem. 285 


- ‘find, ıfo bilden die Bintern Ziffern eine Permuration von 
1, 2, 3,...r3 da nun nach I) alle Permutdtionen von 
1,2, 3, » + » r dargeſtellf werben müflen, fo muß auch die⸗ 
jenige vorkommen, die bie hintern Ziffern bildeten, folglich 
die ganze Complerion, und die gebadhte Permutatioh bes 
flimmt zugleich das Zeichen der Eomplerion. Man kann 
aber. auch bie Bactoren fo fiellen, daß die hintern Ziffern 
ber Reibe nad) 1,2, 3,.. . 7 find, dann bilden die vordern 


Ziffern eine Permutation 1, 2, 3,... x uud zwar biejenige,. 


die der erſtern verwandt (9) if. Da nun dad "Zeichen der 
erſtern Permutation das Zeichen der Complexion felbft. bes 
flimmte, und verwandte Permutationen einerley Zeichen has 
ben, (10) je ift es bey Beſtimmung des Zeichens einer Com⸗ 
plerion, bie in N vortommt, einerley,, ob man bie vordern 
Ziffern ‚der Bactoren nach der Reihe flellt, und die Permu⸗ 
tation der hintern Ziffern in. Betrachtung zieht, wie inı) 
und 2) oder ob man die bintern Ziffern nach der Reihe ftellt, 
nnd die Permuration der vordern Ziffern in Betrachtung 


zieht. 3.8; 79.95.24. 68.47. 82.51.16.33 ift eine Coms 


pierion in N für. rg, Man ſtelle die Factoren fo, daß 
die vordern Ziffern nach ihter natärlichen Folge fommen 


16.24, 33. 47. 51. 68. 7). 82. 95 
fo bilden die bintern Ziffern die Permutation 
6,4 8,7, 1, 8, 9 2, 5 


Nun ſtelle man die Factoren ſo, daß die hintern ae 
nad ihrer Ordnung kommen 


zi.82.33. 24. 95.16. 47.68.79 \ 
fo geben bie vordern Ziffern die Permutarion  \ 
5,8339, 5% 6,7 


Diefe benden Permutatlonen find verwandt ‚ haben alſo die 
nerley Zeichen , nehmlich beyge — ; folglich bat, auch die 
ganze Eomplerion —. Hieraus vergichs fi, daß man 


ı 


% 
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pen Werth für N auch erhält, wenn man alle Permutatie 
gen von, 2, 3, +. . r barflellt, jede mir ihren Zeichen 
verfieht, und, die Stellen von der Linken an gerechnet, 
,2, eis...» hinter jedes Element in der 
Stelle 1,2, 3.... Ms... ſchreibt. So iſt alſo für ræ4 


+ ım 22, 33: 44 | + 31. 12. 23. 44 
— 11. 232. 43. 34 | — 31. 12. 43. 24 
— 11. 32. 23. 44 | — 31. 22. 13. 44 

4 11. 52. 43. 24 | + 31. 22. 43. 14 

+ ım 42.23. 34 |# 31. 42. 13. 24 
— 11. 42: 33. 24 | — 31. 42. 23, 14 


31. 12.33. 44 1 — 4t. 12. 23. 34 
21. 12. 43 34 |# 41. 12. 33. 24 
21. 32. 13. 44 | +- 41. 22. 13. 34 
21.:32. 43. 14 | — q4ı. 22, 33. 14 
21. 42. 13.34 | — 41. 32. 13. 24 
21. 42. 33. 14 |+ 41. 32, .23. 24 


+++] 


welches eben derſelbe Werth ift wie in 2), außer daß die 
Ordnung der Factoren in den Eompferionen, und ber Com: 
pierionen unter einander, andere if. _ 
7 
5) Der Werth von ſam beſteht aus allen möglichen, 
aus (r—1) Factoren beſtehenden Compferionen ‚ wo in den 
vordern Ziffern der Factoren, alle die Elemente 1,2,3,... 1 
tadn auögenommen ‚ und in den hinterm Ziffern auch alle 
die Elemente 1, 2, 3,... 7 jedoch mit Ausnahme des m, 
vorfonımen. Das Zeichen jeder ſolcher Complerüon findet 
ſich, wenn man fie mit nm multiplicirt, und nachſieht, was 
die dadurch entſtehende Permutation-in dem Werthe für N 
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für ein Zeichen has. Hieraus ergeben ſich die Regeln zur” 
Beſtimmung des Wertbes für ſam. 


æ) Man ſchreibe alle Elemente 1, 2, 3,... 1, mit Aus⸗ 
fhluß-des n, in die vordern Stellen, und alle Elemente 
1,2, 3,... 7, mit Ausſchluß des m, in die hinterm Stellen 
der Sactoren, fo ergiebt fich die erſte Cemplexion. 

6) Permutire man entweder alle hintere Stellen und. 
laſſe die vordern ungeändert, oder ‚man permutire alle vors 
bern Stellen und laſſe die Hintern ungeändert, ° 


N) Sm erften Halle fchiebe man in Gedanken, zwiſchen 
der (n - Qien und nten Stelle der Permutetion, welche die 
hintern Ziffern der Factoren einer Complexion bilden, cin m 
ein, fo giebt das Zeichen der dadurch enıfteherden Permu⸗ 
tation der Elemente 1,2,3...r dad Zeichen der Coms 
plerion. Im andern Zalle ſchiebe man iu Gedanken zwis 
ſchen der (m - I)ten und mten Stelle der Permütation, wels 
che die. vordern Ziffern der Factoren einer Complerion bil⸗ 
den, sinn cin, fo bejtinmt die dadurch entſtehende Permu⸗ 
tation, der Elemente 1,2,....r das Zeichen der Comple⸗ 
xion. af diefe Art iſt fuͤr r=5, n=3, m=2 


-_ 
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. nach der erfien It nach der andern % 
[32=- 11. 23.44.55 f32=2— 11. 23. 44.55 
+ II. 23. 45.54 ++ 11. 23. 54.45 
+ 11. 24.43.55 + 11.43. 24. 55 
=. 11,24. 45. 53 — 11:43. 54. 25 
00000, IT. 25, 43. 54 — 11.53. 24.45 
+ 11, 25. 44. 53 + 11.53. 44.25 
+ 13. 21. 44,55 + 21. 13.44.55 
u .— 13.21.4554 7 21, 13.54.45 
Ä - 13. 24.41.55 ° 7 21. 43. 14. 55 
| + 13. 24.45.51 - + 21.43.54. 15 
4 13. 25. 41. 54 ‚+ 21.53. 14.45 
13. 25,44, 500 — 21.53. 44.15 
\ — 14. 21. 43. 55 — 41, 13.24,55 
+ 14. 21. 45.53 + 41. 13.54.25 
+ 14. 23.41.55 ‘+ 41. 23.14.55 
= 14.23.4550 0. —41,23. 54.15 
= 14. 25.41.53 = 41,53. 14.25 
| + 14. 25.43.58. + 41.53. 24.15 
. +15.21.43.54 ° + 51.13. 24.45 
= 15.21.44.53 — 51, 13. 44.25 
— 15.23>.41.54 . — 51.33. 14.45 
. + 15. 23. 44. 51 + 51. 23. 44.15 
+ 15. 24.41.53 \ ‚+ 51.43. 14.25 
- 15. 24. 43.500 — 51.43. 24.15 


Veyde Darſtellungen geben einerley, außer daß die Ord⸗ 
nung der Factoren i in den Complexionen, und der Comple⸗ 
xionen unter einander, anders iſt. Es giebt die Complexien 
14. 23. 41. 55 in der erſten Darfiellung, wenn man zwi⸗ 
ſchen die ziveite und britte Stelir-eine 2 einſchaltet, die Pers 


\ mutation 4, 3, 2, 1, 5 deren Zeichen 4 iſt, folglich hat 
auch die Complerion +. Eben ſo gieht die Compleriou 
4. 53» 14: 25 | in ber andern Darfielung, wenn man 
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zwiſchen der erſten und zweyten Stelle eine eirſchaltet, die 


Permutation 4, 3, 5; 1, 2, deren Zeichen — ft, folglich 
bat dje Complerion auch —. Die mit Puneten bezeichne⸗ 
ten Ziffern ſind hier die eingefchobenen, b) 


6) Aus der Natur der Permutationen iſt klar, daß 


in. (fn+2n.ßn+3n.Bn.+::.+rn.(fin—=N 

nı.fnı+ n2.lm2 4 n3. {fn3+...+ar.üor= N _ 
Denn in,jeder Complerion in N nıhß einer der Factoren in; 
en, 2. . rn vorkommen, aber es kann auch nur eiuer davon 
in jeder Eomplerion vorkommen. Eben fo muß in jeder 
Complexion ia N einer der Sactoren nt, n2, n3.: . „per: 
fommen, aber es kann auch davon nur einer in jeder Coms 
plexion vorlommen. 


+‘ 


D Wenn n und m verfchieden find, fo if 

in. fim-+2n,f2m +3n. Bm + an.fgm-+..:Frn, {rm 20 
Denn die ganze Reihe enthält lauter Complerionen von 
r Sactoren, wo fi den vordern Stellen ber. Factoren alle 
Zahlen von 1. .. votkommen, in de hintern Stellen 
aber, die Zahl mı fehlt, dagegen aber n zweymal vorkommt: 

Jede Eomplerion bie diefe Eigenfchaft hat, muß in ber 
Reihe zweymal vorfommen; denn man ordne die Factoren 


b) Dte Zeichen fa dem Werthe von Inm fuͤr 18 K, find ber Reihe 
na bep beyden Arten, eben diefelben wie in dem Wer: 
the vonN für r.»k—1, wenn ntm gerade til, und die umges 
fehrten, wenn ntm ungerade iſt, wie bier. Es verftebt fi 
nehmlich, daß die Permurstionen unter ſich güt geordnet find. 
Daber hat Die erfte Gompicrion, welche bey beyben Arten eis 
netley iſt T wehn nt m gerade, und — wenn u tm, wie hier; 
ungerade fit, und das Zeiwen jeder folgenden Permutation; 
oder die zugehoͤrige Complexion, laͤßt ſſch aus Den Zeichen der 
porberuebenden, nad. eben der Regel wie in (8) beftimmen, 
Der Beweis gründet fih_anf 3.2 Zuf. Firr= 8 find die 
Zeichen in 157 nach der Meihe eben fo; wie in N für r== 7. 
und in 154 die umgelehrten: 


n 


oo. | 8 


* 
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fo, daß die vordern Ziffern Davon ‚der Reihe nach 1, 2, 3..« 
find, fo bilden die hintern Ziffern eine, Prermutation. der 
x Elemente 1,2, 3, .. 7, worinnen aber m fehle, und de 
gegen n.zwegmal vorkommt, Es komme daß n vor in be 
pten und qten Stelle, von ber Tinten an gerechnet, nud eh 
fey q> p, oder die Complexion ip 
ee... PM...» go re. 
(6 kommt diefe Complexion vor einmal in pn. [pm und be 
hat fie dad Zeichen ie Die Complexion in N 
. se: PM... . N...8 ’ 
das anderemal in qn. ſam, hier hat fie das Zeiche wie bit 
 Complerion m N 6 
..pu...qm . .. 
Bende Complexionen aber haben verſchiedene Zeichen, weil 
bey den Permutationen, die die hintern Ziffern bilden, Died 
die Elemente n und min den Stellen p und q vertauſcht 
find, Es heben ſich alſo beyde Complexionen auf, ud 
ſonſt kann dieſe Complexion, welche gie darſtellt, weiter 
nicht vorkommen. Es ſey z. B. —9; n=I; m=4 
ſo iſt fuͤr die Complexion 
15. 23. 31. 47. 51. 66. 72. 89. 98 
p=3 4 , und ſie konimt vor, einmal in 31.134, und da 
hat ſie das Zeichen wie die Complexion in N 
15. 23. 34. 47. 51. 66. 72. 89. 98 
oder wie die Permutstion - | 


5,3, 4,4, 2, 9,88 


das anderemal in 51.154, und ba bat fie das Zeichen wie dit 
Eomplerion in N | " 


15. 23. 31. 47. 54. 66. 72. 89. 98 


? 
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oder wie die Permutation 


5. 3, 1 7, à, 6, 2,9, 8 
Beyde Prrmutationen. aber haben verfchiedene Zeichen , weil 
blos die Elemente 1 und 4 in ben Stellen 3 und 5 vertauſcht 
find (wegen 7), mithin heben ſich die beyden Complerionen 
auf. Eben fo tft für = "4 n=2; m=3 


fı2.fı3l | ba tsst _ 
la2.1a3f 7 lan tgaf © ® 


Di + 12. 21. 32. 44 | + 11. 22, 32. 44 
- 12. 21. 34. 42 | — II. 24. 32. 42 
- 12, 22. 31. 44 | — 12. 21. 32. 44 
+ 12. 22. 34. 41 | + I2. 24. 32. 41 
+ 12. 24. 31. 42 | + 14. 21. 32. 48. 
= 12, 24. 32. 41 | = 14. 22. 32. 41 


* 
8' 
x 


11. 22. 32. 44 IL. 22. 34. 42 


+ 11. 22. 34,42 | # II. 24. 32. 43 

+ 12, 22. 31. 44 | + 12..21. 34. 42 

= 12, 22. 34. 41 | — 12%, 24. 31, 42 

- 14. 22. 31. 42 | - 14. a1. 32. 42 
+ 


14, 22. 32. 41 | + 14. 22, 31. 42 
=o | 
8) Wenn n und m verfchieben find fe ift \ 

ni. {m +n2.fm2 +n3.1m3-+....+or {mr =o 
Denn die ganze Neihe enthält lauter Ernipferionen von 
r &actoren, wo In den hintern Stellen ‚der Factoren alle. 
JZahlen von z. . .r vorfonimen, ih den vordern Stellen aber 
ji Zahl m fehlt, dagegen aber n zweymal sorfommt. Je⸗ 
de Complexion, 'die diefe Eigenfchaft hat, muß in der Reihe 


imeymal vorfommen. Denn man dröne die Sactoren fo,. 
0 za 
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. lo: 
II. 22, 33.44 | + 13. 21. 32. 44 
11.22, 34.43 | — 13. 21, 34. 42 
II. 23. 32. 44 | — 13. 22, 31. 44 
IL. 23. 34. 42 | + 13. 22. 34. 41 
IT: 24. 32. 43 | + 13. 24. 31. 42 
11. 24. 33. 42 ! — 13. 24. 32. 41 


44444* 


12. 21. 33. 44,| — 14. 2l. 52. 43 
12, 21. 34. 43 | + 14..21. 33. 42 
12. 23. 31. 44 | + 14. 22. 31. 43 
12, 23. 34. 41 | — 14. 22. 33. 41 
12. 24. 31. 43 | — i4. 23. 31. 43 
'12..24. 33 41 r 14. 23. 32. 41 


riirt| 


3) Die Summe aller Eomplerimen in N, welche den 
| Sacter nm haben, werke ausgedruͤckt durch om. Inm; 3. B. 
fürr=4; n=3; m ift 


32. (32=— 11.23.32.44 alſo 1332=— 11.23.44 


r 11.24.32.43 e +11.24.43 

+ 13.21.3244 + 13.21.44 

\ — 13,24.32./41 — 13.24.41 

— 14.21.32.43 "oe 14.21.43 

+ 14. 233. 32. 41. .14. 23. 41 
Betrachtungen. 


4) Jede Complexion in N befteht aus r Factoren, wo 
ſowohl in den vordern als auch hintern Ziffern des Factoren, 
ölle die Zahlen 1,2,3,...r vortommen, und jebe Coms 
plexion die diefe Eigenſchaft hat, muß in'N vorkommen. 
Deun ſiellt man die Zactoren diefer Complexion in der Orbs 
nung, daß bie vordern Ziffern, der Reihe nach, 1,2, 3,...5 


\. 


\ ® 
\ F 
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- "find, ‚fo bilden die Hintern Ziffern eine Permuration von 
3,2,3,...75 da nun nach I) alle Permutstionen von 
I, 2, 3, + » r dargeſtellf werben muͤſſen, fo muß auch ‚dies 
jenige vorfommen, die die hintern Ziffern bildeten, folglich 
die ganze Eomplerion, und bie gedachte Permutatioh bes 
ſtimmt zugleich das Zeichen der Eomplerion. Man kann 
aber. auch die Factoren fo fiellen, daß die hintern Ziffern 
per Reihe nah 1,2, 3,.. . T find‘; dann bilden die vordern 
Ziffern eine Permutation 1, 2, 3,... 1 und zwar diejenige, 
die der erftern verwandt (9) if. Da nun dad "Zeichen der 
erſtern Permutation das Zeichen der Complexion felbft bes 
ftimmte, und verwandte Permutasionen einerley Zeichen has 
ben, (10) jo ift es bey Beſtimmung des Zeichens piner Com⸗ 
plexion, die in N vorkonmr, einerley, od man bie vordern 
Ziffern ‚der Bactoren nach der Reihe ftellt, und die Permu⸗ 
tation der hintern Ziffern in Betrachtung zieht, wie in 1) 
und 2) oder ob man die hintern Ziffern nach der Reihe ftellt, 
nnd die Permuration der vordern Ziffern in Betrachtung 
zieht. 3.8. 79. 95.24. 68.47. 82.51.16.33 ift eine Com⸗ 
plexion in N für 9. Man ftelle die Factoren fo, daß 
bie vorbern Ziffern nach ihter natürlichen Folge kommen 


16.24, 33. 47. 51. 68. 7). 82. 95 
| fo bilden die hintern Ziffern die Permutation 

6,93, 7, 1, 8, 9 2, 5 | 
Nun flelle man bie Factoren fo, daß die hintern Ziffern 
nach ihrer Ordnung kommen 

51.82.33.24.95.16.47.68.79 
fo geben die vordern Ziffern die Permutarion - J— 
5, 8,32, 91, 4 6, 7 


Diefe benden Permutasionen find verwandt, haben alſo ei⸗ 
nerley Zeichen, nehnlich beyde —, folglich hat auch die 
ganze Eomplerion —. Hieraus ’esgicßt fi, daß man 


⸗ 


% 
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nen Werth für N auch erhält, wenn man alle Permutatie⸗ 
gen von, 2, 3, +. . r barflellt,. jede mit ihren Zeichen 
verfieht, und, die Stellen von der Tinten an gerechnet, 
1,2, ui...» hinter jedes Element in der 
Stelle 1, 9,30. +: m,“... ſchreibt. So iſt alſo fuͤr r4 


- # 11. 22, 33. 44 | + 31. 12. 23. 44 
— 11. 22. 43. 34 | — 31. 12. 43. 24 
— 11. 32. 23. 44 | — 31. 22. 13. 44 

411. 52. 43. 24 | + 31. 22. 43. 14 

+ ı1 42.23. 34 |# 31. 42. 1%. 24 

— 11. 42; 33. 24 | — 31. 42. 23. 14 


31. 12.33. 44 1 — 4r. 12. 23. 34 
21. 12. 43. 34 |# 41. 12. 33. 24 
21. 32. 13. 44 | +- 41. 22. 13. 34 
21..32. 43. 14 | — 41. 22. 33. 14 
21. 42. 13. 34 | — 41. 32. 13. 24 
21. 42. 33. 14 |+ 41. 32, 23. 14 


+++ 


welches eben derfelbe Werth ift wie in 2), außer daß die 
Ordnung der Factoren in den Complexionen, und der Com⸗ 


pierionen unter einander, anders if. _ 
: 5 . / 


5) Der Barth t von Inm befteht aus allen möglichen, 
aus (r—1) Factoren beſtehenden Compferionen ‚ wo in den 
vordern Ziffern der Factoren, alle die Elemente 1,2,3,... 1 
tadn auögenommen , und in den hinterm Ziffern auch alle 
die Elemente 1,8, 3,20. 7T, jedoch mit Unsnahme ded m, 
vorfonımen. Das Zeichen jeder folcher Complerion findet 
ſich, wenn man fie mit nm multiplicirt, und nachſieht, was 

bie dadurch entſtehende Permutation.in dem Werte für N 
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‘für ein Zeichen has. Hieraus ergeben fich die Regeln zur 
Beflinmung des Werthes für fom, 


æ) Man ſchreibe alle Elemente I, 2, 3,... 5 mit m 
ſchluß des n, in bie vordern ‚Stellen, und alle Elemente 


1,2, 3, + . . 7, mit Augfchluß des m, in die Hintern Stellen 


"der Factoren, fo ergiebt fich die erfte Ermplerion. | 
-B) Permutire man entweder alle hin ere Stellen nnd. 

laſſe die vordern ungeändert, oder man pernutire alle vors 

bern Stellen und laſſe die Hintern ungeänbert. > 


y) Im erften Falle ſchiebe man in Gedanken, zwiſchen 


der (n- iten und nten Stelle der Permusetion, welche die 
- bintern Ziffern der Factoren einer Complexion bilden, cin m. 


ein, fo giebt das Zeichen der dadurch enıftehenden Permu⸗ 
tation der Elemente 1,2,3...r dad Zeichen der Coms 
plerion. m andern Zalle fchiebe man iu Gedanken zwis 


ſchen der (m — ı)ten und mten Stelle her Permutation, wels 
che die. vordern Ziffern der Factoren eier Complerion bil⸗ 


den, ein m cin, fo beftinimt die dadurd) entftehende Permu⸗ 
tation, der Elemente 1,2,...r das Zeichen der Comple⸗ 
xion. auf bie Art iſt für 25, n=3, m=2 


- 
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nach der erfien ht ' nach der andern In 
[32=- 11.23.44.55 S32=2— 11. 23. 44.55 
++ 11. 23. 45.54 “+ 31.23. 54.45 
+11. 24. 43.55 + 11.43. 24.55 
—. 11.24. 45.53 — 11:43. 54. 25 
.— 11. 25, 43. 54 — 11.53. 24.45 
+ 11, 25. 44. 53 + 11.53. 44.25 
4 13. 21. 44,55 + 21.13. 44.55 
= 13. 21. 45.54 „m al, 13. 54.45 
Ä - 13. 24.41.55 ° —— 21.43.14.55 
| 4 13. 24.45.51 - + 21.43. 54.15 
+ 13. 25. 41.54 ‚+ 21.53. 14.45 
+13. 25.44.5100 —21,53.44.15 
-— 14. 21.43.55: — 41. 13. 24. 55. 
+ 14. 21. 45. 33 + 41. 13. 54. 25 
+ 14. 23. 41. 55 + 41, 23. 14. 55 
244. 23. 45,51 — 41, 233, 54. 15 
- 14: 25.41.53 — 41. 53.14. 25 
+ 14.25-43.58 + 41.53.2415 
+15.21.45,.54 ° - + 51.13. 24.45 
- 15.21.44. 53 — 51, 13. 44. 25 
— 15. 23. 41.54 — 51,23, 145 45 
+ 15. 23. 44. 51 + 51. 23.44.15 
+15.24.41.53 x + 51.43. 14.25 | 
— 15.24.43. 58° — 51.43. 24.15 


Beyde Darſtellungen geben einerley, außer daß die Ord⸗ 
nung der Factoren in den Complexionen, und der Comple⸗ 
xionen unter einander, andersift. Es giebt Die Complerien 
14. 23. 41. 55 in der erften Darfiellung, wenn man zwis 
ſchen die zweite und dritte Stelir eine 2 einfchaltet, die Pers 


mutation 4, 3, 2, I, 5 Deren Zeichen + ift, folglich hat 
aud) die Compferion +. Eben-fo gieht tie Complerioa 
4. 53. 14. 25, in ber andern Darftellung, wenn man 


_ 





N 
. 


2 
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w⸗ 


zwiſchen der erſten und zweyten Stelle eine 3 ein fchaltet, bie 


Permutation 4; 9, 5; 1, 2, beren Zeichen — ift, folglich 
bat dje Complerion auch —. Die mit Puneten bezeichne⸗ 
ten Ziffern find hier die eingeſchobenen. 5) 


[| . 


65 Aus der Natur der Permutationen ift Mar, daß 


In. fin -+2n.fan$#3n.Bn.+::.+rn.(fn=N 
‚ ar.far+n2.m2+nzn3+...+0r. or = N _ 


Denn in,jeder Complexion in Nmuß einer der Factoren in; 
on, x, „rn vorkommen, aber cd kann auch nur einer Davon 
in jeder Eomplerion vorkommen. Eben fo muß in jeber 
Complexion in N einer der Bactoren nr, n2, n3.:. , vers 
kommen, aber es kann auch davon nur einer in jeder Com⸗ 
plexion vorfommen | 
7) Wenn n und m derfchieden find, fo ift 
in. ſim 4 2n. ſam +30. Am + an. ſam 4. . Fri. ſimæo 
Denn die ganze Reihe enthaͤlt lauter Complexionen von 
x Factoren, wo M den vordern Stellen der. Factoren alle 
Zahlen von 1. .. r botfommen, in de hintern Stellen 
aber, die Zahl mm fehlt, dagegen aber n zweymal vorkommt 
Jede Complexion die diefe Eigenfchaft hat, muß in der 
Reihe zweymal vorkommen; denn man orbne die Gäctoren 


b) .‚DteZeihen fa dem Werthe von nm füt s K, find der Reiße 
nach bey bevden Arten, eben diefelben wie in dem Wer⸗ 
the vonN für r.»k—1, wenn nt+m gerade iſt, und die umge 
kehrten, wenn ntm ungerade iſt, wie bier. Es verftebt fi 
nehmlich, daß die Permurstionen unter ſich güt geordnet (ind, 
Daber hat bie erfte Compléerion, velche bey beyden Arten eis 
nerley ift F wehn nt m gerade, und wenn u tm, wie bier; 
ungerade ift, und das Zeimen jeder folgenden Permutation; 
oder die zugehörige Complexion, laͤßt ſich aus Den Zeichen der 
porheruebenden, nad. eben der Negel wie in (8) beftinnmen, 
Der Beweis gründet fih anf 3.2 Zuf. Fur r S. 8 find die 
Zeichen in 157 nach der Reihe eben fo, wie in N far r== 7. 
und in 154 die umgelehrten: | 


n 


. | 5* 
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fo, daß die vordern Ziffern davon der Reihe nad) r, a, KIEL, 
find, fo bilden die hintern Ziffern eine Permutation der 
x Elemente 1,2, 3, ++. x, worinnen aber mı fehle, und da⸗ 
gegen n zweymal vorlommt. Es komme das n vor in ber 
pten und gten Stelle, von der Linken an gerechnet, nud eb 
ſey a>Pp, oder bie Complexion fy 
ce... PR... gNnN. ne. 

ſo kommt dieſe Complexion vor einmal in pn. [pm und de 
hat fie das Zeichen wie Wie Complexion in N Ä 
ww... pm „er. qan. ‚ 
das anderemal in an. fqm, bier bat fie das ;8 Zeile wie bit 
| Gomplerion m N 

PR... gm nn. 
Bende Complexionen aber haben verſchiedene Zeichen, weil 
bey den Permutationen, die die hintern Ziffern bilden, blos 
die Elemente nunb min den ‚Steffen p und q vertauſcht 
find. Es heben fich alſo beyde Complerionen auf, und 
fonft Kann diefe Complerion, welche ge darſtellt, weiter 
nicht vorkommen. Es ſey z. B. —9; n=ı; m=4 
ſo iſt fuͤr die Complexion J | 

. 15. 23. 31. 47. 51. 66. 72. 89. 98 
r=34=5 und fi: konimt vor, einmal in 51.134, und da 
bat fie das Zeichen wie die Eomplerion in N 
15. 23. 34. 47. 51. 66. 72. 89. 98 

oder wie die Permurstion 


5,3, 4,79% 0, 2, 9,8 


das anderemal in 51.134, und ba hat fie das Zeichen wie die 


Complexion i in N 
15. 23. gr. 4 54. 66. 72. "99. 98. 


t 








und ihre Anwendung auf das Elimin 


oder wie bie Permatation 


53,1, 6%98 
Beyde Prrmutationen.aber haben verfchiebene Zeichen, weil - 
Plos die Elcmente 1 und 4 in den Stellen 
find (wegen. 7), mithin heben ſich die 
auf, Eben ſo iſt für — 43; na; 


112. 131 


122. 1231 


d. i. + ı2, 

- 12. 
- 12 
+ 12, 
‚+12. 


‚12 


II. 
II. 
12, 
12, 
14. 
14, 


C++ 


+1 


21. 32. 
21. 34. 
22. 31. 
22. 34. 


24. 31. 


24. 32. 


22, 32. 


22. 34., 


22. 31. 
22. 34 
22, 31. 
22. 32. 


m=3 

i | .f 3p 
4 63 3 

142. 5435, 
44 | + 11. 22. 32, 
42 _ IL. 24. 32. 
44 - 12. 2I, 32, 
AL | + 12. 24. 32. 
42 | # 14. 21, 32, 
41 | = 14. 22. 32. 
44 ı — 11. 22. 34. 
43 | + 11. 24. 32. 
44 | F 12. 21. 34. 
41 | = 1% 24. 31. 
42 | - 14. a1. 32, 
41 | + 14. 22. 31. 
eo 


8) Wenn n und ın verfchieden find fe ift 
ni. fan +n2.fm2+n3.1m3+.... for fmr =o 


Denn die ganze Weihe enthält fauter Erniplerionen von 
T Factoren, wo in den hintern Stellen der Factoren alle. 
Zahlen von 1... r vorkommen, ih den vordern Stellen aber 


ationsproblem, agı. 


x 


3 und 5 vertanſcht 
beyven Eomplerionen 


die Zahlm fehlt, Dagegen aber n zweymal sorfommt. 


de Complexion, 'die dieſe Eigenfchaft hat, muß in der Reihe 
zweywmal vorfommen. Denn m 
on x a 


IN 


and 


rdue die Factoren ſo, 


\ 


" ⸗ 
8 


998: X. Rothe,/ uͤber Permutationen 


daß die Hintern Ziffern davon, der Reihe nach 1, 2,3... 1 
find, fo bilden die vordern Ziffern eine Permutation derr 
Elemente 1, 2,3... x, worinnen aber m fehlt, und bagı: 
‘ gem n zweymal vorfommt, Es komme das n vor in det 
pten und gten Stelle, von der Tinten an gerechnet, und eh 
fey 12 over die Complerion ſey 


Deo... Me. 


fo fommt dieſe Complexion vor, einmal in üp.{mp, und da 
hat ſie das Zeichen, wie die Complexion i in N 


Mae) Zee Eee 


dat anderemal in ng. Img, und ba bat fi fie das Zeichen, wie 
die Complexion in N 


0op . .mq 


Beyde Complexionen aber haben verſchiedene Zeichen, weil 
bey den Permmurationen, die Die vordern Ziffern bilden, blos 
die ‚Elemente n und m, in den Stellen p und q vertauſcht 
find. Es heben fi) a'fo beybe Permutationen auf, und 
nf kann diefe Complexion, weiche alle Darftelle, weine 


‚ sicht vorkommen. Es ſey z. rg, n=7, a5; 


ſo kommt bie Eomplerion 
| 41. 72. 33. 84. 15. 26. 97: 78. 69. = 


"ver, einmal in 72.152, und hat at ſie das Zeichen wie die Com⸗ 
plexion in N. 


, 47. 52. "33. 84.15. 26. 97) 78. 69 


oder wie die Permutarion 


4 5, 3, 5°, % 9, 7, 6 


"dad.anderemaf in 78. 58, W und da Lat fie das Zeichen wie bie 


Gomplerion it N 
4JI. 73. 33. 84. 15. 26. 97 58.:69 


„ 


und ihre Anwendung auf das Eliminationsproblem. 298 
oder wie bie Permutation | 


4 7 3 8, 2, 9, 5,6 
8. yde Permutstionen aber haben verfchiebens Zeichen, weil 
die Elemente 5 und 7.in den Stellen 2 und 8 vertauſcht ſind 
(wegen 7), mithin heben ſich die beyden Eomplexiouen auf: 
Eben fo iſt für: =4 m=4)/0n=J 


fir san . fı3 L43\ _ 
(2 142 | “ Be 


- 17. 12, 23. 34 | -— ı1. 22. 13. 34 
+ Iı. I2, 33. 24 P +11. 32..13. 24 
+. 11. 22. 13, 34 | + 21. 12. 13. 34 - 
- 11. 22. 33. 21. 32. 13. I4 
11. 32. 13, 24 | — 31, 12. 13. 24 
II. 32, 23, 14 | + 31. 22, 13. 14 
+ 


Ja 
i 


’ 


II. 2% 33. 14 
" LI. 12, 3% 24 IIL. 32. 23. 14 
= 21. 12. 13 34— 21. 12, 33. 14 
+21. 12. 33. 14 | # 21, 32. 13. 14 

+ 


+ 
+ 11. 12. 23. 34 


FF 31. 12. 13, 24 31. 12. 23, 14 
- 31. 12. 33, 14 31..22. 13. 14 


zo - 
Aufloͤſung. 


m BB 3 j n : re. . u 
9) *=(sfimhs.fam+s.i3m+..s.lam+..+5s,frm): N 


"Beweis, 
Bıym der gehedenen Gleichungen iſt 


I 


Eu 


293 *. Rothe, über Permutationen 
= —. 
s.fım = I. ſim. x +12, ſim. x 13. ſim. x 
| +... tin. fm.x+..tir.lım.x 
om 2u.fm.x +22. 0m.x}23.(am.x 
+.. Ham am. „tar amız 
A fzm = = [3m. x+32/zm +33. gmx 


+. — fzmxt Am 


n 2 3 
s. ſum & ni. fnm. x + n2. ſom. x+n3.fnm.x 

“ “ m . re 
+... Fnmfoam.x+.. tor. ſnm. x 


‘ 


» ®e 
Du 7 . o 


r 1 2 8 

s.Irm= rı.frm.x pra.irm x +13. ſrin. x 

m r 

+...+7m.f1m.x+..+rr.{rm.x 

Die Summe der mten Werticalzcihe rechter Hand des Glei 

heits zeichens ift wegen 6) gleich Nz, x, aller übrigen, wegen] 
gleich 0; in 


n 1 J 
mt s s. (amt s.G3m+..+5.inm bet s.Iirm= N: 
"woraus bie gegebene Auflöfung folgt. 


Anderer Beweis, 


' Dan ſubſtituire die in der Aufldſung gegebenem Weri 


für x, x, ... x, in irgend einer der gegebenen Gleichn 
Ä \ gen, 3.3. in der nıen, fo erhalt man: 


| — 


zn ad ihre Anwendnung aufbas Etiminationsproblem, 265 


1 3 
tz MIX N= = DI, cu. P nI. fa s+nl, f 31.5 


Pr 
fin et n2. fur. s Huch ni.ſri.v 
2 3 
je naxN=n. fı2.s En: Mans in [32,5 
r 
ul: +.. ‚2 * +22. {ra s 
x 3 3 
sl 03x Nn3.013.5+ n3.[23. Spng.133,5 
n r 
—* nn a ꝓ . nʒ trʒes 
m ° 1 
— am x N=nn.fim.s-+ nm. u. SH ni. Sms 
Fu t..+om. mat. Ham. fims 
’ : s & , 2 
no 2 8., 
nm aıN= arfır.s + op. far. stanfsns 
| n r 
Ir: +..torfors+.. + ar. {ms 


nußfer ift die Summe der nm Berticalreihe rechter Hand bes 
„Bleichheitäzeichens, = Ns nad) 6), aller Äbrigen, nach 8) 
rs 03 fotzuch 


3 r n 
„A.xN-+n2.x N+n3.xN+...+orx N = Ns; woraus 
bie nte von den gegebenen Gleichungen folgt. 


Zuſaͤtze. 
ı 253 


10) Es feyen gegeben ehr. r unbefannte Groͤßen y, y, y. 


5, folgende r Gleichungen. 


y 


t n 


KU 2 


I - \. 
26 .- X. Morde, über Permutationen. 


DER SE Ba De VE 
v=ny+2y+31y+...+oly+t..t+rıy 


- 2 1 


ı .,3 3. 2 £ 
v=12y+22y+432y +. +22 y++-.+72Y 

3 1 2 3 n 5 

v=13y+23y +33Y/+. +37 * ... 13 


— 


m I 2 3 nn. x 
v=my+my+3my+..+nmy+..+rmy 
. r ” " \ 


T. . 2 " 3 * on 9 Er. 
bit v=Iry+ary+z3ry+...$aryt+t..+toıy 
1 


1 4 a, m r 
= (y.inı +v,fn2+v.{p3 +... +v.fam+..+v.far); N 
Beweis. 


1 1 2 3 n. r 
vie Bay iy 3J. fa: ” +nıfar.y..+r2.{nn.y 
— 

7 


Ka fn2. —2 fa2, vr {n2. 740 ma, y. . -Fra. ſnↄ.y 


3 
v inzeıg, inay-h23. {n3 3.3433 n3.y..+23. fn3. y. hr .[n3 y 


2 
» 


m 


. ® 
4 
ı® 


| | 2 . 3 
‚ v. {pm = 1m. ſnm. y + 2m. ſam. y +3m. ſnm. y 


11 -' 8 
4. Fnm.fnm. Y...+rm. f{nm. y 


7 1 2 3 n r 
"v.farsir, fhr,y+2r.fn r.y+3r.for.y..+arfor.y..+rr.for.y 


Hier it die Summe der aten Dersicatreibe rechter Hand des 


Gleichheitszeichens — Ny nach 6), aller übrigeu—o, nach 
8) folglich 


mtv. fn2+ vefnz... 4 v.fnm,.. + Yon — = Ny 
woraus bie gegebene Aufldſung folgt, \ 


* 
NEE 





und ihre Anwendung auf das Eiiminatlonsproblem. 294 


Ein Anderer Beweis liege fih wie in 9) vermittelſ 6) 


und 7) geben wenn man die in der Aufloͤſung für 
1 2 3 


Yy Yı Yo. y gegebenen Bertbe, in irgend einer ber ges 
gebenen Gleichungen z. B. in der mten fabftituirte. 


Ein dritter Beweis ließe ſich fo führen; 


4 


Vertauſcht man die erſte und zweyte Stelle jedes Eoeß 


ficienten mit einander, oder ſetzt man überall ſtatt des Coef⸗ 
ficienten pq den Coefficient qp, fo bleibt Nungeaͤndert, wie 
leicht aus der doppelten Darftellung von N nach 2) und 4) 

erhellet, und Inm geht über in ſmn, und umgefehrt, welches 
daraus erhellet, wenn man {nm nach der erften Art von 5) 
und {mn nad) dedyiwepien Art entwideln, 


[ 


| Da nun die Gleichungen in 10) ans denen zu Anfange 
gegebenen entftchen, wenn man überall 
fat © x und allgemein pq 
ſetzt v ⸗ 9p 
fo entſteht durch die gedachte Subfürution, aus der dortigen 
Aufldſung 
m sI \ £ j ‚ 
x=(s. (ms. fm. Bm...+s{m); N 
dann für den Fall für 10) die Hufldfung 
m 1 2 3 — 
y=(vfm+vfm 4 v. ſn3 ... 4 v. ſmr): N 


welches die hier gegebene in, nur daß mund u vertauſcht 
find, 


4 


1) Erläuterung. Es feyen gegeben für 4 unbes 


kannte Größen, die vier Gleichungen 


—* 
a 





2 . X. Rothe, über Permutationen 
—— bx + er + dr 


2 
eure 


2 4 
== ix + kz + 1x +mx 


3 
s 
4 I 23 4 
s —=nx Fox + px + 9x 
4 
4m 
. 4 
= Es 4554 G+ Hs 


...3 3 4 
‚Is N .— 


* os PS+Qs 


mA, 9 ... Q bios duich au b N 4 beflimme find 
Bir nun auch 


1 
DR = ay + ey +iy ar . 
2 In Fu 3 4 [N 
ı  v=by+tfiy+rky+toy 
8 ’ı a 3.0 4% 
v=cy-+tgy+tIiytpy 
& 4 i 1 2 3 4 
V dyhy my -+.9y 
ſo iſt auch 


andihre Anwendung auf das Eliminationspi oblem. 299 
1 | 2 3 4 . . 
y=Av+ Ev+Iv+ Nv 

— Bv + Fv + Kv+ Ov ) 


1 2.3 4 
= Cv+6Gv+ Lv + Pv 


Kanu en 
| 


1 23 4, 
=Dv+ Hv-+ Mv+0Ov \ 
wenn alfo bey den gegebenen Gleichungen, Horizontale 
reihen der Eoefficienten in Verticalreihen, und umgekehrt, übers 


geben, fo-findet dad auch bey den. Aufldſungsgleichungen ze 
ſtatt. J 


Beyſpiel. Es ſey gegeben | | L 
1 2 3 4 ⸗ 
= ı x+ 2xs+ 5x+ ux + 7x 
2 2 3 4.,.5 0 
= 19x + 15x +27 x — ıgx —13x .n 
1 2 3 4 5i 
=-4x + 6x—ı10x+ 24x + 9x 
1 2 3 5 


4 
= 8X— 17x—3x+ 20x + 2x N 


+ 


nu ma un un % “ 


1 2 3 4 5 
==-13x+16x—2ıx + 14x + 26x 
fo finder fi) durch angeftellte Berechnung 


8 — — 
300 X, Rothe, über Penn 


2 - 


u —— 83650 5 4 133135 : 
+74805 + 153855 — | 
2518855 <=. 46568 + 60897 8 

3 > 4 
+89487 .- 42359 ° + 33979° 


1518955%— * 315468 ’ — 36187 : 
4 


ser 657555 = 403495 
BEE 2 
2518855 x = + 53503 s--Io1o2s, 
4. 5 


+117383 . 1237208- 54379 8 


95718855 2. r tiasa- + 53043 
. — 152901 + 56530 s-+.91988- : 


r + 


Wäre aber ur | 
1 1. | 3° 4 E 5 
54195 - 474 8y - 13Y 


1 2 3 4 5 
v=2ytı5sy+ 6y7y- ııy+16y 


02 3.04 $ 
;vz5y+27Yy- 107 = .537 =-.217 
ı. 1 2 3 4 5 
v=I1y- ı8y + 24y + 20y + 14 


s 1 


2 4 4 5 
v= 7y- ı3yt° 9y + 122 + 26y° 


‘ 


⁊ 


und ihre Anwendung aufdas Eliminationsprobfem. 30x 
fo folge auch, ohne eine neue Rehung vetzenhmen 


HaNSaÖBV+s3S03S Th ruagagr | 


Bs18855 7 —+ 133135 \ v + 60897. 


361877 - 10102 v+ sr 
so . 
85788557 = + maBosv+ 82487* 


Km sn Haraar- 152001 7 
2 


BS188557=4 153835 7- Aaasor 
4 5 
u Garssr- tastov't 56530 4 


v 


2518855 y= + 46040 v +33929 
F 40349 v-. 5437974 91983 4 


,.. nm) Iſt endlich für jedes p und q, pq — üp, oder iſt 
bey den gegebenen Gleichungen, ‚für jedes mi die mte Ho⸗ 

rizontalreihe ber Coefficienten, mit der mten Vertitalreihe 

derſelben einerley; die Horizontalreihen nehmlich von oben 

herab, und' die Verticalreihen, Yon der Linfen nach ber 

Rechten zu gerechnet, fo Ift auch allgemein Ipq == fgp, oder 

die mte Horizontalreihe der Coeffirienten, nit ber mten 

Verticalrelhe derſelben, auch bey den Aufldſungsgleſchungen 
einerley. Es ſey z. B. für ſechs unbekaunte ‚Größen: 


- 


“ 


. 


302 "X, Rothe, über Permutationen 
0 a 3 ee 5 er 
osmaxthbx + cx+dxtex+fx 
2 1.3 3 4 5 6 
s=bx+gx+hxtix+kı+ I|x 
3.1 ‚® 3 4 5 26 
s=cx+thx Fmx+nx+ox+tpx' 
a 01 2 3 56 
s=dxtixtnx+g tr tr 
5 1 2 3 4 5 6 
s=ex+kx+ox+ rx+tuxr+vx 


6 I 2.35 4 5 6 

s=fx+ix+pxttctvxtwg 
- iſt auch 

1 2 3 4 0.5 6. 

x=As+tBs + Cs +Ds Es +Fs 

2 I 23 4 ; 6 
xzBs+Gs+Hs +Is+- Ks + Ls 
3 I 23 4 5 6 
xs=(Cs +Hs+Ms +Ns 40s +Ps 


4 a 2 3 4 5 6 
x=Ds+ Is +Ns+Qs+Rs+ Ts 
5 7 2 3 4 5 6 
x=Es+Ks +0Os+Rs -Us+ Vs 
ee VE 3 45 6 
xfst Ls+Ps +-Ts +-Vs WsS. 
wo die Coefficienten A, B, C, D, E... W bios durch 
a, b,c... w beflimmt werden. - Eine Anwendung diefed 
.. &aizes findet fich in meiner anderwärts aufgeführt befindlis 
hen Abhandlung über die Summen der Combinationen der 
Wurzeln in hoͤhern Gleichungen: - 


13) Fuͤr diejenigen, denen der Gebrauch der Permuta⸗ 
sonen noch nicht geläufig ift, laͤßt fich die in 11) gegebene 
Erläuterung, „unabhängig von ben Permutationen, fo cre 
weifen, a , 


⸗ 





| 
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Subſtitnirt man die Gieichnugen P) in denen von «) 
fo ergeben fich folgende Gleichuygen zur Befimmung ı der 


\ 


unbefannten Eoefficienten A, B,C...Q;- 


e) aA+bE+cI+dN= ı 
eA+fE+gI+hN=o 
3A+kE+MU--mN=o 
BA+oE +pI+-gqN=o 


aC+bG-+cL+dP=o 


eC +fG+gL+hP=o 
IC+kKG +IL+mP= 1 
nCH+-0G +pL+qgP=o 


Subſtituirt man hingegen bie Gleichungen in «) in denen 
in 8) fo ergeben fich folgende Gleichungen, zur Beſtimmung 


AB+bE+eK+dO=o 
eB+fF+gK+hO= 


iB+kF+IK-+mO=o 
nB-+oF-+pK-+-qg0=0 


.aD+bH+-M+4Q=0 
eD+fH+gM +hQ=o 
iD+kKH+IM +mO= 0 
nD+oH+PM+qQ=1 


ber unbefannten Eoefficienten A, B... Q. 


Ö)aA+eB+iC+nD=ı 
bA-+fBf+kC+0oD=o 


cA+gB+IC+pD=o - 
dA-thB-tmC+gD=6 


alt ek + iL+nM=o 
bI+fK-F-kL+0M =o 
ci+gK-+HL+pM= ı 


di+hK+mL+gM=o- - 


A, E;: I, N, fo ift 


aE-+eF+iG+nH=o 


bE+fF+kG +0H=1 
eE+gF-+1G+pH=o 
dE-+hF+mG-+gH=o 


“ aN+eO+iP+nQ=o 
. BN-HO+KP+0Q=0 | 


cN+gO+ IP+ pQ=o 


dN+ hO--mP +9Q= 1 


Sind nun die Gleichungen in y) gegeben, fo laͤßt ſich die 
Nichtigkeit der Gleichungen in 8) Jeieht fo eiweiſen: 
mnltiplicire, die niet Gleichungen in y, nach der Meihe mit, 


Man 


\ 
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ı 2203 4 
Av =aAyreAy+ iA y- +rAy: 
GE Zu 3... 4 
 Evm=bEy + fEy + kEy 4 oEy 
3 r —2 —3 4 
Iv= J + siy + + Pr. _ 
4 . 
Nv =dNy + X ꝓnN + any 
Addirt⸗ man dieſe vier Gleichungen zuſammen, ſo iſt, wie 
aus den Gleichungen i in ). erhellet, die erſte Verticalreihe 


rechter Hand des Slecheienicens = * Salt übrigen 0, 
| folzuich 


Av + Ey 41 Ns v E und dies iſt Die erſte Glel⸗ 
chung in d). Eden fo laſſen ſich Die übrigen Gleichungen in 
d) erweifen . 


Sper, mah fubftituire die Öfeichungen i in e), in jeder 

ber Gleichungen in y), 3 B. in der erfien, ſo erhaͤlt man 
age F 4 Br + lv + ws 
Her + * 4 Kv 4 ov 

4 icv + iGv + ILv + 122 


+ nDv 4 —* —8 4 nQy 


Hier ift, wie aus den Gleichungen in Zerhellet, bie Sum— 
me der. erfien Berticalreihe rechter Hand des Gleichheitezei⸗ 


i 
chens — v, aller uͤbrigen So, folglich iſt die Gleichung rich: 
tig. Eben ſo kaun man Die Gleichungen in d) in der zwey⸗ 
ten, dritten und vierzen Gleichung von 7) ſubſtuujren, und 
es trifft allemal ein. 





— 


x» 
\ r 
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Was von vier unbelannten Groͤßen gilt, laͤßt fich eben . 
fo, ‚von mehrern erweifen, alfo Äberficht man, auch ohne 
Permutationen zu Huͤlfe zu nehmen, daß, wenn bey den ges 
gebenen Bleihungen, Horizontalreihen der Coefficienten 
in Berticalreihen, und umgekehrt, übergehen, fo nıuß dies 
auch key den Nufldfungsgleichungen ftatt finden, und hiers 
von iſt wiederum der Satz in 12) eine unmittelbare Zeige. 


Anmerkung. Daß die Aufldfung diefes Problems von 
Permutationen abhange, haben ſchon bemerkt: Bezout 
(Theorie generale des Equations algebriques) und Cra- 
mer (Introduction à PAnalyſe des lignes courbes, Num. 
I et II de l!’Evanouiflement des Inconnues), cher diefe . 
beyden Berfahrungsarten fehe man vorzüglich Herrn Prof, . 
Hindenburgs Vorrede zu Rüdigeri Specimen ana- 
Iyticum de lineis curvis fecundi ordinis. In diefer Vor⸗ 
rede finder man die Aufldfungsformeln für das Eliminations⸗ 
problem verfihiedentlih combinatorifch georbuet und 
deutlich dargeſtellt. ») Die Nichtigkeit der tafelbft von Hin⸗ 
denburg gegebenen Regel zu Beftimmung der Zeichen (Praef. 
p. XLIIII.) erhellet hier and 8, 1 3uf. Die Richtigkelt der 
‚von Eramern gegebenen Rrgel (Ebendaf: p. XXXIX, XL) 
folgt aus 10; denn für jedes derangement, wie ed Eramer 
kennt, kommt bier im Quadrat ein Krenzchen’ zu ſtehen. 


=) Meine Aufdfung bes Climinationsproblems a. a. D. iſt, ſo⸗ 
wodl in Anfehung ber combinatorifhen Anordnung unb 
ofge der Permintationen, als auch in Beziehung auf bie dens 
Iben vorzufegenden, nah einem beftimmten Anfange 
inbefimmter Abwechſelung auf einander folgenden . 
Beihen, ++ und — —, oder umgefebrt, fo leicht, daß die 
ganze Darftellung bes Werthes teder beliebigen unc=» 
tannten Größe nicht mehr Zeit erfordert, als man nötbig bat, 
die Buchſtaben und Zeichen zu fhreiten. Here Prof. Rothe 
hat hier alles aus blos combinatorifchen Begriffen abgeleiter 
und gerechtfertigt, auch das Eliminationsproblem noch anf 
anbere verwandte Säge erſtreckt. Hindenburg 
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| XL. 
Relationen der Lokalausdruͤcke von Potenzen befonderer 
merfwürdiger Reiben; von H. A. Roche, Prof. 
zu Leipzig. 


— —— 


K 
S. wichtig und nuͤtzlich auch ſolche Formeln ſeyn moͤgen, 


worinnen Relationen von Lokalausdruͤcken allgemeiner 
.Reihen, oder ſolcher, bey denen die Scalen allgemein 
angenommen werben, enthalten find dergleichen 3. U. in 
meiner Abhandlung: Formulae de Serierum Reverfione 
demonftratio vniuerfalis, und in Keren Prof, Pfaffs 
Yuffäßen im erſten Bande des Archivs der reinen und ange: 
‚wandten Marhematil,, ingleichen in der erften und zweyten 
Sammlung combinatoriſch⸗ analytifcher Abhandlungen fic 
finden) , fo giebt es doch außer diefen allgemeinen Formeln, 
- für befondere Reihen oder Scalen noch befondere, wel⸗ 
che dorzüglich dann, wenn es zu ber numerifchen Berech⸗ 
nung folcher' Lokalausdruͤcke kommt, vorzüglich brauchbar 
and nützlich find. 


— 


t 


| 9 In dem dritten Patagraph meiner nur erwähnten 
„Abhandlung, iſt die, fuͤr die all gemeine Scale 


p [ a, 6 t, d, vo. ] 
geltende Lokalformel 
sap"x (n+1) + (s4+d) 5 p"xn + (s+2d) c p"x(n-ı) 
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Ä | 
" ro. - : n 
os. + (s+ıd)a p”x (a-r+2) 46nd) a4 p”xI 


4 d | ur ' 
* mr) +od prtx (n 4 1) bewiefen worden. 


mi | 
en ſetze in Ye Ferm \ 
flatt | . 
b c. d x ‘ N ‘ 
nun | 


af af (£+c) af(f+c) (£+ 2) akt erze) 


g "+9 g(g+e) (+20) glgte)lgt: €) (gt3e) - 
und flatt s, d,n, einmal g-e,e,1, das anderemal f — * 
und man befommt die beyden Sormeln 


et 
— 


af(f--e)(f+}4-2c) ı ak(fte)(ft2c)...(C+H-ı Je). 
— m N u, — — — —— 
g(g+e) BR gigte)(gtze).. lag” 


_ B-dm+UHe er, “dt 
m-+i . 


m 


und ER 
—E +9 | af(f+4c) (f+2c) 
af any 1-1) Ep — — L- 

FE ETF 
af(f+c) (f+20)... (f+.(-De) . 
tere) +20... (+) 
Km+ı)+(i-De — 
— — —— — pri . 

mtı | L 
Na 


⸗ 
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Man ziehe die letzte Formel von der erſten ab, und man 
erhaͤlt 


- 1 | 
a(g-e)p”x (lH) = rer p""x (1-1) 
| m - 
‚£(m+7) + (t-De 
[U o P———— —— — 
m+I | 
"oder, wenn man ftatt 1 durchgängig n fchreißt, 
I. (m+1)a(g-e)p”s (nt) + [Cm+1) + (a-1c] p"*xn 
m [lg-) (mtr) + nelp""{n+n. - 
und a (ge)p.x(n-i) t(m-neLogp,un=neLog p.x(a+1) ’) 
. für die Scale s on 
Et af akt) aflf+c) (E+2c) Gflkte)Cftzc)(Agc) 
"8. glure)' gegte)gt2e) gegrdigtaergtge)”" 


pri 


3. Mau fee in den Formeln I) g = e,.und man hat 
A) [f{m+1) + (n-Nc] p”*"xn = ne p"*'x (nr) und 
In-DeLogp.an—neLogp.x(n+1) für die Scale 
| „ef ‚aflfte) ufck+e)C-+2c) ailfc)(ftac’Cktgc) 


— — 5 





———— — 


2 — — * 
ee. 2e E.ꝛe. ze e. 2e. 38. ge 
und hieraus folgt,” für eben dieſe Scale, | 
| uni | J 
a) Denn ber Werth von —— » mo neine ganze poſiti⸗ 
.. m 


“ve Zahl bedeutet, verwandelt fi für mo, in Logp z(ntı). 
. Da fowohl in meiner Abhandlung (Formulae de ferierum re 
verfione d-monftratio vniaerlaiis) Seite 56 unten, ale and 
in gegenwärtigem Auffage, lvogarit hintſche Lokalaus druͤcke vor⸗ 
kommen, fo iſt zu Ende Diefes Aufſatzes eine Erlduternng der: 
fetben beygeiügt worden, welche, im Falle man bier aufieße, 
vorher nachgeleſen werden kann. 


. 4 
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—— 4) m 


| " | | 
—R — np" 2 a’; u allgemein 
7* 


e e. 


CHR EESCHES ‚(mft(n-1)e) 

Pal) —— nn 095 

x e. 2e. Zoe. de m ne 

und 
2 RT; 


L 2 tr SL : 
:B.22=2 — L.p. 232 —; L0% P.X%4= — sLOgpın5= — 
P 2% Bra BPd= BpınS= ch 


ar'f 
eligemein, Log p.x = = a 





. es demnach 
(ax + er 8) eine ——— * Or 
e. 2e e. 2e. Je o - 
a a (mf+c) aw u u. 
. e. 2e | 


" « 


I > ale aflftc)l£ 
Loglaxch x Pr — ati) un TE), uf Ay 
. x e ® 20 * e. 26. 3e 


and 


cf c# | 
EEE der za Tubus 


* | 


iron ergeben PP folgende beſondere Faͤlle: 


6) Sr any! , end, e=ß=1, fh, x=. , 420 
y 


16 An „‚hb-dChad) „, „. * 


| u 
(yh * y Fe 17 7 





ING 


-" \ ‚! 
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— ınh 2 + mh (mh- -4) yub-2,a 
I, 2 
mh — (mh-2d) 
i + Lu 2. 5 
und u 


yrah-3za .00 


Log om Sr, ne, —— en 


- dhz2 d’hz?_ d’hz* 
>Lleg(y + Sr tn 


oa gt 





+... 


'r 


oo 2) Bir £= 1, =—ı 


) Kay * x Aym_ amxmae 4 m gg’, 
ee” E 


U 4 mm) —B— m (mr) (mo3, (m-2) 


e.2e € 2e. 3e 


am md ⸗ 


| m a" 'm(m-ı)a” 

+ „arm, _. HL | _ zmant 

7.0: u; , 10 e u2 e 
m(m-r) (m-2) a" 


+ — t— B zu und 
‚or. 2. ‚3 € 





2 „EB 
Logfax® +- x JaLog(ax°)4 - —- _ —— 
e 2e ge? ge 
oder das vhhemlalthennen | 


G 


b) Siehe mein Programm (Theorema Binotniale ex fimplicihi- 
mis Analyfeos finitarum fontibus vniuerfaliter demonfir- 
tum), $. viy Fotmel 8) Eeite 14, 


/ 


Pot J baſder wablrledie Reihen. 83n 


Ih3 1 3) = 0 


8 | Pu af? 
0 — F + — „erzß 4 zur 
e €.2€ 


‘ 





e, 26, 3e 








4 
af zer, junge, I an morß J 
. 26. Ze. ge ’ r\ e 
2) 
3 — am ma t8 4 am xmdyta3a is 
. 20 €, de, 36 
af 
r I (ax“ +— Par. + zerßı. zu8 
E, 2€ ' e. 2e. e 
en _ ß ie 
6: „..) = Lo ax — x | 
æ. 2e. 3e.de ) g (ax) + r ober | 
Erponentialreihen, | 
2 


4. Man fee in den Formeln Da =fzı, c=ea2,g=3 
„’dman hat | | 
7 _(mtı)p" x(atr)t(mtaa-n)p”*"n=(mtant)p"*'x(ntr) 
‚und px (n+1)+2 (a-I) Logp.xna=2nLogp, x (n+I) 
ʒ die Scale 
" nbkähdkesd 
Aefe Ferme dient zur leichten Berechnung der Coefficienten 
"% herauskommen, wenn man bie lo garithmiſ che 
deihe 





I+x ; ; ar 
4 Log =xıt3r +rr+5X Hr... 


mb die, zur Rectification des Kreifes gehörige, 
Actangx=x- I +4 - tz 
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zu Potenzen erhebt. Denn man fehe in ber erſten Formel 


von B) m==I und man bat 


2p'x(a+1) + 2np*xn —= (2n+2)p'x (n+ı), ode | 
pa (n+1) + open = (a+ı) p’x(n+i); alfo, was 


man flatt n, der Reihe nach 1, 2, 3, 4 +. + ſetzt 


3 P'r3=2p’s2+ p'u3 


2 p’x2 = pl + w=ıt$. 
=2pu2 +} 
4 Pra=3pn3tpn4 =3pP3 4 4 


5 pas mp4 + pn = gps +5 a ſ. w 


Mau findet alfo 


spmna=ıt3j=4 
3pra=ttr3 = 





+‘ 


23 1276 
24 * — 4 Em — 
ar 15700357 
am — +1 2 — 
ee er 
63 6508 
6px6= > +ır7r = E ⸗ 
3°.5.7 3570 
„6508 "88069 
u = — 777777 — 
TER 3*.5.7. n 5703 
.. 883069 91072 
2 — — + 22 
„or » 357 IT 713 
„„„__ 91072 OL 1593269 
I TOT Tanz. 
1593269 31037876 
Ip oz — — rr 17 = — — 
3*.57.11. 13.17 


3*.5.7. i1.13. 17.19 
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037876 . 317307 
mp? en _ en 
5 "5.7.11.13.17.19 “ 3°.5.7-1113.17.19 . 
| o7u 
1ı2p uu— ol _ 144353888 
3. 5.7.1. 1317.19 3 .5:7441.13.17.19.23 
744355888 17887907301 
13*i3æ428* — 
.3°.5.7.11.13.17.19.23 37.5 :7.1L.13.17.19.23 
| 3788707301 11552032628 . _ 
ap ala 7 +77 = 
3.5.7: Hal: 19,23 3 5” 7a]. 19.23, 
alſo 
px 1*1 
22m 
23 23 
Pr 3 = 33 = —— 
| 3.5 3*.5 
176 44 
Am tr m — 
ET Er 
R 563 503 563 . > 
er er 
| 650 3254 
p”x ei; 6= ; 4 -_ 
3 57,11 3 5.7.18 “ 
N 88069 = 88009 
pP* = 3 °5.7.1013 — 25.7.1113 J 
91072 11384 
pꝰꝛ 8* — = 2m 
3 2,5. 7,11. ri 3 .5.7.11.13 
01593269 1593269 
Prag = 9 


3*.5.7. 1113. 7 3. 5n.1.13.7 
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31037876 15518938 
— m, I02 


2 


prio=-— ‘ — — 
3 .5-7.11.13.17.19 u 3°.5°.7.1113.17.19 
2. 31730711 31730711 
ll ——— II.X — — — 

3 37. 11.13.17.19 3* SIT «13. +17. 19 
g 714435 s888_ F 186088972 

 3°,5.7-11.13.17.19.23 3°. 5.7.11.13.17.19. 23 

aa 188707301 — 37887073er 


px13= 33 — — — 
a 3°.5°.7.11.13.17.19.23 3°, 5°.7.1.13°.17.19.23 


11552032628 5776016314 


Bang an 145 
3.3 +7.ll« 1317. 19.23 3.53 


ı .2_z 


.7°.M.13.17.19.23 


Hieraus erhellet auch, daß 
pPri=y:H5 pra=(i +7): 2; p’#3= E44 BD: 3 
, s u, f. w. 


Man fee nun in der erfien Formel von B) ms» 
und man bat 


3P' #(n+1) + (a0+1) pen = —E (at) oder 
| px (n-- i) — pꝰun == . P’x (n-+ı) 


alfo, menn man ftatı n nach und nar1, 2, 3, 4 ... feßt 
Ira = Y3pu+pm=ı+r pm . 

3 px3 = 3 p'“2 +.p'n3 

5 Pr} = 3pa3 + p’nq 

pe =.5p'#4 + p’us u. ſ. w. 
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"315 
Man findet alfo 
Ey p’x2 = ı + a — 4 | ! 
| 
27 23 8 
IP 4 4 = 
| 3. | 
Ä 98 44 818 — 
F p’u4 — 2 + ar = — ” 


, 35 3.57 3°.5.7 











pa = + = 





Te ze 
169819 8 8069, 16774564 
ER 32.5.7113 — u 1113. 
1677564 113841706988 ©. 
PB 375710. 3% 211.13 . 
29 .3,n..17969884 1593269 972228499 
rt 3. 5*.7*.11. 13 3.5.7.10.13.17 — 
ars. 972228499 15518938 
z P*lo= 7,5 Zaun 
35.5.7*. 11. 13.7 3*. 5. 7. i1. 13 17.19 
19450034575 | on 
FaE I ILIZIZIG ° 
19450034575 , 31730718 
3°.52.7°1.13.17.19 3.5. 7. 12. 13. q. 19 
223945554290 
u 3°, —— 





* p’ x7 — 





* 748 2 


puI 


- N 4. 
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223945554290 „8603872 
. 3°. 5” .7°.11°.13 17.19 2.5.7.1. 13.17:19.23 
_ 5365680ogr13 30 _ 
3.1 17.19.233 
aumum 5365680511330 3788707301 
T Pre = 7 7 —— — — — 
3* ra .13.17.19:23 3°.5°.7.1.13°,17:59,23 
| _ 12379420806883  - 


JJJ TH 13?.17-19, 19.23 


2 px 2 = 





alfo 
ps ı=ı 
pra=ı " 
a 14 \ 
P*3 = 2.5 | 
3 _ 818 ' 
p — 35:7 
el 
nr | 
5% 13063 
ED 
__ 16714564 
Iae: 2077 2277 — 
Peg = 1057052 2. | 
3° 5.7” ‚IL 
| —* 465S1811 0 


PETE 


. 
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718001383 | | 
3°, P.11.13.17.19 - 
ne 1947352646 | 
25171 - 
1073136102266 ° 
3. 5. 7*. 118. 13.17. 9. 23 
72379420800888— 


p’x 73 = 2.22 i ° 


IITLZTZII.23 





p’x 10 





⸗ 


Auf dieſe Art kann man alle Coefficienten ganzer pon u 


fitiner Potenzen von der gedachten Reihe. ohne. Schwies 
rigfeit besechnen. Zur Probe, daß man fich nicht verrech⸗ 
net bat, kann die Bemerkung, deren Richiigkeit Leicht in die 
Augen faͤllt, dienen, daß in dem Werthe des Cn+Iten 
Coefficienten jeder ganzen pafitiven oder negativen Potenz 
der Nenner Feine Primzahl ale Factor enthalten kann, wels 
che 2, oder höher ald an+ı if, So fand fih z. B. bey 
der Berechnung des Eoefficienten der Zten Potenz, daß“ 

19 „ __ 972228499 

; P x9 am a" Hieraus folgt, daB 

1. 972228499: 
Pxr9 = 7 
35.5*. 77211. 13. 17. 19 | 

dachten Regel im Nenuer keine Primzahl höher als 17 vor⸗ 
kommen kann, ſo muß der Zähler des gedachten Bruches, 


⁊ 


— —. Da aber nach der ges, 


oder die Zahl 972228499, ſich durch 19 ohne Reſt dividiren _ 


und dadurch die 19 aud dem Nenner wegſchaffen laſſen. 
\ x ! ‘ \ 

5. Um die Coefficlenten ganzer negativer Potenzen 
zu berechnen, ſtelle man folgende Betrachtung au: 


* 


Zr 
| 


Man siehe die legte Kormel von der erflen ab, und man . 
erhält u - 


a ( -e) prx +) = 
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416 
Em HE run 
m̃ 


f(m41) + (i-De. 
u 
m+I ' | 
‘oder, wenn man ftatt 1 burchgängig n fchreibt, 
I. (m+1)a(g-e)p”#(n+1) + [fCm+1) + (a-1c] p"*'xn 
== [(g-e) (m+ 1) + ne] p"*'x{n+1). 
unda (g-e)p"x(n+) t(n-neLog p,xn=neLogp.x(att) *) 
für die Scale 0 " 
LE RE) "arllte) it2c) Bflttdlttaciege) 
gu) SeEreErR) grerigtrergte" 


3. Dan fee in den Formeln ID) g = e,.und man hat 
A) [f{m+t) + (n-Ne] p”*xn = ne p"*’x (n-+I) und 
Tn-DeLogp.an—neLogp.x(n+1) für die Scale 
af alle) BflhHe)lktec) ailftc)(fraciftze) 


,—— — — — 3 
ee. 2e eE.ꝛe. Ze e.2e, 35. 4e 


und hieraus folgt, für eben dieſe Scale, 








“) Denn ber Werth von — » wo weine ganze pofitt, 


p”x(n-+1) 
. ‘ L j 
“ve Zahl bedeutet, verwandelt fih für mo, in Logp z(ntı). 

. Da ſowohl in meiner Abhandlung (Formulae de ferierum re 
verfione d-monftratio vniuerlaiis) Geite 56 unten, ale uud 
in gegenwärtigem Aufſatze, logarithimiſche Lokalausdruͤcke rar: 
Tommen, fo iſt zu Ende dieſes Aufſatzes eine Erläuternng der: 
feiben beygeiugt worden, welche, im Galle man bier auſtieße— 
vorher nachgeleſen werden kann. 

.9 


ı 


- . . 
> 5 R - 
“ ⁊ 
“ . . 
% 
% 
. . 


N ” . ’ \ N “n 
\ BE . - \ 
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wu mf(mf | . 
————— a") pi" ————— u. allgemeln 
. e ‚e 2e U | 
J 
—E ——— ‚mffCn-n)e) X 
e. 2e. ge AR m m , 
ud Ä \ | " 


2 4 J 


Lp.ae1L EL Tr 
*28T +R Ze 07 P.x 2; o = 
-P p.x3* 2 y LOEP.R4= je Epın5= rer 


allgemein, Log p.x (n+I) = ne 


& " demnach) | 


fi ff " 
(a 4 — AL * *2. —X a NE) u Re 
Ä ee e. 2e. 3 o . 
f . 
on in) w nn, wette +c) a 
. e. 2e | 
und u 
. fte)(f 
Los(ax⸗ —* te, Rt one, —— 
17 2e x e. 20. Ze 


-Log (ax at ———— tt 


ira ergeben Pr folgende beſondere Fälle: 2 


» hr anyt , —F e=ß=1, f=h, x2. — a ° 


_ y. x 
| Y h-d h(k-A)(h-.2d 
Gh Hort b (h- X 2 ( u 2 ) yr 24. * 


1. 2 3. 





s BF 
FE | 
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. \ | _d - j 
I L 2 


„mh (mb-d) (mb-ad) yah-ız3 .. 
r I. ‚> . 3. \ . 
D unb . , a ! 
4 
h',." h(b-d h(h-d)(b-2d 
Log 6a —yb-'zr h(b-d) yb22?} h(h-d)Ch-2d) 
I 12 1. 2% 3 


hz* dhz? d’hz? d’hz* 
_- 77 .. 


y 2y 35 47° 


t 





—J——— 








Les )4 
2) u f=1,c=—ı 
(ax + u zardym_gnghen m er 
M .e 0 e 


.. m(m-ı) (m-1) (m-2 
—E m (m-1) (m-2) 


am ma⸗ 30 





guymer2ß + 

e. 2e ee 2Qe, 30e 
nn m am "m (m-ı)a” 
+... ma" —. — mL ' Ze 
. 1 e | . = 1. 2 e* 





⸗ l 
0 


m(m-I) (m) a" | 
—— (4 Br zmarsß + er r und 
u... J. 2. Run 3 e 


/ 


ME. ES E 
Log(axꝰ x P)-Loglax)} — — ——— . 
J ee. © e 20 Ze? ge 
- oder dad Binomialthbeorem 
 b) Siehe mein Programm (Theorema Binomiale ex fimplicifi- 


is Ana!yfeos finitarum fontibus vniuerfaliter demonftra- 
tum), $. VIII Formel 8) Eeite 14. | 


u “ " / 
Po" 

) B 

| 





beſonders matdvirdlser Reihen. 3n 
5) Süre = 0 | | 
af a af? | 
tr x? + — zer? + xr38 
e e. 2e e. 2e. 3e 











4 
af | erh. "= gUyn®. + mf anne 
| « De, 36. qe e 
' 2.2 m’ 3 
— A,., 
e. 2e e, de, 36 
) | | . 
« j af’ 
3 (ax +— FF le 2% zur 
E, 2€ j ce, 2e. 3e J 
af®. 4 \ f ⸗ 
.. x"? 44 —* Lo ax — X od 
eg ) gar )+ — J 
»Exponentialreihen. 


4. Man fetze in den Formeln Dazfzı, czea2,g=23 - 
d man hat | | 
(mtn)p"x(nti)t(mtan-T)p"*"xn=(mtant)p"*'x(atı) 
und polx (n+1) +2 (a-I) Logp.xa=2nLogp, x (n+I) 
die Scale 

rind, u ee] 


Iefe Formel dient zur leichten Berechnung ber Eoefficienten 
herautlommen, wenn man die logarithmiſche 


eihe 
I+x . 
4 Log ee zxt4r Hirt ixX’+... 
I ‚Trer 
d die, zur Rectification des Kreifes gehörige, 
Arc. tang x - x-I X" + ir - I 43%. 





#__ 


- 
— [4 


€ 


» 
I 
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zu Potenzen erhebt. Denn man feße in der erſten Sera 
von B) m==1 und man hat 


2p'x(a-F1) + 2 npꝰ xn — (20 42) plu (n4 1), oe 


er -I) + np xn = (a4) p*u(a+r); alſo, wnı 


mon flatt n, der Reihe nach 1, 2, 3, 4... feht 
2 p'x2 == pp’ + w=ı+ 4 
3 Pr3—2pin2 + pi — 2p’u2 +} 
STEH EHEN 27 Er N 27 ee Se 
5 Pas map pp + af w 


+‘ 





Man finder alfo 


sapPm=ıtj=$ 
3pPr3=4+4=2} 


2 2 1 
apa tm — Z 


z ud 


pas. +. — 
pP 5* -. Tr — 


6pr6= — tr = 0 ‚ 


- 35 zn 








17 =Z Ir = —— 
Ss7m 357g 
= > trr= * 
357.113 "3°.5.7.IL13 
91072‘ 159326 
5ATX 77 = „222 2 ® 
35.7.1113 3.5.71.1317. 
1593269 | 31037876 
I + = — 
3 57111317. 37507, 11. 13. 17.19 








g pa — 





9pPu9u= 


10 pꝰx 10 = 
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’ 6 | - » . | S t | . — 

Tıp user BEE LER ALERT | . 
3*. 5.7. 11. 13. 1719 3".5.7.1L13.17.19 . 

pin! 7307u ı __744355888 


3. 5.7. 1. 13.17. 9 3 3°.5.7.11.13.17.19.23 
744355888 | 

yap%riz=. 44355 ser 

.3°.5.7.I.13.17.19.23 3°,35°.7.71.13.17.19.23 


| I 
sap’ungs 5070730 _+.,.11552032628 . 








RA Darrz — 1U317.1923 u 
alfo _ 
pr ı=ı | J 
p’x 2 = 2 2 = 3 | ⸗ 

23 2 
pex3 — —233 — 
3.5 3.5 
p”x 4* 176, = 14 
3.57 3.57 
563 563 ; 
p’x ;= 2 . 2.2 ” 
3 5.7 . 365 7 
6508 3254 





a | 
2. 88069 " ___ 88069 E | 
x 1 = 2 





= m: 1707777 _ | 
3°.5.7.1.13 5 n.3 

Pr = 91072; _ 11384 | Bu | | 
37.5. 7. 11. 13 3.5.7. 11.13 u F 


“1593269 ‚ 1593269 
px 9 = I 9777 
737.5.7. 1113. 77 35. 5.7. 11. 13.17 
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31037876 
pPrIo= — ⸗ * 
3° 571131719 


pr 1I= — : 
37.5. 7.11. 13.17.19 
744355888 — 


px»n2= 


2 


p’x13 = 


11552032628 


ax 148 
| P a 3°.5°.7.11.13 17.19.23 


Hieraus erhellet auch, daß 


3°,6.7.11.13.17.19.23 
3788707301, __ 
3°.5°.7.11.13.17.19.23 


_ 15518938 


3°.5°.7.12.13.17.19 


31730718 _ 31730741 


3? 570 13.17. 19 
_ 186088972 
3. 5.7.11.13.17.19.23 
373883727322 
3°, 5*.7. u1. 13. 17.19.23 
5776016314 
"3%5 


ı._2 _2 


»7’-9.13.17.19.23 


prri=r:2 pr2=(#+3):25 P3= +34: 3 


uf w. 


Man fege nun in der erflen Formel von B)mS3 


und man hat 


3P x (anF1)-+ (a0+1) pn = — (at oder 


p’x (nf) — p’«n — =. pꝰu (n-+1) 


. alfo, wenn man ftattn nach und nadyrı, 2, 3, 4 ... feßt 
pe = yp +Pfe2=1ı+ Pr 2 


F 

3 p’x3 = 3 p'x2 +.p3 
g pxr = 7pa3 + p’nq 
ı 
3 


p'xs =.5Pn4 + Piz u. ſ. w. 


5 
s,P 


befinde merkwichiger Reiten J 
Dan findet alfo 


m =ı+4 = 


23° 9 on 
IP =3+ = “ 


32.5 37.5 














— 357 u 2.5%7 


| 46 IT 16981 
un 4053 | 32547 _ 169819 





er ze 





sa. 169819 88069 26710564 — 
3 . 


197 ;, 16774564 II 11384 4 _ _17969884 ı , 
7 px8= 





>70 3° 5.7.1.13 PS. .11.13 


.333179 69884 159320 6 9 _ 912228499 
3 Px9= 





32.5*. 7. 11 375.711. 1.13 PP aLız 13- 


315 


— 77.11.13 36,5.7:10.13.17 325° 11317 > 


410m 972228499 15518938. — 
Zr " 3°.5°.7.U13 17.00 
— 19450034575 
PITURITI 
_ 19450034575 ., 31730711 
3°.5°.7°.1113.1119  3°,5.7.17°13.17.19 
__ 223945554290 
34, 5°,7°.10°.13.17.19 
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"22 23945554290 | 186088972 
— ———— — — — —— 
TFT g.57.2.13. 7. 9.2 
W ——————— 30 
iE 5.13 17.9.223 J 
"5365680511330 3788707301 
3. 57 13. 17.19.23 3°.5°.7.1.13°,17. 19,23. 
_ 12379420800883 
wEIZ: 3” 19.19.23 


px 12. 


en p'nı3= 


alfo 
p’* 121 
pa 2 1 
14 
n3=—. 
F 3.5 
ui 
35:7 
141 
5. — 
r 7 
Pr 6—= 3 003 | 
STE. 
. _. 19714564 
p* 
TI 1.13 W 
pꝰ⸗ 8 — 1057052 | 
” 2.57. 5.7” II. 13 | 
| — — 4651810 0, 


PETE 





u beſonders matnicige Reihen, 317 


118001383 
3 P.11.1317.19 . - 
Zoe 1947352646 | 
III 
1073136102266 
35. — “1” 13.17.1923 


"72 20806 - 
p’ 13 = 123199208 80 6883 2 . 


37,57 are} 


pr 10 = 





pr un = 


/ 


Huf diefe Art lann man alle Coefficlenten ganzer pas : 


firiner Potenzen von der gedachten Reihe ohne Schwie⸗ 
rigfeit berechnen. Zur Probe, daß man fich nicht verreche 
net bat, kann die Bemerkung, beren Richiigkeit leicht in die 
Augen fährt, dienen, daß in dem Werthe des Cn-Fiiten 
Eoefficienten jeder ganzen pafitiven oder negativen Potenz 
der Nenner feine Primzahl als Factor enthalten kann, wels 
che 2, oder höher ald an+ı if, Go fand ſich z. B. bey 
der Bereipnung bes. Eoefficienten ber 3ten Potenz ‚daß: 


De 


19 972228499 
— prg = — — Hieraus folgt 
5 P 9* 3*. 5*. 7. 1113.17 H folgt, daß 
972228499 
yet _ . Da abır nach der 
Pr9= PSTALZAIZII ch de Be 


dachten Megel im Nenner Beine Primzahl höher als 17 vor⸗ 
Fommen faun, fo muß ber Zähler des gedachten Bruches, 


oder die Zahl 9722284199, ſich durch 19 ohne Reft dividiren 


und dadurch die 19 aus dem Nenner weg! ſchaffen laſſen. 


5. Um die Coefficienten ganzer negatider Potenzen 
zu berechnen, Rene man folgende Vetrachtung au: 


> 


38 XI Rothe, Lokalausdruͤcke von Potenzen 


Es ſey 
e=T'—-; ETIHTTHETI fo iſt nad 
der Umfehrungeformer 
T=puz“ * Pan — page? 4 pa. 


+ ey. — In 





p""x(n AE)z2 Tony Iz- 4 px 22 
1 





+49 232°... Li", pr” x (n) zan-I . 


2n-I 


Nun iſt T die Cotangente, und Tet die Zangen 
‚ te von z, mithin, wie man aus andern Bründen weis, 


b 








254 
I. 2 1.2.3.4 12.3...20 








\ 2/_2 . ’ ' j 
ze EN, DB, REDE, 
1. 2 1.2.3.4 - 12.3.45.6 
DI 
oz" („?* mE 4 „an-ı 
1.2.3. on nz 


wo A, 3, C, D... de Bernoullifchen Zahlen bs 
‚ beuten. Alſo iſt 


2-1 
ı „en 
ET — pen, (+4) = — — — — und 


2n-I , I. 2. 2 an 


Pre -1) A 


(-D) Dre pn, n= — 


2n-1I I. 2. 3.... an ı 


. michin Pr.) = — 


v 





befonbers merckuͤrdiger Rihen. 319 
Nun uͤberfieht man ohne Schwierigkeit daß 
px ı=ı px h == L fa ri=ı 
p’s 2 = pe 2 =-3, Pra=-ı, alfo, wen 
man in der Formel (J) n—2 ſetzt . 
ya x 
135 3 5 


Setzt man nun in der erften Formel von B) in (4) n = 2, 
fo hat-man | u 


m-+1 m. m43 — (M+ 
a re a 


/ . Br \ | ' 
Paz — pr 3 — — fuͤr m— — 3 
35 * 3 


! 


F 1 1 4 
p "3=77 J—— — -=— — fü 
25 3 3-5 | 
na 
Man ſetze in ber erſten Formel von B) no — 4 
po iſt | | 


p”*x a: = = Pr (n+) + =, pn aip 


— 121 fuͤr 10 


P ö- 7 M=- -1=-Zfirn=ı 


’ 3-3 


' 


1 14 
—— J —X te n==2 


Man (ehe in der erſten Formel von B) m-5 fo iſt 


n-6 
px (a+1) =- — — — Pr n 
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alfo ur 

p’rı=p"ı=ıflr n=o u - 
‚P’rn2 = p*n2- ırhım=-3-1=-Hfirn=ı 

p’x3=-Zp*to2==:fürn=g, und wenn man inber 











Sormel (8) n = 3 ſetzt | = 
tue .P?#3 2 
% == — — — 
Pr4 sr 5 
/ 
Nun ſetze man in B) =}, fo iſt 
mh m+5 ' 
a, 244 22 puti q — — tig alle 
or ic aſ 
fr m=— 5-4 —3 — 2, ' 
oe 4 
= > 
? | 3°7 
4 11 
J Pr Ep ta, 
u ET Pr 
—E — — — ——— 
en | 2.3°5.7 2.35. 957 
. . J r | * 4 44 . 
— 
BE E 57 


Wan pie au > meh nr mau 
P% (a4) = 





Sat) — PÜrn 
alfo für = >, 1,33 
Prim phıi=iı 


; ) 
Pam; p’%2- Pri=-1-ım-a 


. 
% 
. ! 


beſonders mtr Reiben, . gaı | 


v 


Fehr” “a s —— | 
| 13.5 ‚33 Du 
p “4 EVER RR ABB. BER SUREL 5 24 


357 35° 3957 
Di fürs) m = J— 


—R—— 04 Et al fir 


2=06n33 
Pr = p“ sı=ı 
Pr 2—=5p“%2-p re 
pP” 192 3p* 3 wa 4 7 
| 73 TT 
17 
3.5 J 
Dein fe mm in dan afoif. 
Pa _ 8 J 
221 3.5 . f 
Ban fe an 3) n = 4 fi 
+ m+7 
— — * = und fär- 
A 5 f 
m=-1n6-5- ya». 


Pr = * —* = .- 





Ps u — 


7. I 
5*-25 u ia 7 u 
Pr5=-$p nstsrns M 2 

55 3.7 357 


+ 


3 
3 & 


€ 


\ 4 PPra—3p’n3 pn = 3p3 4 5 


” 
= 


gm xt. Rothe, Lokalausdruͤcke von Potenzen 

zu Potenzen erhebt. Denn man ſetze in der erſten Tom 
von B) m==I und man hat 

2px(a+1) + anp?xn = (2n-+2).p’x (n+ 1), od 


px (n41) + np’ xu = (n+1) p®x(a+1); alfe, wa 
men flatt n, der Reihe nad) 1, 2, 3, 4... ſetzt 


pr pr 
3 Pr3=2p’s2+ pi - op + 4 
5 Pus 4p’u4 + pa = pr + z u few 


Dean finder alfo j 


spms=ırij=$ 








23 176 
arm — +7 = — . 
— 15 5 357 
0 176 1. _ 563 
sr" 357 * 3*5.7 
6 650 
6px6= >> ee ⸗ 
3.57 5.7 
2. 6508 , "88069 
»7 27 = — 
TE 357 37.57.1113 
2 83069 91072 
8 p’=8 — zZ _ a _ IT. = br 7 
| 3.57.1813 3°.5.7.1L13 
TE 3930 
or 3.5.7 iI. 13 *7 .5.7.42113. 77 
1593269 „ __ 31037876 
Iopsıo = — — 15 =. — — 
. 3°5.7.11.13.17 3*.5. 7. 11. 13. 1].19 





beſonders merkwuͤrdiger Reihen. 











317037876 . "317307. 
np 3103787 gu 73T | 
3 .5.7.11.13.17.19 37.5.7.IL13.17.19 . 
apa —317307U „__ 744355888 
3°.5.7.41.1317.19 gg 574113. 17.19.23 
13p ae _ L _ 3788797301 | 
| 3*.5.7. 1.13. 7. 19. 23 - 9%,5°,7.11.13.17.10. 23. 
2....3788707301 11552032628 . _ 
Ip #142 77 — — Ta77= a 
3°.5°.7.11.13,17.19,23 3 5. 7.1113.17.19,23_ 
alſo | 
Ps ı=ı 
pP2 = 42} 
23 2 
p*3 33 = — 
350 5 
| 176 44 
Am —r Im — 
E77 Er 
563 563 
p’x 5— 2 5* 2 „2 
3 3-7 367 
6s08 3254 
px 6= 3 = 3.0 
| 2.5.7. 2.5.7.8 . 
EL 88069 m 88069 
px 7 3* 57113 FT 
. _ 91072: Ä 11384 
p2% — = — — 
TO 3.57.1113 
| '1593269 _. 1593269 
Pr 9 = — ——: 24 0 7 1112.17 


77 


313 


J 57. UT 
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4 XI. Rothe, Lokalausdruͤcke von Potenzen 
31037876 15518938 
I — — 7 *l s I0= 


PXIOS a — 

' 3° :5-7.11.13.17. 9 3”. 5*.7. 1 13. 17. 19 

24.31730711 317307i1 

pꝰ — — IE —— — 
35.734719 3°.5.7.12°.13.17.19 


744355888 2 186088972 








L = u — 
r  3°,5.7.11.13.17.19.23 3°.5.7.11.13. 17.19.23 
2 3788707301 37887073e1 | 

Pr 32. ——: 33 — — — 
3.5 .7.11.13.17.19.23 3°, 5°.7.1.13°.17.19.23 
11552032628 „ ——— 
pax 14= — :1 


3°.5°.7.11.13 171923  3°.3%7%.1.13.17.19.23 


Hieraus erhellet auch, daß 


psi=7:2; pr2=(i +2): 2; p’x3= GB 3 
nf. w. 


Man fee nun in der erflen Formel von B) m, 
und man har 


3 pP" #»(n+ı) + (a0+1) p’rn = —E x(n+1) oder 
px in 40 == . p’xn — * pꝰ x (n-+ı) 


alſo, wenn man ftatın nach und nach/ z, 2, 3, 4 ... feßt 
gpen = 3 par + p’x2 = It par2 
$ p’3 = $p’s2 +.p'n3 | 
$ pa} = 7 pa3 + ping 

* p'xs = Fp’n4 + pas u. ſ. w. | 
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befonders merkwuͤrdiger Reihen, J 3135 
Man findet alſo 


zpn =ı+3 =} | | 
[7 ' 
t 23 98 . 
Ir =. 
3.539 





g pq4 = + — = — 








7P5 = — +5 


4653 3254 __ 169819 
IT ze 5 2.5.7.8 
169819 8 8069 26774564 
32. 55. 7. 1 3*.5. 78. 11.13 u zn 1113 
16774564 11384 17969884 
EZ.) 22.5.7113 35.7R1nı3 
19 2’u97909884 1593269 972228499 





215 „3 — 
7 pu7 


Vp'xg 











ET Paz ⏑o⏑⏑— 2——— , 
2: p ioe 972228499 15518338 


3.5*.7*. 11.13. 17 3*. 5. 7. i1. 3 17.9 
19450034575 
z3.5. 78. n.3. 7. 
19450034575 | 31730711 
3°.2.7°.11.13.17.19  3-5.7.10°.13.17.19 
__ 223945554290. 
34, 2,7°.12.13.17.19 
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- “ a 5 ‚ 
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* pen "223945554290 186088972 
z7ag  3’.570Z7-1923 
„_ 53850825113 30 _ 
u +13 17.19.23 
"5365680511330 3788707301 
3 5°710°13u1719.23  35°7.10.03°2076090 
' _ 123794208006883 - 
ET 


Ep a13= 


— 35.718. 
_. 19714564 | 
DENT 5 7 11.13 In 
De 8 — 1057052 
3.5.7 11.13 | 
46518 nn 
EIZZ 13.17 | 





j p’r g= 
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118001383 Ä 
PUT 
- 1947352646 = 

32. 5.7*. 112.1317. 109 
1073136102266 
PP 
'12379420806883 0 


Peg —ñ— —— 


30.5*. 7 11*.13 ” 19.23 
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Auf diefe Art kann man alle Coefficienten ganzer pe 


ſitiver Potenzen von der gedachten Reihe ohne Schwie⸗ 
rigkeit berechnen. Zur Probe, daß man ſich nicht verrech⸗ 
net bat, kann die Bemerkung, deren Richiigfeit leicht in die 
Augen fält, dienen, daß in dem Werthe des (n+ijten 
Eoefficienten jeder ganzen pafitiven oder negativen Potenz 

der Nenner keine Primzahl al6 Factor enthalten kann, wels 
che 2, oder höher ald antı if, Go fand fih z. B. bey 
der Berechnung bes Eoefficienten ber 3ten Peienz, daß⸗ 


19, —_ 972228499 


De 


972228499 BE 
29 = " 2°5%,7%1.13.1719 > gen 


dachten Regel im Nenner keine Primzahl hoͤher als 17 vor⸗ 
kommen kaun, ſo muß der Zaͤhler des gedachten Bruches, 


oder die Zahl 972228499, fi ich durch 19 ohne Heft dividiren 


und dadurch die 19 aus dem Nenner weg ſchaffen laſſen. 
\ 


5. Um die Enefficienten ganzer negativer Potenzen 


zu berechnen, elle man folgende Betrachtung au: 


* 
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Es ſey J 
ααα. 7745 9er ſo iſt nach 
der Umfehrungetformel | | 
T= pniz"' + p’aaz — Hp"’agz? 4 Ep age... 


ı „ 
+ Pla TSperz-4p’naz’ 
— 1 | 

Ha He. Te 


Nun tft T die Eotangente, und T' bie Zangen 
‚ te von z, mithin, wie man aus andern Gruͤnden weis, 








u n-1 
FU 2° arg 
=z2"-——z- 22... — ZT. 
I. 2 1.2.3.4 1.2.3...20 ,' 
' 2/.2 ! . | 
2’(27-)A '2%2*-1)8 2° (2-1) € 
DT, ADB „ TENE 
2.2 1.2.3.4 1.2. 3.4.5.6 
| on 6 a 
zn N 
2ꝛn On 9 I; — 
—————— .... 


1.2.3... 2n 


wo 4, 3, &,D... bie Bernoullifchen 3ablen bes 
‚ deuten. Alſo ift 











. - n-I 
„rı0ntt 2 — 
u I) 7 p'"% (n-1) = — — um 
an 1 1.2, 3. ...20 
. yzn (2’"-1) y 
(-ı) urE pr n = — 
an-iI I. 2. 3.... an ı 


michin pr?" = — Pr n . 
hin ra) = — ⸗ (2) 


\ 


befonders merefürdiger Reiben, — 319 
Nun aberffeht man ohne Schwierigkeit daß 


p” »ı=zı pP” „in pfrimı oo 
p’# 2 =-2 pP’ 2 =-%, Pa =-ı, alſo, wenn 
man in der Formel (Y n—2 ſetzt 
27T en 
ago — = — 
13 35 
Setzt man nun in der erſten Jormel v von B) in g)n = 2, 
fo hat⸗ man 
m--ı m3 
—— pr 34 
m+45.. .. ma#5 


—— 





p"tr. 2 — p”’’y, 3, alfo 





| ur | 
Ps pi 3=— — feim=—3;3 
| 3.5 3 


! 


— ne - - Ip | | 
3=7 nn nn tr 
Kaas 35 3 nn 
n=—23 
Man ſetze in der erſten Formel von n) ma — 4 
ſo itt | 

-3 n-5 


on 
p*x a) = *7 p”r(n+n) + — * n alſo 
p*% mp4 11 fürn==o. 
P'x2=3;p°r2-p’r= u fürn 1 


= 1 14 
P'#3=-3P #3 7pPr2=-  +3=2— für na 
| FE Bus 7 Be 


l 


Man ſete in der erſten Sorme von B) m=-5 fo iſt 


n-6 
px (n+1)=- — —— * n 


% 


" 
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alſo 
p’xı =zp"rı=ı für n=o _ 

' p’ng=3 ptr2- pi -3-1=-4flrn=ı 
Pir3=-Iptom=i für n=2, und wenn man in ber 
Zormel (9) n = 3 ſetzt | = 

px 2 





— >, u: — 
Frhr °-r 37 

Nun febe man in Bn=3, fo iſt 
m mt . 
— u pr pn alſo 
Er, 4 Le 
| rm, 9-3 - 


4 
4 P’4= — 
? | 37 


‘ 


4 . ı 1 
Du ga ph pn en 
P 7 ‚pP 3 3. 7 ’ 2,5 3257 


I 32 








— m 


2.3'5.7 235. 3'57 
327 44 ° 
3.5°.7 3 Ag 77 


uam Bug ap ige 


P’ng=-3p u + p"r3= 


- 


> Man pre mu in * ne b I 3 
Pt) — 





2; 4? —— pn 


alfo für N = > 33 
prı=phkıi=ı 


; | , y 
px2 = + p”’s 2 p”x IZz-1l.1-Nn 


- 


beſondere mei Reifen, gar | 


2 2 
FE re 2 el 


13.5 , 3.5 De 

2 2 12 
pP an” xA-rp” me nt 
357 35 37 


Di für 3) m —7 fo-bat man 
ae er “n ai für 
1* 0, 1, 2, 3 | 
Pr p “ızı | 
pP”. 2m p%%2- pPxı= Ze | 
3 38 %3-4p Was, tas 7 
| | 3.5 3.5 
17 
| 5 
Man ſetze nun in Y) n ſo iſt 
pP’ 0. 
821 ur, 
‚Date a na= 4 foiß | 
| m+7 
— —— % pP’ und de: 
ur +“ = 5 f 
nen — — 


Prim 3 - 





ä 5 z— — 


1 
DT — — 
3* 
1 2 u” 
Shi us, 37 


+ ’ . 
j £ 


. 
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* 
Ta | 


| Pr =- Brise * 


( 


Paa=z pn pani=-$-15-f 
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; 2 II 2. 19 
2 — sr J— 37 ser 
— F FE, Ge 16 
er StFE. — Ber; ur Pre 


ann 1664. 39 
mE E ET a Se 

+ eis 304 4.0 4 

B us5= 3” 5 7 | * 5 257 er. u 


au} 
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Man fee in m m=- 8% ſo it 
pꝛ Gry⸗· * NAer rot —— — aiſe für 


? | 
.n= 07 1, 2,3: 4 En .. 
P=p’sizi | - .. 


a J u N . \ 
Pasta +4 
| nr SIE | 248 
8 * — 7 ————————— —7 
p *4* 7° 4 — = 7 35 3757 
J 117 . 254 
a = ſx * gs —t+=— 777 
3 — 5 er 3 7 57 957 


Dan ie n Dim mz- 9, Ga 





9 a)=- Eu at orten ale 


‚für n—=6,'T, 2,34 
pP’ uI= =p” Kızı . » 


beſonders merkwuͤrdiger Reihen. 228 .' 


P’n2=5p% 2-pr1=-2-12- 3° ö ur 
pP? 3=38" 3% -D 4255422 Bu 
P"x4&3 P'r44 pP: PERS FIRE 38 

u 351° „37 

set pteg= 6. — 
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"Das Gefe des Fortgangs if num deutlich einzufchen. 

N. Hat man nehmlich von der Potenz — 1. —-2, —3 u. ſ. wm. 

his 3 -ar (wo r eine ganze Ppoſttive Zahl if) den erften, 

„zweyten, dritten u. ſ. w. bis rten Eoefficienten berechnet, 

fo berechnet man nad) der Formel B) aus dem gefuudenen 

Werthe von pr "ar, Paz .:. pr ar, die Werthe 

Ban pas Prnz.., par, und aus diefen 

nad) eben der Forinel die Werthe p"*"x1, pP" "'x2, p'"""x3... 

p' "ur; durch Umwendung der Formel’($) berechnet man 

dann aus dem gefundenen par, den Werth von 

px (r+r), und nachher nach der Reihe die Werthe 

PH, BR), Pa lH). Pal), 

>... wieder vermdge her Formel B. Bey der Anwendung der 

Formel (8) in diefer Rechnung, ift die gu Ende von (4) 

gegebene Regel als Probe, ob man ar gerechnes bat, 
vorzüglich brauchbar. 

6. Aus den berechneten Coefficienten der Poien; 21 
laſſen ſich nım auch fehr leicht die logarithmiſchen Coefficien⸗ 
ten beſtimmen. Deun nad) ber zweiten Formel unter 

Beiſt 
9 p"s (n+1) +2 (0-1) Log p.xn= 2n Logp.x (ni) 
* iſt offenbar Logp. aꝛ224 alſo, wenn man in Der vo⸗ 
‚rigen Formel ftart n nad) der Reihe 2, 3, gu.fw. et 
4 Log p.x3 == 2 Logp. 22 + p'x3 
6 Log p. 24 = 4 Logp. x3 + p"'x4 
8 Log p. »5 = 6Logp. x4 + p"x5, m ſ. w. 
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Hieraus iſt Hat, bag bie Bernorllſchen Zahlen, entwe⸗ 


der aus den Loefficienten der Potenz -t, oder den Coeffi⸗ | 


cienten der Potenz + 1, 'oder den logarithmiſchen Coefficien⸗ 
ten, fuͤr die Scale g, berechnet werben koͤnnen. 
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Aus diefen Enefficienten ber Potenz — 1, ‚findet men bis 


Coefficienten der Potenz + 1, nach der Formel 
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Das Geſetz des Fortgangs ift nun deutlich einzufehen. 
Hat man nehmlich von der Potenz -L, -2, —3 u. ſ. w. 


his 3 —ar (wo r eine ganze poſttive Zahl if) den erften, 


zweyten, dritten n. f. w. bis rten Coefficienten berechnet, 
fo berechnet man nach der Sormel B) aus dem gefundenen 
Werthe von pr "ar, Prx2.;. pPrrar, die Werthe 
ug, prtnz... per, und aus Bicfen 
nad) eben. der Forinel die Werthe p' "x, p'"*"x2, p?rxz., 
p'"r; durch Umwendung der Gormel’($) berrchner * 
dann aus dem gefundenen par, der Werth von 
px (r+i), und nachher nach der Heike die Werthe 
er, CH+D, Pc), pa (+0) 2. Pa (API), 


‘wieder vermöge der Formel B. Bey der Unwenbung ber 


Sormel (%) in diefer Rechnung, ift die zu Ende von (4) 
gegebene Segel als Probe ‚ ob man orig gerechnet hat, 
vorzüglich brauchbar... j 

6. Aus den berechneten Coefficienten der Poeten -1 
laſſen Rh num auch fe fehr leicht. die logarithmiſchen Eoefficiens 


ten beflinmen. Denn nad ber zweiten Formel unter 


Bft .. \ 
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. ‚eigen Kormel flart n nad) der. Reihe 2, 3, 4u. ſ. w. ſetzi 
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6 Log p. x4 = 4 Logp. »3 + p"'n4 
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7. Bey der in (5) gezeigten Werechnung der Coefficlen⸗ 
ten negativer Potenzen, findet man zugleich die Bernon Is 
lifchen Zahlen mit. Aus folgender Berrachtung ergeben . 


ſich aber noch zwey weit leichtere Arten die Bernonlilhen, - 


Zahlen ‘zu berechnen: Man nenne q die Scale, deren | 
Coefficienten aus der Reihe genommen find, welche bie Cos, 
tangente durch deu Bogen ausdruͤckt, ober es ſey 
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Hieraus iſt Kar, daB bie Bernollſchen Zahlen, entwe⸗ 
der aus den Coefficienten der Potenz —ı, ober den Eoeffis | 
cienten der Potenz + 1, 'oder den logarithmiſchen Exefficiene 
ten, für die Beate g, berechnet werben koͤnnen. 
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Aus dielen Coefficienten der Potenz — 1, findet men bie 
‚ Corfficiensen der Potenz + I, nad) ber dormel 
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un, da der Nenner Yon gq’x (a+r) keine ander Priwzablen 

unter feinen Sactoren enthalten kann ald folche, Die nicht 2, 
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agxı dus- = - 20675161415168283440 
ag" 2 q” #14= = = 17090526339531688520 
24"'x3 q’n13 = 16778846958153619248 
29"x24 ga“ 12 = 16757201728134656400 
agdasgrıı = 16754887287089437200{ 
296 ga 10 = 1675463336675 1516600 . 
2q”x7 g"i 9 = 16754605314296698800 
g’x8g"28-== 8377301271981402045] 
| 129948163681107301953 
319.57. 7°17.132.17.19.23.29- 
.129848163681107301953 . " 
. 3°.57,7°.10°.13°.17.19.23.29.31 | 
und da 2’ *- 124294967295 3.5.17.16843009, ſo iſt 


% 
im 


"und 3: grı6= 


alfo ge 16 = 





X 16 7709321041217 
Iy u a — 
NET SI 3° 57,7% u. 13°.17°.19,23.29-31 


Daß nehmlich der Zähler von rin 16 durch. den Bäctır 
16845009 von 2°°-1 fich ohne Reſt dividiren läßt, dient 
zur Probe, daß gr 16 richrig berechnet worden iſt. Der 
Quotient von der gedachten Divifton iſt der Zäßler von q’x 17. 
Bey diefer Art die Coefficienten von q”” zu berechnen, zeigt. 
fi)‘ der merkwürdige Umſtand, daß jede zwo zunaͤchſt auf 
- einander folgende Zahlen der Perhaͤltniß 13 ı immer naͤher 
und naͤher kommen, oder immer mehr Ziffern, von der Linken 
nach der Rechten zu gerechnet, mit einander gemein haben, 
je weiter man berunterlommt. Die letste Zahl hat die mehr⸗ 
ften Ziffern mit der vorhergehenden, oder (wenn wie hier ein. 
gerader Eoejficient gefücht wird) mit der, Hälfte Der vorhet⸗ 


N 
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gehenden Zahl gemein. -Webrigens .ifl bie bier ‚angezeigte 


Methode die Eoefficienuten von q”“ zu berechnen. einerley mit 
ber, welcher ſich Herr Ei —8— in feinem Aufſatze: 


‚Commentatio in:locum Kacfinerianum.de multipli. anzu- 
Torum tungentibus Seite 13 und 14 bedient bat. 


Eine andere Art die Soefficienten son. gi , mithin pri 
von g, zu berechuen ergiebt ſi fi) and der Formel C) wenn 
man darinnenm = ıfeßt, man.erhält dann . 


qꝰx (140 = = 22) 2 x rl) - q un - 


alſo fürn = © 


Rd 


ge ı = gwiı mithin —V | 


fuͤr n — 4. 0 nt 


amd den oo“ 
ober u 
AGRL du2e-gr2-1 und da g’xı=ı 
2g' n2== q 2-1 oder 3q’a2=-I und q nee} 
Für jedes. n bad größer als ı if bat. man aber 


qx “ons = Cı-2n) ‚g* tal, 


= für ein gerades n | J 
— 


—— le G 9 und 


- (Ha). g'z (sh) = aus Quæn + 2423. 4% G-ı) 
3 
2a al) ag 7 4 F * 9 ſe q (2 >) 
14 23 vu 2. 


al 


. ” * ’ 


.r “ 


_ Beonbes mertieiger Rehen 935- | 


für ein ungetades m W 
a »(n+1)-F3Q° «2, q 'an+2g’ xg. 2a) 


ae se — — 


- (1420) .g'% Gh)= = x2. gen +. 2q'3. g x @-N 


| PETE Ber, Cord =) I 


Vermitteln bieſe gormeln kann man aus deh Bärthen von 
g’x2, qug. g' x4, 9Q%5,..9’2n, den Werth ton-q "s(afr): 


berechnen.” 3. B. Man ſuchte q’x 27 fo dat man für s 
n—=16 


-33g’»17=229'x22. q’r ı16-+2qg'x3. est age 

2aix 5. qux 13 4 2 qœx 6. q'u. 12 + ag gun 
| + 2g'28. q’r 10 +'(q'% 9)* 

Hm if, 3 Zt 7,1%. 13°.17°. 19.23.29. rege 
2g'x3 g’r- 16* 11717544135366800 

agursgduıg = 1109835032766328 \ 

aqgu4gaıy = 724695453538056 
2q25 q’» 13 = 7152457757450940 










- 2.g'2 6 ge 12 = 71304991097340001$ “R 
ag’a7qx= 11 =, 71251724136279*2 
 2agugq» ı0o = 7123876129986000 il 
| | on 


dr9 1 = 356181518288465 1] 
elfog’ — E * ——— I | 
a7 T .11%.13°.17°.19..23.29.31 ı. | 
7709321041217 | Ä 
TE. 


no 


h) 


N 
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Vergleicht man dieſe Rechnung mit der obern, durch welche 
eben diefe Bernoulliſche Zahl mie hier beſtimmt wird, ſo ers 
belet, daB man zwar bier nicht mit fo großen Zahlen wie 
dort zu rechnen bat, dagegen hat aber jene Methode den 
Vorzug, daß man nach geendigter Rechnung eine fo leichte 
Probe yon der Nichtigleit derfelben machen fann, welche bier 
nicht ſtatt findet, 4 


- 8 Aus biefen berechneten Werthen ber Eoefficienten 


von q’” oder q" finder man num für bie Vernonliſchen Zab⸗ 


len folgende Werihe: 


| 
H 


a 
| 

* 
| 


69 091 
27 3° 2.35.73 


3617 2 3617 
so '" 2.3.5.17 ’ 
43867, 43367 J 
ne —. mu — 
| 798 2.57.19 


| 





Mn kn — Aue” = 
u 174611 7746r ur 
J — 
— 859513 ,_ 77683. © N 
2363640917 ———— x 
210 ag 
13.657938 
| 6. 2.3 
© _ 23789461029 
870=2.3.5.29 
p 8615841276008. _ 723168255207 | 
14322 5 2.3.7037 
= Togo: 
— ———— 


8— 2577687858367 -_ 17. —— 
u —— — — ——— — 





. 
— — 


FE a Tr 
88. —— | 

— EOEe 22T Eee 
alſo noch 3 Berndulliſche Zahlen mehr ; ald Euler berechnet 


hat, und daraus findet man für bie Gocffeicinn von log y 
folgende‘ Werthe u \ 


zog ge 2 = "Ferien u SE EEE Zu 


Li 


1 4. ME . 
mL. WW 
meter *24 | er 
ww 57 a . 
. . p en .. J 


tẽ 








> 5 
1382 
"26 == 3. == fr p”i% 6: 
Fade 3, 22 De 
2844 
a — pr. 
1 Ber 7113 Bu 
W 929569 a 
98m — 2 — * p #8: 
\. 3.5.7*. 11.13 u u 
. | 640458%: . u 
. 19= u Ey PR 
nn ug 
3861162 ! . — 
quo = —— 15 p"’x7o 
38.5 7 II. 13. 17.19 on. 
1888: 6608 | 0 
"uf. 854 4; “22, 11 
37. 7 ALAZIG 
2 11392 1862 
4 we = Er 1197, =- gr Pam 
39,5%, 7?.11°%.13.19 23 Zu w 
58870668 56604. 
* 13 NT u en ‚px 13: 
| ri! "13.17. 19.23: | 
J 837 4643517010684 _ PERF 
GrIS Su ae 00m p72 14 
3”. 17.19.23° . 
6890 0560 nn 
” > 01380S05609448 029448 =, pP”xı5 


ee BP NT ETUV TEE rer 
129848163681107301953 , 
3"%.57.7%.11°.13°17.19.23.29-37 
a | “= _1736640792209901647222 _ 
3”. 57.7.1 9,13% 17.19,23:29. 31 


q”'x 16 = 


Bun 3 





g’ru1g= 


x 
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'41878123149529303801393 
36. 5*.7 — ———— * 


und hieraus findet fi - 


De ) 


qa 12 * — 


— 








310732 





3°, 7’81317.19-23 


1° . ' x 


gı=ı pur 
q’x Az — 7 = x 2 ⸗ 
ua = - — = - Hp Ä 
3.3 j 
ge 4 =- — 2 1:p”’x 4: u 
IH. 5 J J 
| j , . R) N 
q'x = _ — oo 3p"'x 5: 
- 2: . . 
2. 
a6=- ——— =5p”r6 
2.71 " . 
- Pass 
1382 17’ . 
gar=r ug =-1rP? #7 
ng=-ı Sy pr 
\ U R _ 
q29g — —4 3617 | S cz u 
| 3.35%. F. 11.13. 17, J 2. 
87734. | 
dom - ——— 1 10 J 
3 5” 7. 11. 13. 17. * on, j 
349222 2, 
gi m=- =- 5 fu ’ 


+ 
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m 472728182 on 
ge 32  — ZtPp x 13 
I. 

| 2631724 | FERN 
Xuy — — — — =. 

g#lge- 37.56,7°.1?.13.17.19.23 zrPp . 
__13571120588 

3%. Pr? 13°17.19. 23.29 

0416 I 

13785346041 08 06 

3". 5°.7°.1P.13°.17.19.23. 29, 

1709321041217 pay 

3.50, 711°.13%17°19.23.29:307° Frr 





ge 15=- = dr pP xı5 


* 16 =- 





qꝛx — z— 


\, 


= 303257395102 


| dxı8=- .= . pP’ 18 


—nN—n ge A A 
375.5°.7*%,17°.13°.17.19.23.29.31 
526305343106106954746° 


q J— 28 .9 


— p”’zıg 
3.57 .13?.17°.19°.23.29-31.37 Sr 


Um ein Bevſpiel von einer ſolchen Riechnung zu geben, ſu⸗ 

de man, aus q” ul, gq'82..q #15, den Werth don 
.gı 16, Es ift erſtlich 
gr = gr, agaLg”"« —8R x2 g"x 14 
ag gr agtragarza2g"n5 gie 
+2" 6q'210 + 29"7 dry + (q"r8)" 


7 





! 
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Rum iſt, 3'%.57.7%.17%.13°. 17.19.23. 29 m gefeßt, 


gunIlgqunsm 20670161415168283440 
ag 2 —14 = 170905263395316835 20 
ag"'r3 q”nı13 = 16718846958155619248 
29°%x4 ga 12 = 167572017281346561001 
ac“ art = 16754887287089437200f 
29"x6 q’» 10 = 1675463336675 1516600 
2x7 q” “go = 16754605314296698800 | 
Ur ag = 8377301271981402045 
129948163681107301953. 


nd 31" *16 * —, 

3%.57.7°.17°,.13°.17.19.23.29- 

| 12 163681107301 — 
alo ET 053 


314.37.7 u .13°.17.19.23. 29.31 
und da 2? *-154394967395= 3.5.17.16843009, ſoiſt 
x 16 7709321041217 

2* 21 BT Zt. 13°.17°.19,23.29.31 





g’x17= 7 


Dog nehmlich der Zahler von gi 16 durch. den Factor 
16845009 von 2° -1 ſich ohne Reſt dividiren läßt, dient 
zur Probe, daß q7x 16 richrig berechnet worden iſt. Der 
Quotient von der gedachten Divifion ift ber Zäßler von q’x 17. 
Bey dieſer Urt die Eoefficienten von q”" zu berechnen, zeigt. 
ſich der merkwürdige Umfland, daß jede zwo zunaͤchſt auf 
einander folgende Zahlen der Verhaͤltniß ı: ı Immer naͤher 


und naͤher kommen, oder immer mehr Ziffern, von der Linken 


nach der Rechten zu gerechnet, mit einander gemein haden, 
je weiter man herunterkommt. Die letzie Zahl hat die mehrs 
ſten Ziffern mit der vorhergehenden, oder (wenn wie hier ein. 
gerader Coejficient gefucht wird) mit der. Hälfte Der vorhet⸗ 


. 


⁊ 


3 
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gehenden Zabl gemein. uebri/ne iſt die hier ‚angezeigte 


* Methode die Eoefficienten von q”" zu berechnen. einerley mit 


wer, welcher ſich Her EIG enbad) in frinem Aufſatze: 


-‚Commentatio in:locum Kacfinerianum.de multipli angu- 
Jorum tangentibus Seite: 13 und 14 bedient dar | 


Eine andere Art bie Soefficienten von. gi , mitbit auch 
von gg", zu berechnen ergiebt ſich auß der Formel C). wenn 


‚man darinnen m = I ſetzt, man erhält dann 


g % (149 * * a au x — gan 
alfa für n = 0 ’ rn 
FOBEDEE ee Eee - 
fuͤrn — a 
qꝰx 2: == m gn2 — dr N 
oder 0 
2d: KT (anne ram und da g’x 1=1 
Ä 24 H2=- q 2-1 oder 3T%2 =-i und g une 
Gur jedes. n dad größer als ı iſt bat. manaber " 
.g% (+) = = (ı-an), —X are, 


. ! 
= {hr ein gerades n 


(anna “nr gan. gem + 2q' 3 g’x(n-1) ' 


j | N =+3)4 9 + 7 und 


J - tan) (4) age, alun + 29'% 3:44 'a-1) 


3 
Haag la)ut 218 = en + + | ur J 
= 0 10 2: 2. 


19 


>%i J 


* - ⸗ x 


2 


wveſenders meine —* 335- | 


fuͤr ein ungerades n 
ne »(n-+1)-F24'x2 .q "un}-2q" "3: —* 


ur (a Ta _ 


— qx Gh)= z=2q' “2. g' ın-. 2q* 3. g’ x (“-n 


PRICE rag (EH Er: =) . 


Vermimtl bieſe Formeln Ian man aus ben Werthen von 
q’x2, 92% 9% qqQx5, .. q'un, den Werth von- q' 's(otr)- 
| berechnen, = 3. B. Man ſuchte q’x 17 ſo hat man für y 
—=ı6 


zgglnıyaaginn. q’216-F2q' n3. —E 24. guıg 
2diæ 5. qx 13 + 2g'n6.gnıa * 2a 
+ 2g'28, un 10 4(4'u 9)* 


Aun iſt, ZEIT. ZIEGE 










29'x2 gi 6= = 11717544135366800 
agrzguıg = 17109838032766328 " 
agnagııy = 724695453538056 
255g 1152457757450940 
. .2g'26 ge 12 = 7130499109734000 | 
agu7gzıı =, T125172413627912] : 
2qx 8 q’s 10 = 1123876129986000 
au9 J 356181518288465 1 nn 
1 587681342971797192 
Da .119.23°.17°.19.23.2938. 
711093210412 17- B 
Ä = 3,5°,7*.18°.13.17°.19.23,29-37. 


x - 
. x R 


eig! * N=— Korper 


nn. 


> 
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Vergleicht man diefe Rechnung mit der abern, durch welche 
eben dieſe Bernoulliſche Zahl wie bier beſtimmt wird, fo ers 
bellet, daß man zwar hier nicht mit fo großen Zahlen wie 


"\ dort zu rechnen hat, dagegen hat aber jene Methode ven 


r 


Vorzug, daB man nach geendigter Rechnung eine fo leichte 


Prohe yon der Richtigleir derfelben machen kann, welche hier 


nicht flatt finder, pP 
| 


— 8. Aus diefen berechneten Werthen ber Coefficienten 
von qꝰ oder q" finder man nun fuͤr Die Bernoulliſchen Zah⸗ 


len folgende Werihe: 


u —E 1 
AT, 
* 1. 
B = 73 — — 


691. 691 
2130. 2.357413 


7. 
S »= <= 23 


' u 


50" 2.3.5417 u 


= | Pi 
Yu 43867;__ 43867 . 
798 2.3.7.19 


+ 


beſlondern men — Ba 337 > 
| 174611 _ 17461r 0 


8 — 


330 FETT ZB 
u 
m TU > ZUR. STE“ 
ES ae "5 77 Deere 0 
m 730364091 __ 236362098 °- = 





2730 — * 235. 7.33 m. “er a 
m SE. 13.657937: 5. 0 


. 6 2, 3 . 
o — 23749461029 | | 
870=2.3.5.29 - | " 
p 8615831276005. '- — ———— 
— i — —— — — 
14322 5 2.3. 7:11.31 
gro: :; 
Q = — —— W - Tır 7 
510=22.3 5.47::, Ru 
8— 2577687858367 - _ 17.151638697551 , 
— Denen a en LER? Gran 


3 
S a615271553089977373 | 
1979190 2,3; S7IIERRIT7 en 


alſo noch 3’ Berndulliſche Zahlen aueh , old Enter berehuet 
bat, und daraus findet man für die Cocffeieien von log 2 
folgende: ‚Werthe N 


lg ga 2 m- = pin DE EZ EEE N 


14 | 
4Alog q. 03 =2-— ='- = P3 


55 — 

2 
blog q. % 33 = pt Zu Een | 
| D ne 





1 
t, ‘ 
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Blog a nSS nn, * 


292 un 
jo lo ‚a6 a α 
3 755 > 


BT} 11:2 BEBEEEN 
12 lo 7 — — — op x 
a TE Zara | 
| 11.7 1 
oe 94,28 = = u po 
14 10% 9 8 ER ANRER P | nn 
| 33862354 
1 r Per — — 16, 
| 16 08 g.%9 u pP 9 
: 99998766328 
18 log q. * o2- — — — 2 px 10 
2957 11.13. 17. 9 
661 0942 
ↄ0 logq.=.u =. —— FE ne 
u CE RT VA 


265h80 Gt 
niggun=- Br _ = 22, 13 


375° 7413471923 


Mehrere fie logarithmiſche Geffcienten von q Kinos 
se man entweder aus den verhis auscheboen Deren 


Zahlen nach der Formel... . 
* mn. 

gene Zn-T_ 
enlog q. Int) ==. —— 


| 1.2.3.400 o., 20 
oder auß dem Eoefftcienten von q. nach. ber Sormel 
2n log q. æ m = — 2) q x (at) 
Berschnen. 


(Mehrere Anwendunge auf Poteizen beſoaderer mai 
wurdiger Reihen, raͤnftig.) 


t 


a 
I. 
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Erlaaterung über logarithmiſche lokalausdrucke | 
Es iſt Log (ax KR erh da°+:ß ..) 


ba cxꝰ —* 
= ton a (1 et —-) 
= Log (ax®) +log (14 3. en 
\ Ve \ y ..y* vo. \ ” 
== Log (ax°) +2 L+E Fr — +. u 
* ga. 4* 


wenn man y — dx? * 4 Br + ex‘? N fett u 
In birfenn Bade iſt für-den Zeiger’ 


G ed. e', 7) 
| I. 2 3 EEE . 


. en!’ 


y aA, dA A: ga 
oo a rn An And er 
a a. 4 J 6 a ; 3 
2°“ zn. 
oe BB b’B b* B- b’B 
I, FB SP 
2a 24 20 24 : 90° T 
Zn ‚ne 22dc.,. C, “ 
Ze it Saas tu 
3 BE a 
x 4 
„I. > „ID a_YD .. 
4a qaꝰ qa 
y’ ! vi eE N 
2 —— y5ß in 
* | | + sa’ ne m 
. ſ. w. j u. ß w. 
Log (ax? + pyarß + —* + PERF, +. I 
"A. #%B 


= ig) rt 71 Pr . 


2a’)/ . \ 
Da 


- : 
® 
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JA ” EB, 2 a : u ” ” 
Guss — o . = . 


’E | 
 fe’A b"B oc * m’ 

+ —---7-;- ut N): xeß 4. ... 
Na aut. zu’ gu 


wofär man kurz ſetzen kann 
Log (an + a) 
= Log (ax”) + Log p. #3 + —— 
+. .+ Log p. » (ati). er. m 
für dir Bcate pPI . 6,c, d, PR 


. &8 erbellet hieraus, daß Log p. x niemals Sorkunmt; fon 
‚ dern blos Log p. #2, Logp. #3 uf. w. und va den 
‚Zeiger und die Scale 


[2 23 d,e, = . ') 

PI .. . Ki. 
— — 1," 2, 3, rs cd - 
— “ABB CC VD" —n'N 
-. 30° 49* a 
Lat Jß - 1 
j RL an AL y p"B u; ae PD) „um N 
Aa ar zu gi 








2 
- 8: 2a 





. | E ann F 

Nun iſt 2: | ® 

pPr(afI). aA mpep ge "CHN, 

—Zd | 1 — ——e — 
m a 24 ‚3a? na 





Verſchiebene eombinatoriſch analytiſch bearbeitete Auf⸗ 
gaben; von Heurn D. Chriſtian Kramp?). 


"fer = 1 ! 
V 





N ie , 
* 


Vorekinnerunghdes Herausgebers. 
Nachfolgende Aufgaben waren ſchon im May 1796, «ls 


fo noch vor dem Abdrucke ber erften Sahrmlung combinatos 
riſch⸗ analyiiſchen Abhandlungen, in meinen Händen. Sie 


konnten aber dort (a. a. 9. S. 115, 1) nicht Platz finden, - 


uud follten daber im mathematiichen Archive nachgeliefert 
werden. Jetzt führe ich fie, als Fortſetzu ng jener Auf⸗ 
gaben in der erften Samıhlung, nun in der amegien auf, 
wo fie auch ei eigentlich hingehüren. 


VL. Aufgabe. rn Ft 
Min Bepbehaltung (€. S. c. a. A. S. na, v) von 
Zn . dr 
= = 0-30; Zagu m 


ſey and 


a) Jetzt Profeffenr de chymie et de 6 Phyfiqne expirimentae 
A recole centrale du Departement de la Roar zu Sn. 5 


— 


s® 


39 X. Kramp, verſchiedene Aufgaben 


dx dp ga dr, 48 u.{.w 
— — .___ ga — m 273 — = u. J. W. 
dy pi dy d dy vy 


Die Glieder beyder Reihen ſeyen Functionen von x, nicht 
von y. Die Glieder p, g> T> 5... der erflern Reihe 


. werben als gegeben vorausgeſetzt; man ſucht p, q, 1; 8: «- 
die Glie der der letztern. 


Aufldͤſung. 














2. Es iſt >) 
x. dx. , ‚®. N’xı,, 
7 dy pm pm I 
ı dx i II”x2 
1.2 dy® = 
ı dx 2 11?x3 . 
1.2.3 dy 3 
I dx 8 II*4 
’ 1.2.3.4 dy* 4 
3. ! 
I dx m Hin 
1.2.3. 4..n ya 8.77 


für die Scale II [p. ar, 5... ] 


b) Was bier Cin 2/und 3) fiebt,. habe ich der Aufdfung, hie 
Herr Prof. Kramp ſogleich mit (4) beginut, voramgefeß!. 

Die rat ei hen (iu 2) find nichts anders als bequeme 
Ausdräde für bie Coefficienten, wie fie Herr K. Cin 7) for 
dert: Coefficienten udhmlich der Glieder x°,x', x?...x"” 


$ 
der Potengen = 1, — 2, — 3... u, des Infinitinoms 
p+gx +rx?+fx?,:. dur die Gliebderzahlen, 1,2,3..% 
dividirt; welche Coefficienten fih combinatoriſch (mac 3) feikt 
aden und angeben laffen, Es wird fur manche Leſer nutzlich 
en, die Norm der Entwigelung (in 2 nnd 3) voraus angest: 
n au baden; weiche nachher Cin 6, 7) bewiefen wird. 9 


K 2 


x 


cinblnccortet analptiſch Seal. 349 


3. Für diefe Scale, oder, ‚ weun man EIS (p Pqꝛ: 
4x HN etc) "" fer, „ findet man leicht die Werthe der 
Rofalausdräde fuͤr die p, q, r, 8... in (2). Niere 
zu dient unter andern die combinatoͤriſ he Formel E 
S. c. a. A. ©. 233) für pP”, wenn mau für 


bie dortigen p, m» 2, b, 6 a . 
Her TI.n, P. gn BnuK 
und fürn wach und nach 1, 2, 3, Zr: ſetzt. 


ws. 


u 0° 


4. Dara ih J— 


pp 1 un J 

py* — 

pr = — pr+299 

ps=—p’s+spar ur . 

P t=—-p’t+p” (6gs + Irre) -2ipg DEE 1? 

p uz- 2 *u+p’(7gt4+77s)-p" (289 "s+adgr As apvr· aa 

— v-+p (Bqu+8rt+us?)-p’(309? tragt) 
+p (1209 ’s-+180q ’r7)- zgopq'r-Fi3ag“ | 

pw = - pw + p s(gdv + gru-+gst)-p* (gsg’u+ gogst 
+ 4a Ar). + lust 4 ag +16gP) 
— (49599) + — 4290 
Fe de .aUMe 


.4 I 


eu Km num das allgemeine PR für das Died 
tislberbältniß vom Grade n; oder für 
. 1 d’x " 


23h —* — 


21 


* 


1 


\ 0 


24 Hi Kramy, werſchiebea⸗ Aufgaben 


Es ifdafielbe = —* 


+ as: nf2.. —— Fr Sete 


Pre Tee., J — ae) 
wo bie aan Bin iſt Bhart3ktH4eteteon-n 
S., Br uw 


Setzt man Hier dem ; Battoren tm Zihler % des VClſteien— 
ten noch den Jah n vor, ſo wird aus ihm der Polynomial⸗ 
af re ete 
Coefficient ves Gliebes pre eh ; mit der einzigen 
Modification, die der verneinte Zuſtard des Erponenten 
von p nothwendig macht. Der Beweis dieſes Satzes iſt 

ſolgender: 


— 


— 


6. Der Erponent von p, den wir ſonſt a genannt ha⸗ 
ben, iſt hier - (n + 34% +3+s+ etc). Folglich die Sum: 
me der Erponenten, :oder a+ B+Y+dH+s+ eig, Die in 
bercerften Aufgade (E. ©, ca. A. ©. 102. 2. Zuf.) m 
- hieß, iſt Hier —n. Man fee daher -m an die Stelle yon 


2, fo erhält der vorher: mit n a gnultpficie Eoefficient fol⸗ 


. - 


gende Form; 
Am) (-m+1) (-m+ Yan. (& m+ß+Y+d+etc- ı) 


By del! y ete 
Und da bier das obeie Zeichen + fü biejenigen Bälle gilt, 


N. Dieler Ausdruck iſt mit jenem (@. S. c. a. A. ©. 114. Mufs 
'Iöſ.) dur; das bortige an + B-py+ etc (daf, no. 2) 
verkärsten, einerleg; Veyde Anfgasen nähmlih, die dorkige 
und die biefige (1) find. volfommen diefelben; nur ift, mas 
dort bloß angegeben ik, bier mehtlauseinanderge: 
fegt und etwiefen worden. ” . 


x 


=. 


er nctch wnalytiſch bearbeiten 345 


wo ß+ —E ete eine gerade Zaht ift; Bat: untere 

Zeichen — fuͤr dieienigen, wo eben vieſes S-+Y+4-C+E+ etc 

ungerade wird; in den erften Fällen aber, die ſaͤmmtli⸗ 

- chen verueinten Saftoren des Zaͤhlers ein wirklich bejahtes,- 

in den letzten aber ein verneintes Produft ausmachen mäfs 

fen; fo iſt folglich der aufgetehte Coefficient weder mebe 
noch) weniger, als | 


m(m-Tn. u («+1 — —— 2.1 
ß BELEG 1 ete “ arg KALI etc” 
ber wirk liche Polynominlcoefficient des Produkts 
‚ PrafıYs? etc. Bezʒeichnet man dieſen Polynomialcoefficien⸗ 


ten, wie oben (E. S. c. a. X. ©. 102. 2. Xufl.) mit K, ſo 
‚ Wird das gefuchte Differentialverhaͤltuiß vom Grade n gleich 


J 


_ D —— 2 ete (daf. io3. 5) \ 

| wobey = + 834 v44 ete=-n > 
and da zugleich 6 2 30 4 etc=n-ı 
ſo folgt ra x +2ß+37 +40 + +. 2-1. 


[2 ‘ 
u No. 


L Allein, für‘ den vbe ludem Fall, wo « —E | 


+ ee = — N, md AB +2y+3d teen — if 
S[Kpege rYsct® etc offenbar der Eoefficient des Gliedes ze, 
in der unbeſtimmten Potenz des Infinitinoms 


(p+d&tist sa etc)", 


Sign, m pad seh Steel dom Sie 


T’ 





. . n, oder 





—— — 
1. 2.3. 4. 5. 1,0 -dy“ 


w 


» [ 


;> alfe | 


. 
4 
« . . - - 
le mu — — 





946 XI. Kramp, derſchiebene Uufgaben 


des Gliedes x”° hr der nnbeftimmten- Potenz des Infinktis 


mnttet etc)", durgnbividier, 9 


7 


8. Die gegenwärtige Aufgabe bient Überhaupt dazu, 


wenn y eine gegebene, algebraifche oder tranfcendente uns 


tion von x iſt, tiefer letztern Größe die Geſtalt einer functio- 
nis explicitae von y, oder einer allgemeinen Reihe zu geben, 
die nach den Potenzen von yfortgeht. In den Zällen wo 
y=A+Bx+ Cx’+Dx’+etic; oder y=Bx+Cx’ 

+Dx?’+etc, findet die gegebene Formel auf der Stelle ihre 
Anwendung. Sollte aber ySAx"+Brttdczmi2dL etc 


ſeyn, fo machte die Umkehrung ber Reihe eine Modifi⸗ 


cation jener Formel udthig, dm amvenbbar zufeyn. Sch 


behalte mie dieſes auf eine audere Zeit vor ©). Hier noch 
einige ganz leichte Beiſpiele. 


I, Wenn y Star, pitx Sy-gy°+2ggy’-sg’y* 
+ 139%y° - 42g’yÜ + 1329°y’ — 4299’? + 1430g°y’- 
48624 rd” y" 58786 "y’ Heben Der Ters 


J 


.d) Das Sieb, worinn xu-r vorkommt, iſt offenbar bad nte; 
and fe lommt für den nzen Coefficienten mein obiger (rd) Lo⸗ 


T"un . | 
kalausdruce 568. 





0) Dan kann die obige allgemeine Meike . 
y=Ax"+ Bd Cu etc 


nos „ber Formel (8. 17 bo A. ©; — „2 für das a 
ed von xt, fur x nTıa ehren, indem Man 
I, r dier 1, m feßt. Da te led fx (mie oben Im 1. | 


in haben, —* man is im rel 


⸗ vn a 





init analytics Gene | w 


RE „„ B+2.n ' 
minus Generalis ift arant+3.,. zn ar. 
ı., oo... I,’ 2 . 3 4 y,oro n 


II. gr yı 4 iſt x ⸗ = y- ry 34 35 2yt_ any? 

Apr? eo gt igagrty etc, Der Terminus 
7 ER 
PPETTILTPRT Paulsen sc EURE LBRRENE 

. ' J. 2. 3 4. une, “N j ’ 


ir. Sär y- x+ sı* iix=y- sy’+ 4sy7- g35?y 


+149 y_969 ’y7°+70845°y"? etc, Der Terminus 
3n+2. 3n+3. — 


Generalis iſt saydutt, 
3. 5 


u. Ady” + Bo’yrn . Copy’? + Dg*ytn> - Ep’yrr—t 
+FO'ytctsetc. Der Coefficient für das allgenieine 


ftatt 1 ’ r ru S ; nn .ı 
Ye ı, m, I, a 0 
ſetzen; und fo inte 


VB : 
1+(n-Nd ı+(n-)d 


’ — — — — 





yo. 


IV, Und im Allgemeinen, für x + Mil x=y- 


xn= = m un. m, 

Ir@-na! nen Ä 

wo man für q ser men win, u I ſeten ta, wie oben 
:@ vorkommt, a 


Pa 


⸗— 
X 


336 XI. Rothe, Lokalausdruͤcke von Potenzen 


Bergleicht man diefe Rechnung mit der abern, durch welche 
eben diefe Bernoulliſche Zapl mie bier beſtimmt wird, fo ers 
bellet, daB man zwar bier nicht mit fo großen Zahlen wie 
dort zu rechnen bat, dagegen hat aber jene Methode ven 

"Vorzug, daß man nach geendigter Rechnung eine fo leichte 
Prohe yon der Richtigleit derfelben machen kann, welche bier 
nie ſtatt findet. 


8. Aus dieſen berechneten Werthen der Eoefficienten 
von ong® oder q' finder man nun für Die Bernoulliſchen Zab 
ben folgende Werihe: 


1=4+4=- 
HT 
8 * 5 L. “ 
— 77 23.5 
4 
1 
en * 5 | 
T | _ N ! 
© IT 235 
e=m 4 | 
— 23.18 , 
:- 691, 691 
2130 235743 
1 
e-:i=,, 
N) 2.3.5.17 ’ 
438607, 43867 
Y z= —- zu — 


798 2.3.7.19 





beſondem mt — Ba 37 
a 174611 u u 
R — oo . on IE oR.. 

330 3.3.5.0 - 0? 
85453, 77083 0° 
m — nn > F Pe 
138 2.3.23 ze | — > 
mn 730364091 __ 236364098 °- _ N: 
ge 
8553103 _ 13.657930 : . 
| 6.0023 
— 23749961029 | . | u 
870=2.3.5.29 5 0, 
p— 8615841276005. 5. 1723168 255201 
— —— —— — IR 
14322 Br 3.7.0307 | 

ToBꝛIOAII2 - :° 200: | 

— — 23.5.0. Be - fr rn. 
R — 2577687858367 _ 17. 151628697551 
Mm mn — — * BEE? Ga, 

6 R J „s ef 1. 23 _ 
| 26315271553053477373 | 
IP SEPRIEN 2L7 7) es 
alfo noch 3 Bernvulliſche Zahlen mehr; als Euler berelgrler - 
bat, und daraus finder man für bie Eoeffiieiten. von log a 
folgende‘ Werthe \ 


log g.* 2 =-3= = run on re 


1 


S— 


gang a ep 
⸗ 35 F 
124 
— aan =“ 4 Zu oo 
. 2571. 
9 , ie “ 


. 
⸗ 


1 


338 xL. Rathe (elnincieson Potenzen 


254 

8 lo q.⸗ ar 22 * 5 

nr J 

| 92902 er 

jo 10 ‚6=- — * —*& 
en Bun 


73657968 
12 lo: q. * om m — — —X& 
ae Frag” -? u 
, 6 ag: nr oo 
ulggq,x28=- SP SP%B- & 
3° 5 ‚7.11.13 * 
| 6 rn 
16 log q. x 9 = — — m 16 
u 37.5.7. 11.13. 7 


u.) 66 10 
18 log q. 10m —- PRSELLEE =pr 10 
PP 11.13. 13. 9 


266 2 

Bo logg um 2 EESCHME „ans 
| Tg 
I eo _ oe 


22 log g. 1 2 Pr 
5°. 7. ti. 3. 17,19. 23 ° 
Mehrere fie logernimiſche Gorffleienten.» von q nn: 
se man entiweber aus den vorhin angegehanen Vernouliſchen 


= u 3: ) 


Zahlen nach, ber Bormel. on 
& . ze j ana ri. 
anlog q, x«Tatı) = —— 


2.3. 4... .. 2n 
oder aus dem Eoefficienten von q"- nach. ber Formel 
2n log q. * on) = ann 9 q’ x (n+n) 
berschnen. _ 


(Mehrere Anwenrnngen auf Potengen font meil⸗ 
wurdiger Reihen, Künfig.) 





* . \ 


oo befanden metwindige Bee, 339 


Erlauterung uͤber logarichmiſche lokalausdruͤcke. 
Es iſt “og (ax “px + Pdf...) 


I bu Lex? AN 
= Log (ax®y + Log 14. =) i 
NN oe 4, ‘ 


= (er) — 14 2): R 
x * v . \. , j 
= 1 (a Hr ren, 
a ur . . 
wenn man y = —— +2"? ben feht..- 
dn dleſem Felle iſt fur den Zeiger | . 
J 6411 — 
1 2 34 5) 


0 ® £ } en! 
0 





yY da o?A arA a“ a 
7* = en an a le 
a" zn 
— XæS]. WB na a 8 B_.. 
2a” 2a" U u? Eu e " T \ 
I. nadc.... € 1 — 
— [ — 
4, . 3. 30 n 30’ 
’ #’D ,„ t’D 
Mann Y_ —— * u Burn. 
4a* qa* ñ 40 " 
y’ F eE 
sa’ + sa x +. 
u. ſ. w. | , u, ſ m. 
alfo Log (a3° Hm * hir mei; 5 
aA beB 


= Log) + er ( ——)*4 
4 
| N ’ 


- x... 


[4 


geo XI. Borhe, hbkalausdrade von Poccuen 


A PB . EC ni oo 
+ - ZN... 
24 30’ on .. 
GA DB CC VD ı_ z® 
+ 3777 at — ze + ... 
— 4 240 3040 


wofär man kurz ſetzen kann J 
Log (ax + Ze rei + PR AU . ) | 
= og (a) Hlogn na a4 mern, | 
En: . + Log p. » (nꝓHV). zo En 
für die —* pen bo de... 


.. Es eryellet hierans, daß Log p. xr'niemals vorkommt; fon. 
' , dern bloß Log p. x2, Log p. #3 u, f. w. unb daß für den 
‚Zeiger und die Scale | 


o B* 5, ‚En d, e ı. ] | 
ã, 2, 3, 4, +» +4 - 








0.00. fL@AhB CCvD“ —_n"N 
. 177 mt te 
u a * 30° 48 = na" \ 
Lpx(ntı) -I 


a? A AAben we Ceh Ba, N 


4 











1 ur 
Nam iſt * a En Be 
J -I J 
m-T n 
gel) „ac "Tin 
—o 4 nt - J 
. m a 24 7 na 





4 
[ Bu . % ur er .. [2 


XVUII. | | 
Verſchiebene cömbinatorifdh analpeifch bearbeitete Auf⸗ 
- gaben; von Herrn D. Chriſtian Kramp?). . 


gi 


Tıv 
- . \ . 


% . —— 
x . N 
» 


2 


Vorekinnerung'des Herausgebers. 


Machfolgende Aufgaben waren ſchon im May 1796, dis 
fo noch vor dem Abdeucke der er ſte Sahmlung combinatos 
riſch⸗ anagtiichen Abhandlungen, in meinen Haͤuden. Sie 
konuten aber dort (a. a. O. S. 118, 1) nicht Platz finden, 
ud ſollten daber im mathematiichen Archive nachgeliefert 
werden. Jetzt fuͤhre ich ſie, als Hortf etzu ng jener Auf⸗ 
gaben in der erften Sammlung, mm in der zwepten auf, 
mo-fie auch eigentfich hingehoͤren. u \ 
| | Hindenburg. -- 


vu. Aufgabe. Er 


% 1. 


M. Bepbefaltung (E, ©, 


28 .. 
= 


c. a. A. S. 114, V) von 


3363 
— mm —p: — = 20q2 --- = Ars — m 48 u. 1 w. 
dx p dx 3 dx. 3 dx r 
fey auch “ f " . . 2 . \ . 


a) Jetzt Profeffenr de Chymie et de Phyfigue experimentale 
.. Al’&cole centrale du Departement de la Rosr zu Colln. 5 


— 


39 ZU. Kramp, verfchiedene Aufgaben 


Die Glieder beyder Reihen ſeyen Functionen von x, nicht 
von y. "Die Glieder p, q. 1, 5... ber erſtern Reihe 
. werben als gegeben vorausgefeht ; man ſucht p, % t, 8. «- 
die Glieder der letztern. | 


“ t 

















| Auflöfung._ 
2. Es iſt d) | . 
x. dx o N"xı.. 
ET 
ı dr 0— i T”x2 
La ay: y-p- 2. 
1 d’x 2 11?x3 j 
.—; zt=p=— 
1.2.3 dy 3 
I d’x 3 H"*n4 
m .— mb 
1.2.3.4 dy* 4 
3 ? 
I d”x a-t H"xn 
1.2.3.4...n dan = 7 


fr de ScoeI[p rs... ] 


b) Was bier Cin zuund 3) ſiedt, habe ib der Anpöfung, hie 
Herr Prof. Kramp ſogleich mit (4) beginnt, voramgeie!. 
Die Lokalzeichen Kr 2) find nichts anderd als beaum 
Ausbräde für die Coefficienten, wie fe Herr 8. (in 7) fat: 
dert: Coefficienten nähmlich der Glieder z°, x’, x?...ı”, 
ber Potengen - 1, — 2, —3...— nm, des Inſinltinomi 
Pqx rxꝰ 4 ſxꝰ . :, durch die Gliebergeblen, ı, 2,5. 
dividirt; welche Coefficienten ſich eombinatorif (mad 3) leitt 
faden und augeben laſſen. Es wird fur mande Leirr nutlich 
Senn, die Norm der Entwigelung (in = mund 3) voraus ange; 
ben zu baven, weiche nacher Cin 6, 7) bewielen wird. 





x 


winblncorch analstiſch Bra Pr 


3. Fuͤr diefe Scale, oder, wenn man II = (p+gz' 
4rx —* 4 etc) "" (et, findet man leicht die Werthe ber 
Lokalausdruͤcke fuͤr die p, q, r, 8.. in (2). Diem 
zu dient unter andern die commbinatörif be Formel e | 
S. c. 0: A. S. 233) für”; wenn man für oe 

die dortigen P, m, 2, b, e, a ...2 

hier Ih-n,p pr 3.x 
and fürn, mach und nach 1, 2, 3, 4.. ſetzt. "9" 

4. Daraus si J— | | R 
ET . .3. 52 
—-4 I J 
pr pr+2gg u 
pe=-pstsp · 5 u \ 
g’t= — p’t+ p6gs Harn) 2ipg *4 Te 
p"u=- put p’Czgt+7rs)-p’(289°s+28gr 2 84pg’r-42q° 
pP’o=-p Sv-Hp*Bqu-+8rt-Fus?)-p’(36q tragt) | 
+p? (1209 41800 r —330pq .Li32g° u. 
ws -pw+p 5 (ggv + gru+gst)-p* (gsg’a+ gaget 
++ + tree) 
plate) + p(12873°) 429% — 
et, Mic ete ete 


vw. 4* . PL) rt 


.. 


Fi "ln nun bad elgemeine Be: für das Died 
ia som @rade n; oder rn 
WE L.- dx 


| 123. Ser: * — 





- 


D j / 


\ . .. 


24 SH; Kran, verſchiedene Aufgaben 


Es ift daſſelbe — 8 
nF. n-£2... = —— ar Ai rt ʒke etc _ 
* | Br el y etc. _, ‘ pre etc 


* die —— oigens iſt Brartast4ct etc=n-1, 


Ss... 


u 


Set man Hier ben Zaftoren hm 1 Böhler d des —E 

ten noch den Faktoͤr n vor, fo wird aus ihm der Polynemials 
ur PrYstt ete J 

Eveffieient des Gliedes Ko 3 mit ber einzigen 

Modification, die der verneinte Zuſtand des Erponerten | 

von p nothwendig macht. Der Beweis. dieſes Satzes if 

folgender : - — 


.. 


‘6. Der Erponent von np, "den wir fonft a genannt ba: 
ben, iſt hier -(n 444 y+e+s+ etc). Folglich dieSum: | 
me der Exponenten, ‚oder «+ A-+Yd+s+ eig, ‚bie in 
derrerften Aufgabe (E. S. cn. A. S. 102. 3. Zuf.) m 
- hieß, ift hier -n. Man fee daher -m an die Stelle yon 


2, fo erhält der vorher ı mit n n mulnnpliciete Eoeffieient fols 


gende Form: 

+(-m) (-m4) (-m+2)...: (e m+ß+r +3 etc-.) 
ar rar Zr 
Und da hier das obere Zeichen + fur diejenigen Faͤlle gilt, 


2 Dieſer Ausdruck iR mit jenem (E. S. c. a. 9. ©. 114. Auf⸗ 
pe ypurd das bertige an + B-pY-+ etc Cdaf. mo. 2) 
verkuͤrzten, einerleg, -Bepde Aufgcaben naͤhmlich, bie boxkige 
und die biefige (1) find. goRfommen dieſelben; nur ift, mas 
dort bloß angegeben ik, hier mehelaugrinanderge: 
fegt und erwiefen wordon. ” . 


N 








wo B+ Yhöcke+ ete eine gerade Zabt ift; dad untere 
Zeichen — fuͤr dieienigen, wo eben dieſes S-HY+-C+E4 etc 
ungerade wird; in den erſten Fällen aber, die ſaͤmmtli⸗ 
chen verueinten Faktoren des Zaͤhlers ein wirklich bejahtes, 
in den letzten aber ein verneintes Produkt ausmachem muͤſ⸗ 


fen; fo iſt folglich der. aufgefehte Coefficient weder met 
uoch weniger, als | J 


m (m-TD: .... (c+1) m (at-1) ...o 3. 2,8 


— —— — J 


der wirkliche Polynominleoefficient des Produkts 
‚ Prafıts? ete. Bezʒeichnet man dieſen Polynomialcoefficien⸗ 
ten, wie oben (E. S. c. a. A. ©. 102. 3. Aufl.) mit K, ſo 
wird bad. gefuchte Differentialserhäiniß vom Grabe n gleich 


_ —D X rs? e etc (daf. 103. 5) u ' 


| wobey «+ 34 44 ete 22n 
und da zugleich 442 30 4 ete=n-ı 
ſo folgt er “+2ß+37 +48 + ete -1 
7 Allein, m. den Heſondern Fall, wo «+ Be 
4 e. *7 md 3424304 eto ? n — lyo iſt 
/Kp °gß ıYset* etc offenbar der Eoefficient des Gliedes x, 
Ä in ber unbeftimmten Potenz des Infinitinoms 
re + In Ze 


1 


—E — Mn pas gefudhte Difrentatserhtmiß vom Gra⸗ 


1 


cennbinatoenth- dnahhtiſch beerheet. > 245 


4 


aAnx | 
n n, oder. F gleich dem Coefficienten 


1. 2. 3. 4. 5. 0 - ".dy® 


’ 


\ ’ 





946 XI. Kramp, verſchiebene Aufgaben 
des Gliedes x" hr der unbeſtimmten Potenz des Inſiniti⸗ 
mmpHautre’ + etc)", durch n bisidiet 9) 


8. Die genweite Aufgabe dient überhaupt dazu, 
wenn y eine gegebene, algebraifche oder tranfcendente Fun⸗ 
tion von x iſt, Liefer leßtern Größe die Geſtalt einer functio- 
nis explicitae von y, oder einer allgemeinen Reihe zu geben, 
die nach den Potenzen von yfortgeht. In den Fällen wo 
y=A+Bx+Cx’+Dx’+ etc; oder y=Bx+Cr? 
+Dx?’-+etc, findet die gegebene Formel auf der Stelle ihre 
Anwendung. Sollte aber ySAx"+Bx"dLcz?dL ete 
ſeyn, fo machte die Umkehrung ber Reihe. eine Modifi⸗ 
catton jener Formel udthig, um auwendbar jufem. Sch 

- behalte mir dieſes auf eine audere Zeit vor ©). Hier noch 


J einige ganz leichte Biiſpiele. 


I. Bent y Star, fo ii x =y-qy°-+2gay?-5Q?y* 
+ 119%y° - 420ꝰy* + 1329°y’ — 4299’y° + 14309°y’ - 
48624 ers yU5g786g"y’reie Der Ten 


{1 


.d) Das Sieb, worinu xu-ı vorkommt, iſt offenbar das nie; 
nad fo kommt für den nten Sorfücieasen mein obiser (Cd) Lo⸗ 


kalausdruck Br: 





e) Dan kann bie obige algemeine Reihe 
y=Ax"+ Bx-4 Cru etc 
nad der Formel (E. ©. * * U. S. 298, 7) für das (n+ı)te 


Plie von J— für x] (n}ı) fehren, Indem man ftatt 
u rdler I. w ſeht. Das nte Se hie x (ui oben er | 


gu haben, —* man in jener Formel 


Pr) ut j 
en I... 


ö PRESGRID. ERBE... u 
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n+2.n+3.. | 


nr, a9 2 ayasi 
ee 


. . 
% 
’ . ® 
| 
‘ " ® 


minus Generalis if 


II. —* 4m iſt x =y- ry ’+3T 2y4_ any? 

+" Has P-etc, Der Terminus 

an +2.0n0+3. ;.3n ya ... 
u 3. dr. 75 a 


Seneralis ie 


4 


UL. Bär y= tat ifxmy-sy+ ey’ gay 
149 5’y’-969 ’y’°4+70845°%y'? - etc, Der Terminus 
U 3n+2. 30+3...qn u 


Generalis iſt sayantt, 
RER ER j 


IV, Und im Allgemeinen, für y= x + x” iſt x=y: 
_ Ady” + Bg?y?n - Cpy?t + D9 yw·⸗ Ey 
+ESy-etsetc. Der Coefficient für das allgenielne 


% 
f 1 [Fi j 
y 


Mn. | 

bier WE Vase Se > Sr 

fegen; und fo kaͤme in 
u 1-F (n-r)d + (n-1)d. 
1 en 0 

x/n= m “n.y m ’ 

I+a-)d. un on. 


& 











wo man für 9q, wenn man win, “us II ſeten kann, wie oben | 
20) vorlenimt. 5. 


‘ % r - ’ 
t ⸗ 


Pr 
N 
| 


ME IL Koarm, verſchiedene Aufgaben 
(si-T)a+2 (m-1/n3.(m-I)n+4..mn 


, —RX itt — — * 
Glied 8’. J R NI. 2. 3. 4.... n 
J N 


Vm. Aufgabe, 


ur I. Mit Beybehaltung der ſchor oben (E. S. c. a. A. 
©. 115, VI, 1) gegebenen Erklaͤrung, find die beyden 
Neihen "Bi gitrsgtele 

\ und P, Q,R,S,T etc 
OLE 345, 
‚gegeben. Man fücht bie dritte Y, Y, Y, Y, Y ete, 
“Oper, die" beyden veränderlichen Grdßen Y und y find 
bekannie Sungtionen einer dritten verduderlihen Größe x. 
Nun fol x fo eliminirt werden, daß von jener binden, 
die eine durch die andere, vermittelft einer unendlichen Reihe 
beſtimmt werde. Hier, Y durd) y. Ä J 
2. Es if ‘) 
9 212 Ge 


= # PIT®s3+30 IT sı 
= 4 PIF%x3+3Q Ta +3 RIT"xr 


| 
un. 


PIIx4 +3 Q TTr34 2. RIT*xa+4 SIT*sı 
et . etc etc . etc eco. ek 
‚ 8) 3% habe hier (in 2) aus eben der Urſache, wie bey der Aufd⸗ 

‚fung ber vorigen Aufgabe (S. 342, 2), die Norm der Entwi: 
“  Belung, Bie:Sere Profeſſor Kramp fogleih mit (3) beginnt, 
ta Lofalanddrinten vorausgeſchickt, die das ſchon etwas coms 


rn ı28 nn. 
alicitte Geſetz der Y,Y,Y..... Y deütli vor Augen Segen. 4. 


[4 


v - 








- — 
- 


\ 


5 4 


"Die Scale iſt bier, wie⸗beh der Aufloſneg (2) der vorigen 
Aufgabe (342) . :: Ä 

rynnbwv.e.c.h >, 

Auch kann man, zu leichter Auffindung der durch p, q. r, s.. 


zu beftimmienden Werthe der obigen Lofalauedrüde, fi) der, - 


(in 3, & S. 315) angeführten cembinatorifchen Zormel, nad) 
der bort aufgeftelften Vergleichung, bedienen. u 


N 


3. Daraus ergiebt fih i 
1 J 
pyYzP.- 
Dr Ver . en 
7 = — Pga+Qp 
ev = P(-pr+ 30 - —R 
—* — tsrer- z) Q Cap'rtapg? Cʒ Msp 
Py= P(-pit-+6p? as+ 3p"r"-2ıpq 27 +IgqN-+Q (-2p's 
-+12p HR r+ 9p'q’)+S(-4p’g) 
PE r). 


P"Y=P(< pa + Pat + ze = —— 
-84pr-a20) + Q (-a2pXt-higp’gs+7p°r*-56p’g° 


Fapg')-HR(-3p*s+21p arasp d)HSC —* | 


J -5p Da 


pPY= =PC-p vg gu +ap'rt 4 4pꝰ = 36p’q ap? ars 
- 12p’r?+ 120p?q?s +180p°gq’r° - 330pq®r 1329 ? 
- + QC-2pfu+ 16p*gt + 16p*rs - 72p’q’3 -72p’gr” 


- +240p ar - 1329) HRC- -apftt 24p’gs + 12p*r” 


_ eombinatorifg anekpeifth bearbeicet. 249 - 


30 XI. Sant, verfihiedene Aufgaben 


rogpꝰq —E— — 6 (-qp's +22ptgr-48p?a?) 
+TC-sp'r-+2optg )+UVL-0p )+YE°% | 
etc eic ee ete ete ett 


— zu) .. ou Be 


.. 4. Was die borgefigen Zeichen, der Produtte p * Br 
etc anbetrift, ſo faͤllt es ſogleich auf,. das die Glieder ber 
jahtfind, wo B-+-y+d+ etc eine ger, ade Zahl; biejes 
nitgen hingegen verneint find, wo P+7 rt etc eine 

ungerade Zahl if. In Radſtchi auf alles üsrige, iſt 


folgendes das allgemeine Geſetz der Reihe, bie y Adruͤfe 
ken ſoll, und wo durchgehends a art ı n +? +r + ’+ etc 
geſetzt iſt: 

* n+2. „a1 


| Y= — p,/ sx⸗ ete 
r yes etc E ’ j 
Ä | (B-+27432445-Fete=n-ı) 
J 2 nr. n-+2... u 
. TI ey ð ete Du 
+ u ‚By Ku sg etc.“ — u ur; 
 hartaiggrheits 2) 


Ä “ 3.0+1.n+2...2-1 
. R— — u. Pre ee - « 

— E etc =:n-3) 
4.n+1.n+2...8- } 


ent seen — — 9 
el etc 


p —X ete ir 


+S/ 


brertzirer ete=n4) 

5.n+i.n4+2 ...a-1 
Byd's 14 eic 2.. J eu 
BEE (hatstriet —E 


ng 2 „ee 4 


+ 2 





ete 


1 [2 


& 


eombimatorifeh- analytifch bearbeitet, 5: 
Gutı.nta,... a-1 0 


x 





et ag 


| Bysec' ete 
nn. (Bharhgdkgsteicen-6) 
et ee : ee etc etc) 


[4 


5, So viel ift ed, was ich bisher, indem ich ganz meis 


nen -eigenen-WBeg gieng } ohne alle Kenntniß Ihrer Lokalzeis 
chen ") in der Combinationenlehre geleifter habe. Ich babe 
ſehr vieles weggelaffen. Die Anwendung der algenteinen 
Kormeln auf befondere Säle bleiben dem eigenen Fleiße jr⸗ 
des: Leſers anheimgeſtellt, der biefelben bis ind Unendliche 
vervielfältigen faun. Den weitern Gebrauch dei Comdina⸗ 
tionenlehre in der allasmeinen und vollſtaͤndigen Aufldſung 


der -Equations aux differences finies, werinn ich ſchon einie 


.. 9) Sa meinen Lokalausdruͤcken waͤre (ung 2) 


[1 


n. —— on 
X = Pil-"en+ - RAT” (n-1)4 ERTL). 
u a. , a . 


n-ı m=2 na 
.. -—— PI”eoa+ —- Pl". 
n . n 


’ 


II f P> g, T, 5; t, U... ] 


wo die Buchſtaben P, Q, R... deutline Nachweiſung geben, ° 

welche, Lokalausdruͤcke in diefet Formel, und combinatorifhe 
Integrale oder Aggregate oben im Texte, mit einander über: 

einfiimmen, und, gehörig entwittett, einerley werthe ge⸗ 
en. F . 


h) Ich trage gewöhnlich, ber Kürze und begnemern Ueberſicht 


wegen, die Auflöfungsformeln in Lofalzeihben vor, Die fi 
auf combinatorifhe Functionen beziehen, Deren 
Entwidelung dur befannte Anordnungen und Involu— 
tionen der Elemente gegeben ift. Herr Profeſſor Kramyp 
legt ſogleich die, nach feiner Urt geseichneten, comıbina to: 
rifhen Aggregate ſelbſt vor, die, aewühnlih eine. zus 
weilen zwev unbetimmte Gleichungen non einer beliebigen 
Anzahl unbekannter Groͤßen vorausſetzen, und nur eine bes 


.ftimmte Anzabl von Yuflöfungen, in ganzen pofitisen 
Zahlen, zulaſſen. A 


— 


m, 


J 
o 
8 . 


0 NL Kramp, oefepichene Auftabes 


ge nicht unbedentende Fortfchritte. gethan babe, behalte ih 
mir auf eine andere Zeit dor. _ —-, 


‚ 6. Anmerkung bes Beräusgebes Man darf, we: 
gen deſſen, was -hier (in 5) gefagt worden it, nicht vergeffen, 
was ich gleich zu Aufange dieſes Aufſatzes (S. 341) erinnert 
Gabe, daß mir derſelbe, nebſt dem, was in der erſten 
Sammlung (8, 109:117) flieht; ſchon im May 1790 von 
dem Verfaſſer uͤberſchickt worden iſt. Bon feinen meitern 
Sorifchritten Im combinatorifchen Fache habe ich gelegentlich 
im mathematiſchen Archive, vom fünften Hefte au, aus 
Briefen Nachricht gegeben. Die ausführlichfte Auwen⸗ 


dung der Eombinationsiehre auf die Analyſis Hat "Herr 
"X. nachher in feiner gründlichen Analyse ber von ihm foge: 


nannten facultes.numieriques gemacht, wovon ich fo oft im 


Archive gefprochen habe, und welche nunmehr in feinem 


claffifchen Werke, Analyse des'Refractions aftronomiques 
et terreftres (Strasburg und Leipzig bey Schwidert 1799) 
erſchienen iſt, und dafelbft das dritte Kapitel (vor ©. 46⸗ 
113) ausmacht. 


* 














RL 
Ueber die Summen ber Potenzen der natürlichen Zahlen⸗ 
reihe, vermittelft det Combinationenlehre *); von 

er Get D. Chriſtian Kramp. 


« 1 . 
. “ .. Mm V ———— .. 
. 7 .. . ü ı 2 


4 ‘ ve R ⁊ .. 1; 


lehtſatz Le 
y, — = m 1. | w. .. ⸗ in. 
N. Summe der Potenz vom 'Brade'n; ber Glieder if 
der natürlichen Zahlenreihe non: 1. bis y, exclusive, 
BZ rt OT iſt gleich dem 
combinatoriſchen Integrale : En 
RT EL RT 
yiy-ı) (y-2) (y-3) ..... 


. ⸗ 
[} .ı + 





a En 
J *t) n 


Pi - 
/. eu — — — — 
wobey J en . PR | 


mögliche Yufldfungen-in ganzen’und bejahren Zahle 
11 j | 


2) Uns einer Beylage zu einem Schreiben vom 30 May 1796. 
Eine kurze Ueberſicht des Juhalts habe ich bereits im mathe⸗ 
matiſchen Archive (Heft V. S. 107:109) gegeben. Hier liefe: 
te ich den Aufſotz felbit, mit Bepbenaltung der Zeihuung im 
Manuferipte, weil biete mit der im Archive und den bevden 

Sammlungen biöher aehrauchten, uͤbereinſtimmt, es alſo übers 
fluͤſſig ſeyn wuͤrde, die neuen Seinen ber Analyſe des facultds 
numdriques ‚hier erit aufzuführen. 


d 
vr 


.s 
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94 xm. Kramp, uͤber die Summen der Potenzenber 


3) die jedeömalige Summe biefer Srößen, in jedem be⸗ 
ſondern Sale, der AFY+I+ res St geſetzt iſt: und 


3) die Zeichen n, BP, Yı ds, 8... die bekanmen 
Piodukte (E. S. c. a. A. S. 102, 2; 14, 2) bedeuten, 


u . Erttärung. j 
2. De der Andeinauderſehuug detjenigen, was nun⸗ 
‚mehr geſagt werden ſoll, koͤmmt alles auf eine geſchicte, 
und foviel möglich kur ze Bezeichnung an. Ich erklaͤre da⸗ 
ber, daß ich durch NT anzeigen werde, die Summe der 
aus Zahlenprodukten in zn und Nenner beſtehenden 

Brüche, By, 8.ete zZ, 24" etc” wobey Di 
Iran anbaftnuten. Biricungen.. 
B+2r 433444 ete ⸗ꝰ 

‚and B+Y +e+s + det —. 
Ban Bunde gelegt find, und Der Berbindungen der GSrißen 

* y, 8, a, etc jo.niels ſeyn mÄflen,- als die beyden erſt en 
wähnten Glricheugen Aufldſungen in: ganzen md bejahten 
Bar aulafenn 





BLEI MD 
213,95 werde das Produkt yy-CH-2)y-3)...0-4 
mit y. bezeichnen. Dieſer erichnun afeize iſt 
Ri ‚Sry —— Y.- 
W=ey —9— 

wi. 3 = ya) 0. 
EELTNT-IH-I . 

- Y = yO-DUE-N)U- 





natuͤrl. Jahlenreihe verm. der Eombinationenlehre, 355 
Volgeſatz. 

4. Die gefammte Zahl der möglichen Auſidſungen der 
mmbeſtimmten Gleichung 3425 430 44e 4 eto n läßt 
ſich folgendergeſtalt in Klaſſen eintheiley. Ich rechne zur 
erſten Ktaſſe diejenigen Aufidſungen, wo t=n if. Zur 
andern Klaſſe diejenigen Aufldſungen, wo t=n-ı. Zur 
dritten Kaffe diejenigen, wo t=n-2. Die legte Klaſ⸗ 
fe wird diejenigen Aufldfungen enthalten, wo ti, und bie 
alſo nur aus einem einzigen Gled ⸗ beſlehen. 


— deigelꝛh· Ex en Eu 
. 5. Demzufolge iſt 1°. 4 2° + pr, „+0-1' 
DDr 


W= m + war y. — nam — 


+ — 2 rap — — N3 ri 


endend mE Fa 


2* 


*VBeyſpiel. 


6 Den erlanat ves (sligemeinen —R 
57 son ’+3’+3’ +4 HE TT \ 
Sub 


Die allgemeine Gleichung — — — ——— 
laͤßt 15 Auflbſungen ‚in ganzen und bejahten Zahlen zu, die 
na ihren Klaffen (4) geordnet, bolben⸗ fm: | \ 


ur 
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IB. EEE Van Bar ẽ.7. 9. 


,.:.:7.0.09.0.0.0.0Q0 
— ————— 


— 
.6.:.5.1,0,0.0.0.0 
an —— — ——— 
..4.O1-0o0.0o.0 . 0 
...3,2.0.0.0.0,.0° 


Nr 





a 





un 
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. 
x 
= 
.. 


.:-3.0.0,.1,90.0.0 
,..2.1:.1.0.0,0.0 
7. 1.3r0.0.0,0.0 
...:2.0.0,0.1,.0.0 
1.1.0.1.0,0.0 
,3...1.0.2.0.0.0,.0 
3...0.2.1.0.2.0,.0.0 


DB DB 








WW 
. 
0 











⸗ 
2...1 O. O e 0 zur OO. I ® oO 
- _ B...0 ” I L } ‚oO . oo, I ® 6) ® 8 
2.2.0.0 o ur Il. ö . © .' O_ 








l...0; 19) .o .o .o, QO . X 
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( —3 4 5 6 ) 
2 6, 24 mo 7:2. 542 


Die Tafel und der ellgemeinen Sormel 


n 





By. etc 1? o?6 24° ete . —R Bi ä 
ſclenten folgende Berker u 


NN= — ! \ .: Ps . win". 
— erh ie Ed ke ” 
EN re 


N N = = 140° 
— AMUV-IID = 
un N(N-IV) = 
J "N (N-V) = 
N (N-VD = r 


. watiek Hohlentohe nerm. det Comiaionaeee, 3 


und ed wird deninach en D | 
| aıy; 140 | 
242 Hr ++" +. ne : 22 
+ —— 35075 + — Sy, a, = , J— 


5 4 3 2 _ 
| > " . Zu ! “ , 


. « 


5. Winter man bie gt Berechnnng auch auf andere. 
ern an, fo ergiebt fich daraus folgende Tabelle: on 


. 


Y. en 0 Ben 
Iyaty, Ben 25 i — | 
iy, t3Yy. +5. | 
4y,+3Y%s t%yatV, en 
ytetrnterdge. on 
u Rn Sue 2in A Yıtyı“ 
GI 
= #7 tr 


., 7. 


« 
N - 
m 


> 
na N : J 


* 
| 


266 
=.478 + * yet * ———— 
61227 
— 2 + —: yaty. 


462 2646 "6951 
= Y+ 22 79 «+ Zr gr: Y rel, 


77109 OR 
_ — gr tn 
Ä 4 


8 RIM: Eromy, uͤber die Sammon der Potenzen der 


ee, "2. 22827 
—— = — ty y. ent —— 
a ag -3 305 P- — 


+ ar 7 rer: 





9. Vermittelft einer leichten Mobiflcation,, die ich den 
eigenen dorſchungogellte har Leſer uͤberlaſſe, iſt durch dire 
Formeln das Integral Ey" jo beſtimmit/ daß es nicht, „nie 
vorhin mit -N" aufbbrt, fondern das allerletgte Glied y' 








behalten werden, fo dienen zwar” Die nämlichen Goeffichentn, 
aber für folche Potenzen Summen, bie us men [77,7 
ber rar auf folgende Weile: . . : 
Sy =4ry, " 
By = 1,447, 

Ey, EYE 
zr = WW: Keytsytays : 
By Ivy ey,+ YET, Hir. 
wy‘=+y, un #0 5 275527 yy,Hın 
ze _ 140 350 391 


= 4 — — *5* 
h mt ntctct s +7 ‘ 
63 
+ +39 
3 
28 266 1050 vor 
zy’= Wotzye * = 
966 


zer + yt 


Ey? = Feten + Er +26, 








J. 
7 * 
10 % 
4 + rn + Herta 
F o 
Ey” =: Ha 1, 5.4 = Ya 
\ "2282; 5 b 
Kane Zu 2 7e 


HE, + Ya. 


10. Bieht man die Ey" der zweyſen Tabelle, von den 
Iy" der erſten Zabelle ab, fo giebt der Unterfchied'den wahe 
ten Werth ebtn.diefes letzten Gliedes y* zu erfeinen, das 
bey dein zwewten aubgefhloffen, und bey dem eꝛſicra mit 
Gngereljurt mar. BR 


“A 






x =», 
x 7. x,+z, 

,tr#t+x, 
“"—xn,+7,+0,+42, 
"x, ti, +252,+108, p8, 
"= x, tz, Poox, Hs, Piꝶſx, +5 
= 


2, +632, 43018, 43508 1408 Pan dE, 
"x, tizyr,+966r, How arg’ 306%, 
+33, +x, 
x, 42552, 430252, +77708, + 6gsin' 4a6g6x, 
w,+362, +3, 


360. XHL' Kran ie Sana si 


‚"=ı,+ ssIz, + 9330x, —E + gas25z, 
Hassaz  +3880x, hr5oX. +5%5 +x,. 


m "Einen erfaßenien Hualyfkei pe die bier nätheinen 
Mer hervortretenden Coeſficienten nichts Neues ſeyn. Sie 
find offenbar nuichts anders, als die erflen Glieder der 

; aufeinander folgenden Differenzenreihen, der 
Potenzen natürlicher Zahlen, mit den Gliedern 
der hypergeometriſchen Reihe 172, 624,120, 720, 

ı s0g0 ete multiplkcirt. Ein' Beyſpiel wird diefes ans 


ſchaulich machen. Man nehme bie Reihe ber, fechften | 


‚ Yotenzen von 1,2, 3,4,5, 6,7. 


1 Be 
04:..63|. 
139 "665 602}. 
4096 3367| 2702] 2100|. 
15625 ASagl 8262} 5460 3360 


nl De VE 6— 


117649|70995|39962 20460 9120 3249 


46656 310;1]19502 11346 5880 2520} ' 
120 


12. Man vergleiche die erflen Glieder dieſer Reihen, 
1, 63, 602, 2100, 3360, 2520, 720, "mit den Eoeff 
dienten der Neihe die x” ausdrädt, —R 2 63,3 301, 
350, 140, 21, I, fo ergiebt ſich, daß - 


= I — + . 
63 * Eu u 
.. v , “_ ” £ 
sende 608° -: 
301 .= .. — 
er uh2..- 
ye wert, -2100 . 
350 = — 


| 


x U 


\ 


anart: Aachen. Erin 362 

9— ib ee 

u * 2520 | 

. BR > ——— . 

a Or * —E EZ 
erden u 720 } 2 3 


1 — —N — 


u er 1,2.3:4-$- 6, Ras 





2; Uns überhaupt, wenn Angenommen wid, : 
zn =x „Fax, +Bx, +Cx,+Dx, +ExsH Fk, 


X * ur to Kon = - 
ſo iſt Zu .. ' ıA= on \ . f 
i J ro. u. 1.2.B= g" -2, gay .e r © 


ui 1230= 43.3" +3.2°- 1910 

. 12,3,.4D= 5° 4.446, 2-4 = 
1.23.45. E26" -5.5"+ 10,2’ <10.3°+5.2°-1° 0. 0, 

1.2,3.4.5.6.F =7°-6.6°435,57-20,.4’415-3 SEITE 


14. Da num ferner Ar, = DR; ; ‘folglich Ix,, mit 
Weglaffung des legten Siide⸗ Ku, oder + u - 


tafat5t p. + @), = Ze und eben bieſe⸗ 
Ixı, Mit Einfeiltegung des Festtn, Sne des ai 


CK +), nt \ 
oder Ietntctantsct- 46 —RE — 4 
iſt, fo laſſen ſich aus der elngigen Reihe für xa, die beiden 
andern, oben enbähnten für Exn, unmittelbar herleiten, 
wo die bey der erſtern derſelben nothwendlge Reduction, ver⸗ 
mittelſt des an ſich ſelbſt auffallenden Lehrſatzes, 'x.x,unn, 
—X ſehr leicht bewerlſtelligt wird. Ä 


1. Das $iöher Geſagte ſetzt weuter nicht ai als die ganz 
gemeine Theorie Der ſigurirten Zahlen, ahne einige Kenutniß _ 


ar 


963 XUn:Kraiap, uͤber bie Summen ber Poten zender 


böherer Unalofis, voraus. Allein, daß eben jene Coefficien⸗ 
ıen A, B, C, Delic, auf welchen bier alles beruht, 
auh unabhängig. vom ber Berechnung der Potenzen, 
Durch die Combingtionenlehre allein, gefunden wers 
den koͤnnen, dies if eine neue und für die Länftigen Forts 
ſchritte der Wiſſenſchaſt wichtige Wahrheit. 


16. Dem bisher geſagten zufolge ik, die noch nie fams 
mir Reihe 8 Kane 6“ + — 1 


EI re 


gleih 1.3.4... (8x79. th ni der Summe aller 


(o+r} n (n-1) MR)... | 

a PEFT —— wan de ver 
Sri, + ben 
2 Hirklegkey DE 
„Brar+3ötget etc = a4 on 

düfn,Gruüne geügt fu, ala Latin 

7. nt =mg , und bapın wie oben 

ein sr Rp ae Mr — wird, —* —* 


euch die unndedriſchen Perthe, ‚Die y in beſoadern Faͤllen has 
ben kann, nur zur Deulickei 2 in in vergrößete Form ges 


fegt werden Konten, . witd es 

DE DE Ma \ 2 
. . „3 Aus eg‘ r | J | . ! 
re 33° +3. n-fz6M4 


se * + aa 
" 6" - 5. 5 +4 10.3, 5. 2 6730 M6 
6.6 +15.5"-220.41 13. 30-6. 2’+1"=720M7 
* 27. ra 343543472" 175040 M8 
CIar "7 BE ne" Par —J 1 miıel$ : ete 


Zr 
4 


a line anni zoͤr 


38. Die unmittelbare Folge der hier: aufgeftalten Ein⸗ 
chungen iſt folgende. Neihr · von Bun: “ 


“ ‘= Mi “int ru trite 
* = Mı+ M2 | mail zen. Rn 
* Mı$+2M2+21M3 | nn 


4 = Mı+3M2+3.2M3+32.1Mgr. 
= M144M54+4.3M3+4.3-2M4+4.3.2.1M5 

6° = Mi 3 M2+5.4M345.43M445-4.32M545.43.21 M6 
7°=Mı}6M2+6. er 5 4M4-+6. 5.43MsHb, 5. 43. 26 


+65.43.2.1M 00 
etc - etc © ec © "etc ete ° 


19: Und Überhaupt ee. ed 
y"=Mi+(y-)M2}+ Gr. 6- 2) y- 3) "3 
+W-) (y- Jly-PW-N)Mate.i 
® ..+(J-1)(Y-2}.., —— 
+01) (4-2)... 5. 43. 2. 2MV.. 


20. Deriallgemeine Ausdruck aller der t einzelnen 
Glieder, woraus MP. befteht, ft 5 - 


m.moi. m.. 3.21 ,/ Re etc= m 9 
— — —. 
ER ‚ehe 376° ad’ete . ‚Atrt d+etc= P; 


ur 0.0, 


y 
Bunt oe Sy: F — 
multiplleirt, und zugleich ‚y-p, oder r-. (Byrtöt: etc)= =a 
ei .. 'mMıy.. 


, n _ V— 
geſet air” Y. æ Br. y. wo eete. 


algemeinen Ausdruck aller der einzelnen Glieder, aus wel⸗ 
chen das geſammte chonibinatorifch⸗ dIniegral beficht, das y" 
ober yaı gleich ſeyn pl | Es iſt demnach 

j- [ 


für den 


.. m‘. y. ‚ 
— — — ET ORTEN 
“Pr. 8. etc af 6.24. -. 


-P-1)..3.21 


— -_ N . 
Hs SIE. Risen Aber tie Sumumen der Petenjenber 
weh: Dir Angiam. suhrfliumsen Gleichungen 
n+atee=m 
+ Ir r+i+ sy 


yua Yemir agen - 


Derrick 
z Bi mm 6; v=ıu; ww Slecheg 347 
russ rn me Yet lg re 
sg aud Yınmıize Süden jı; für lerem jete der Eye 





x 
zinda. Rum ver oegrem Ölsschaung 2--I m 17, 
m. r 
un Ar zu Nr en — - IT —;⸗ 
sr) a. u rer 


Same Iren Nr ent, mi: 
a.... „mn Zaun r... Ab 


⸗ 
m de 4 
Iyıyı 399 
14 Ay 
TE 


Senn Tau ans 


Tas - Ko. on. 


. 
» 
- 
—X z u. nn. 2 m oa ne >» a» 
u - 
ar rn De - - X... ...a La 
Tası tt x 1 - .- 2... 42220 
» 2 . 
T--22 > * > ma 2. -—— 
) DR en \ 


J 
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auffuchen; und man wird, auf dieſem ganz berſchiedenen 


Wege, obigen Ansdruck befiätigt finden, Es iſt ainuich, 
das lezie Glied yn mi ingeſchloſee⸗ 


zr=eMi 0. min 
Z2°=2Mı+M3 “ | 
23°’=3Mı+3M2+2M3 


Z4°= 3Mi+6M2+gM3-+6Mg | ee on 


. E35°25M1-HoM2-+20M3-+30M44+24Ms 
ir * F6M1+15M2-+40N3-H90M4-H144Ms--120M6 - 


4 21M2 + 7oM3 + 210M4 + 50 M5 + $40M5 | 


—W — +720M7 W— 
de ee. de ete ete ein - 
BE und überhaupt 25 
area 1) 1 410 1) er; vr 
3 sr 
2 90-9; —E * 220 
5 


Yo-n 0) SE no 20h) 


0... 6406 
. 98 


. + DT. 200 AMY. 


23. Der allgemeine Ausdrud aller d der eidamn ne | 


‚ der, woraus MP befteht, iſt wieber 


m.m-I.m-2. 3 z1 —E = m 
K.y.d — Rare rg 
Diefer, mit 


er) 


7-00 20 Di.) FR 
| P-: A7 Tanne ee 32.1 
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366 XUL ‚Rramp, über die Srnnen der Potenen der 


’ 





er z 7 amaeiplicrt, ai. 
E m. y | 
Die Summe diefer Produte iſt Eya,. 


| Der bier gegebene -aligeneine Auedruck —* ya F wobey 
beyde, ſowohl v alsen, als veraͤnderliche Groͤßen angeſehen 
werden koͤnnen, iſt für die Fortfehritte der Wiſſenſchaft * 
wegen wichtig, weil durch Ihn Die veraͤnderliche Größe, 
viele Schwierigkeit macht, wenn fie als Erponent on 
dimmt, aus demſelben ganz oder zum Theil weggefchafft,. 
und unter die Eoefficienten verfeit wird. Die Sache iſt um 
. fo viel unerwarteter, da der einzige, einigermaßen hieher 
gebdrige Ausdruck von. y.’; den die hoͤhere Analyfis bisher 
gelehrt hat, Erftens, die Kenntnis ber Baſis des hyper⸗ 
boliſchen Logarubhmen⸗ Gpftems vorausſetzt: fodenn, 
derſelbe Ausdruck eine unendliche Reihe ift, nnd alle Bes 
ſchwerden unendlicher Meiben mis fich fährt; und drittens 
derſelbe Ausdruck nur in dei alierwenigſten Faͤllen, un 
nur alsdam brauchbar iſt, wenn der Erponent einen Bruch, 
Heiner als die Einheit, dorſtellt, Indem in allen andern Faͤl⸗ 


nxr die eihe mehr oder weniger divergirt. 


Bon fo erheblichen Vorzuͤgen und Folgen iſt die combi⸗ 
natoriſche Aufldfung dieſer Aufgabe vor andern int: com⸗ 


Bingtoriichen !, wwi el. . ‘ 
Schlußerinnering des Genie J 


67 Von bei Dotengſ en der Zahlen i, 2, dien 

nach der Ordnung, : bat: unter andern Euler in feinen? 

Inſtitt. Cale. Differ. ausführlich gehandelt, und (Vol. L 
art. 61, 62 und Vol. II. art, 132) zwey Formeln, für 

str, x 

für: Ne Summe naͤhmlich der Potenzen tı deu natärlichen 

Zahlen von 1 bis x, inclufiue, gegeben, , Wie dabey die 


N '. 


v ’ 


iel. —E —R 367 


Bernouiliſchen Zahlen, = Au =Bi 520; 
u. f. w. und die Binomialcoefficienten, "U ‚8, 
BE... soncurriren, erbellet ſehr deutlich aus der gmeniem 


.. Bormel, nach weicher, die beyderley Zeichen darinn ſubſtituitt. 





% f 17} | 
we, vom. zritten Gliede an, die Bernoullihen Zahlen nech 
der Orduung, die Binemialceefficienten aber (fo wie bie Dis 


viforen und die Erponenten von x) fprungweife fortgehen. _ 


Die Werthe: der Bernoullifchen Zahlen: A. BR. C, D.... 


bie wn der a cht zeh ad en S, findermanaud) bier (©; 356,. 


337) von Herrn Prof. Rothe berechnet augegeben. 
2. Da die Binomia coefficienten au ſich ‚comdinstorifcher 
Herkunft find, auch bie Becuonlliſchen Zahlen, ſewohll durchs 
einander. als unabhätigig von einander, sombinatorifch ſich 


darſtellen laſſen, fo leuchtet es deutlich ein, daß auch jene 
Potenzſumme 1 + zer auf combinatoriſchem Wege 


fich finden und beflimmen laſſen muͤſſe. Dies war, wie 
auch die Ueberfchrift (S. 353) ansfagt, die eigentliche Ab⸗ 


ſicht, der nächfte Zweck, der dorſtehenden Unterfuchung, 


Wie fh die Summen der Producte der natürlichen Zahlen 
Son 15id m-ı inclufiue, dur) Summen der Potenzen 


' eben diefer Zahlen ausprüden laffen, davon in der Analyfe | 
des facult&s numeriques, art. 163 (Anal, des Refr.p,96). 


un 268 XII. Kramp, übeebie Summen ber Datngeibe x 


3. Ebendaſelbſt (p 7I- 72 wird die Yufgabe (art. gı) 


zu unmittelbarer Beſtimmung ter Summen foldder Pros 


ducte vorgelegt, ‚mit Beyiügung zweyer Aufloͤſungsformeln 


(art. 92 und. 9q) in Form von Lehnſaͤtzen. Wegen des Bes 


weijes der erjten Formel bezieht ſich Herr K. (art. 96) auf 


- meine erfte Sammlung c. a. Abhandlungen ©&.110, I11) und 


wegen ber zwepten Formel’ auf, einen andern mir uͤberſchick⸗ 


sen Aufſatz. Was dariun dieſe Formel betrifft, hier beyzu⸗ 
"Bringen, würde zu weitlaͤuftig ſeyn. Alſo davon ein ander⸗ 
mial im mathematiſchen Archive. 


4. Mit dem Aufſatze XIH uber die Summen ber Pos 


| tenzen der natürlichen Zahlen (8.353), war ein anderer 


über die Fakultaͤten der Zahlen, verbunden, von wel: 
chem ich auch einen Auszug' im mathematifchen Archive 

(Heft V. S. 109-112) gegeben. habe. Der Aufſatz felbit 
kann bier nicht nachgeliefert werben. Zu ber Zeit, wo er 
gefchrieben war, entſprach er ſehr gut der Abſicht, was die 
Sache fen, in der Kürze zu zeigen, Seitdem hat fich Alles, 
Zeichnung FJnhalt und Vortrag, ſehr vervolllonmn, und 
man iſt num in den Stand Bel, unmittelbar aus ber Haupt⸗ 


. quelle zu ſchoͤpfen 


5. Unftreitig dürfte eö:fte wehrere Leſer intereffant und 
helehrend ſeyn, eine vergleichende Darſtellung, Entwicke⸗ 
lung und Reduction der beyderley combindtoriſchen Formeln, 
ver Krampifchen und der meinigen, bier vorzubegen. So 


nahe aber auch die Veranlaſſung, und fo ſchicklich ver Ort 


Bier dazu Hi, fo wuͤrde mich doch die. Husführung der Sache 


j zu weit über bie Graͤnzen hinausführen,, die dieſer zweyten 
Sammlung combinatoriſch⸗ analytiſcher Mobanbtungen bes 


ſtimnit ſind. 








Verbeſſerungen und Druckfehler, 


— — — 


Seite 37 Zeile 7 ftatt befdunt lefe man befannt 

S. 95 III. 3. 17 nad) den Worten „zur Linten ;* fee man: 

Dann eine 3 nebft einer 2 und den übrigen Einheiten; 

©. 10023. 6 ſt. G. 60, I. (hier ©, 60, 

S. 1303.13 fl. C(e) LC® " 

©. 166 3.4 und 6 ſt. TI 5, art 

Ebend. 3. 7. nacy-P*« (n-3) flatt+. ... Herren 

©. 175 3. 3 von unten, fl. (1x a, er+l — im, Nemnter des 

artı 

Bruchs ift zu leſen (1-x°) a, u ſteht der ganze 

Bruch etwas zu hoch. 

S. 187 3. 8 von unten, fl. eq l.i 
4X. IX, d. 1.PX. dX 

S. 223. . — KR 

S. 234 3. 1 ſt. x(-r l. xmdr 

&. 307 3. 8 fl. (fa+e) I. (frac) 

©. 308 3. 8 fl. (ü-1c] l. (a-ne] | 

©. 319 3, 6 von unten, ſt. — 3— l. — 4 

©. 395 3. 4 von unten, fl. 1050x° [, 1050X, 


\ 
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363 ZU Krainp, über bie Summen’ ber Poten euder 
Löberer Analyfis, voraus. All-in, daß chen jene Coefficiens 
wen A, B,C, D eic, auf welchen "hier alles beruht, 
auch unabhängig. von der Berechnung der Potenzen, 
- Durch die Combinationenlehre allein, gefunden wer⸗ 
ben koͤnnen, dis iß eine neue und für die kuͤnftigen Fort⸗ 
fehritte der Wiſſenſchaſt wichtige Bahrbeit. 


16. Dem bisher a zufolge ik, die noch nie ſum⸗ 
mirte Reihe yr 2 0 + Br 1 2)" 


ag, y- > +. + 1 


gleich 1.2, 3.4... UrY)> multiplicit wit der Summe aller 
(n+t} n (a-1) (n- 9)... 1. 


Produkte w — — * * 7 abc. bie en 
regen} — Ten. 
re ——— 
„Bhart3itget, etc = nf 
au, Gruüde ‚petegt fir, —D ara 


37 n, nI == ni gyſetzt, und bapın wie oben, 
ein U ar mit MY” I pe wird, che ſtatt Y 


guch die ummprifchen Perthe, ‚Die y jn befondern Fällen has 
ben Tann, nur zur Deuihei im veigeößerter Form‘, ges 


ke werben dnien, bpꝑ wid U 

.. 1 or” Un =M2 on \ . 
Er Re ran | 
BR EEE Say GM 


a —* =4 +63" 42. pi ins 
—* 5 —J 10. 3) Hure on -h-oM6 
7°-6.6°-+15.5°- 20,4" +35. zn_6, 2’+H1"=720M7 
—* νραν. ν4ν—s. νσνιονιs 
— se ums ele et⸗ 


r 
+‘ 


— ED — 385. 
18. Die unmittelbare Folge der hier vntzacen is | 


+ 


Sungen iſt folgende Reihe · von ern: 


“ =Mı “inch 464 
=Mı+M2 wma ie ya 
=M 1+2M2.%2.1M3 j 


= Mi+sMa2+3. 2M3+3.2.3Mgr. 
— = Nat 3M3+4.3.2M4-4.3.2.1Mg 
"= MI45M2+45.4M3-f5.53My+5.4.3; 2M545.4.3.2.1M6 
, "=Mi4+-6M2+6, — aM 4+6,5.4.3M546.5.4.3.2016 
Ä 46543 BE, 
on ete ce 
19: Und Überhaupt | | 
y"=Mi+(Wy-NM2}4 96 6- IA —* 23 u. 
+0) 1-2) (y-3) W-4)Mg+..: 
° +1) (Y=2}... (Y-P+1} MP+ or r 
FOX)... 5.4.3.23MY., 


20. Derallgemeine A usdruck aller. vr einzelnen 
lieber, woraus MP beſteht, ft - | 


ee © etc 


m.m-ı.m- Derge 3 a1 7 BÄoit3t dem m; 
Te; 

Bd rer —R ‚ Ahr4 d+etc= P5/ 
ig 

Die ri). J oder, — 


® . . | U} De 


. r 
.. m, X 60 ® 
Eur ZT Ten Zr ä den 
ai YA, este Pre ie 


allgemeinen Ausdruck aller der einzelnen Glieder, aus wel⸗ | 


chen dad geſammte cwnibinatorifch⸗ JIniegral befieht, das y" 
oder a ‚gleich, ſeyn em Es iſt demnach 


.... 7 
” LT T €, eg an 


.\ - 


m r— ‘ 
ro. .3.221 


. on. 
364 ZI Krawp, über bie Sumumen;der Pornzenter | 
webey bie henden. uube ſtimamten Beige :. - . 
Atem... 
\ +++ + 
zum Grunde legen. s = 


Berfpiel. 5 
;r a1, Es fen m = 6; y=ıoz bie Gleichung 442 
KETERTERTO OEL) laͤßt eilf Aufldſungen in gan⸗ 
zen und bejahten Zahlen zu; fuͤr deren jede der Expo⸗ 
nent æ, yermdge ber zweyten Öleihung.c1-B--y4-4 = 10, 
1 der B BER. A 
au ann and r ud ZB te 18,783 7 an’ 


feinen Öyfondern, Werth er haͤlt, namlich: | 
here & ce Her Bruch Den " 

RR Graue nee 151200: 8 

Sure Ach ν 453609: 


» oe. 


‚ 
2 6...:3% Loe..n,iye „100800. 
br. nenn. 226800 
Bez Tee 2.0 Besnern "to8oQ. 
Ten LE. . 4320. 
| > PER. 540 
V.... 1. IN oe 108006 ° 
| SEI ‘900 . 
8.. .7. . DET. RED a 
— PER 10 
DEE : &umme =. koöcgao='y of, 


20, Die gleich anfangs aufgewarfene. Aufgabe, ,. vie 
Summe von +2" +34 + 3. 4+y", durch. bie 
- Combingtionenlehre zu beftimmen,, Yaßt ſich, ſo wie uoch 
meundlich viele andere, vermoͤge der erſt argtgebenen allge⸗ 
meinen Ausbdruͤcke von I, 2”, 9", 4” ete unmittelbar 


* 


werke Bumceren. den Corinne. 3% 


auffuchen; und man wird, auf dieſem ganz verſchiedenen 
Wege, obigen Ausdruck beftätigt finden, Es iſt nämlich, 
das lezie Glied y" mi erngeihlofen, 


+ 


Zr=Mı 05. nn 
22°=2M14M3 un | | . 
Z3°’=3Mı+3M2+2M3 | 


Z0=3Mi+6M248M3HEMg 

| Z5"25Mi}ioM2+20M3430M4424Ms . 

. 6’: GIS Ma Ho 39Min 1oM6 
zPe 7Mi+ aM + roM3 + 210M4-+ 50,M5+ 840416 


nn 0. _+720M7 re 
dd ee ete ete ete ei 
| und Äberbaupe ° — 
| SpraäynayM rn 1) ua 4 N 2; * | 
3 * 
yon: 2) 9 0-00 I 
25 


* — LE on... 20h) 


0... seo409 
v 46% 


+ 65) 0. .... AMY 


ar 


23. Der alfgeineine Ausdrud een ? der einzelnen fies‘ J I 


der, woraus MP beſteht, iſt wieder 
m.m-I.m-2....2. 21. . Akartal4ete = m 


K.y.d F — ete +Y+ + etc P- 
Dieſer, mi a on 


er) 


uno 203).. C 02th) ober .y. 
P. ' — * er 0.04 nn 30 2.2 
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Kr 5 7 muitipliciti, aiebt 
m. y 


—— — .. . ete ı 7 ete 


Die Summe diefer Produfte iſt Eye”. ’ 


Der hier gegebene allgemeine Nusbrud für y' yo ‚ wobey 


beyde, ſowohl y alsn, als veraͤnderliche Groͤßen angeſehen 
werden koͤnnen, iſt für die Fortfehritte der Wiſſenſchaft des⸗ 


wegen wichtig, weil Durch Ihn die veraͤnderliche Größe, die 
fo viele Schwierigkeit macht, wenn fie als Erponent vor⸗ 
tömmt, aus demſelben ganz oder zum Theil weggefchafft,. 
und unter die Eoefficienten verſetzt wird. Die Sache iſt um 


. fo viel unerwarteter, da der einzige, einigermaßen hieher 


gehdrige Ausdruck von.y.’, dem. die.höhere Analyfis bisher 


gelehrt bat, Erfiens, die Kenntnis ber Bafis des hyper⸗ 
boliſchen Logarihmen⸗ Gpftems vorausſetzt: fodenn, 


verſelbe Ausdruck eine unendliche Reihe iſt, und alle Bes 


ſchwerden unendlicher Reihen mit fich führt; und drittens 


derſelbe Auodyuck nur in den allerwenigſten Fallen, ur 
sur alsdann brauchbar ifl,. wenn der Erponent einen Bruch, 
Heiner als die Einheit; dorſtellt, Inden in allen andern Faͤl⸗ 


u fir die eihe mehr oder weniger divergirt. 


Bon fo erheblichen Vorzuͤgen und Folgen iſt die combi⸗ 
natoriſche Aufldfung dieſer Aufgabe vor andern sicht: com: 
Binatoriichen!,, 17“ ar * 

Schicherinerins des Bench, . 
J Von ber Vorerljfinimen der Zahlen 1, 2, 3... « 
ach ver Orbhüng, . bat: inter andern Euler in feinen‘ 


Inſſitt. Calc. Differ, ausführlich gehandelt, und (Vol. L 
art. 61, 62 und Vol. IL, art, 132) 3100 Sormeln, für 


x part +5" os x 
für: de Summe. nähmlich: der Potenzen tı den natärfichen 
Zahlen von x bis x, inclufiue, gegeben, , Wie daben die 
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< mtl, Beffenzeipemmen. bee Eombinatioienkifte, 367 


Bernpulliichen Zahlen, z=A;,. 75 = B5,4=C; | 


u. fe w. und die Binominlcoefficienten, "A, 28, . 


FE... concurriren, erbellet ſehr deutlich and der gweyten 
Formel, nach welcher, die benderley Zeichen darinn ſubſtituirt, 


v- 


" 3 1 
DE To —- HE a 
n - ... 





D . . ⸗ 
u ’ v. ‘ 
.+ (2 ‘.. ‚ . 
14 . ® . tt. .;... d acı ’ ..2 
. * 


u F A wm .,.:. 
we, vom.dritten Gliede an, die Bernoullifchen Zahlen noch 
der Ordunng, die Binamialsgefficnten aber (fo wie bie Dis 


viforen und die Erponenten von x) fprungweife fortgehen. 


Die Werthe: der Bernaulliſchen Zahlen A. R. C, D... . 
bis wit der acht zehud en 8, findet man auch bier (&;336,. 
337) von Herrn Prof: Rothe berechnet augegeben. 
2. Da die Binomig'corffisienten au ſich combinatoriſcher 
Herkunft find, auch die Bernoullifchen Zahlen, ſewohl durch⸗ 
einander. als unabhätgig ven einander. combinatoriſch fich 


Bere tfen, fo Im b ben din, Daß au ie 


Potenzſumme 14 204 32 25. auf combinatoriſchem Wege 


ſich finden und beſtimmen laſſen muͤſſe. Dies, wer, wie 


auch die Ueberſchrift (S. 353) ausſagt, die eigentliche Ab⸗ 
ſicht, der naͤchſte Zweck, der dorſtehenden Unterfuchang, 
Wie fh die Summen der Producte der natürlichen Zahlen 
don 1 did m-ı inclufiue, durch Summen der Potenzen 


eben diefer Zahlen ausdruͤcken laffen, davon in der Analyfa 


des facultös numeriques, art. 163 (Anal, des Reſr. p. 96). - 


% 


u 268 XII. Kramp, iher bi Examen ber Pocengeber x. 


. 3 Ebendaſelbſt (pı 11-73) wird bie Yufgabe (art. 91) 
‚gu ‚unmittelbarer Beſtimmung der Summen folder Pros 
ducte Borgelegt, mis Beyfuͤgung zweyer Aufloͤſungsformeln 
(art. 92 und. 94) in Form von Lehnſaͤtzen. Wegen des Bes 
weiſes der erſten Formel bezieht ſich Herr K. (art. 96) auf 


muieine erſte Sammlung c. a. Abhandlungen S. 110, 111) und 


wegen ber zweyten Formel auf, einen andern mir uͤberſchick⸗ 
gen Yuffat. Was darkın dieſe Formel betrifft,” hier beyzu⸗ 
bringen, würde zu weitlaͤuftig ſeyn. Alſo Davon ein ander: 
. mal im mathematifcgen Archive, -.; 
| 4. Mit dem Aufſatze XIH -über die Summen ber Pos 
tenzen der natürlichen Zahlen (©. 353), war ein anderer 
- über die Fakultaͤten ber Zahlen. verbunden, von wel⸗ 
‚em ich auch einen Auszug im mathematifchen Archive 
 heft V. S. 109-112) gegeben. habe. Der Aufſatz ſelbſt 
: Bann bier nicht nachgeliefest werben. Zu der Zeit, wo er 
gefchrieben war, entſprach er ſehr gut der Abficht, was die 
Sache fen, in der Kürze zu zeigen, Seitdem hat fich Alles, 
Zeichnung Inhalt und Vortrag, ſehr versolllemnit; md 
man iſt num in ven Stand gel ummistelbar aus der Haupꝛ⸗ 
quelle zu fi ſchopfen 
5. Unftreitig duͤrfte e fur wihrere Lefer intereffant unb 
belehrend ſeyn, eine vergleichende Darftellung, Entwicke⸗ 
Iung und Reduction der benderley combindtoxifchen Bormeln, 


ver Krampifchen und der meinigen, bier vorzulegen.” So 


nahe aber auch bie Veranlaſſung, und fo ſchicklich der. Ort 
hier dazu äft, fo würde mich doch die Ausfuͤhrung der Sache 
+ zu weit über bie Graͤnzen binausführen, bie dieſer zweyten 

Sammlung combinatoriſch⸗ analyriſcher Abhandiungen be⸗ 
Rimmt ſiud. 








Verbeſſerungen und Druckfehler. 





Seite 57 Zeite 7 ſtatt bekaͤunt leſe man bekannt | 
S. 95 III. 3, 17 nad) den Worten „zur Linken ; ® fege man: 
dann eine 3 nebft einer 2 und den übrigen Einheiten 3 | 
©. 1002. 6 ft. S. 60, I. (hier S. 60, | u 
©. 1302.13 .C co). C®) | | 
S. 166 3.4 und 6 fl. br J. Hart 
Ebend. 3. 7. nach P (0-3) fatt+-. ..h + » Y 3 
©. 195 3, 3 von unten, fl. 62 24 —_ im, Teuer des 
| artı 

Bruchs iſt zu lefen (a) auch ſteht der gaue 
Bruch etwas zu hoch. 
©, 187 3.8 von vos , eg=1 [, 8i-L 

| d. O0X. X 
©. 222 3, 7° ne = au ne. dX dx 
.©. 234 3. 1 ſt. ze „ar-Ur 
&. 307 3. 8 ft. (fa+e) I. (£+2t) 
©. 308 3.8 fl. (a-ıc] u (n-N)e] 
©. 319 3. 6 von unten, ſt. — Il. — # 
©. 395 3. 4 von unten, fl, 10502” 1, 1050x, 
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